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Prefazione 


Per caratterizzare brevemente il contenuto di questo IX volume det 
Corso di fisica teorica presentato al lettore, possiamo dire che esso è 
dedicato alla teoria quantistica dello stato condensato della materia. 
Il libro inizia con un'esposizione particolareggiata della teoria det 
liquidi quantistici: liquido di Bose e liquido di Fermi. Questa teoria, 
creata da L. D. Landau subito dopo le scoperte sperimentali di P. L. Ka- 
pitsa, rappresenta attualmente un settore a sé stante in fisica teorica. 
La sua importanza è dovuta non tanto agli interessanti fenomeni veri- 
ficatisi negli isotopi liquidi dell’elio, quanto al fatto che le rappresenta- 
zioni del liquido quantistico e del suo spettro costituiscono effettiva- 
mente la base della descrizione quantistica dei corpi macroscopici. 

Per una comprensione approfondita delle proprietà dei metalli, 
ad esempio, è necessario considerarvi gli elettroni come liquido di Fermi. 
Tuttavia le proprietà del liquido elettronico sono rese complicate dal- 
l’esistenza del reticolo cristallino, pertanto lo studio preliminare del 
caso più semplice di liquido omogeneo e isotropo è un passo necessario 
per la costruzione di una teoria. Allo stesso modo, è impossibile capire 
chiaramente la superconduttività dei metalli, che si può considerare 
come superfluidità del liquido elettronico, senza acquisire preliminar- 
mente una conoscenza della teoria elementare della superfluidità del 
liquido di Bose. 

Il meccanismo delle funzioni di Green è parte integrante dell’appa- 
rato matematico della fisica statistica moderna. Ciò è legato non sol- 
tanto alla comodità che la tecnica dei diagrammi presenta per il calcolo: 
delle funzioni di Green. Soprattutto il fatto è che le funzioni di Green 
definiscono direttamente lo spettro .di eccitazioni elementari del corpo 
e rappresentano, quindi, quel linguaggio che permette in modo più 
naturale di descrivere le proprietà di queste eccitazioni. Questa è la 
ragione per cui nel presente volume si dà un'attenzione notevole alle 
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questioni metodologiche, ossia alla teoria delle funzioni di Green dei 
corpi macroscopici. Sebbene le idee fondamentali siano le stesse per 
tutti i sistemi, la tecnica dei diagrammi ha forma concreta a seconda 
dei casi in esame. A questo proposito sembra naturale sviluppare questi 
metodi sull’esempio degli stessi liquidi quantistici isotropi, in cui 
l'essenza stessa del metodo si rivela in forma pura, senza complicazioni 
dovute alla disomogeneità spaziale, all’esistenza di più specie di par- 
ticelle ecc. 

Per ragioni analoghe trattiamo qui la teoria microscopica della 
superconduttività partendo da un modello semplice di gas di Fermi 
isotropo con interazione debole, a prescindere da complicazioni legate 
all'esistenza del reticolo cristallino e all’interazione coulombiana. 

Quanto ai capitoli dedicati agli elettroni nel reticolo cristallino e 
.alla teoria del magnetismo, vogliamo sottolineare ancora una vo!ta che 
il presente libro fa parte del Corso di fisica teorica e non pretende in 
nessun modo di sostituire il corso di teoria dei solidi. Ciò premesso, qui 
sono considerate questioni di carattere generale e trascurate quelle 
concrete, che richiedono l’uso di dati sperimentali concreti e metodi di 
calcolo non aventi ancora una base teorica ben chiara. Notiamo anche 
«che il presente libro non tratta le proprietà cinetiche dei solidi, che ci 
.proponiamo di considerare nel prossimo, conclusivo volume del Corso. 

Infine, in questo libro sono esposte anche la teoria delle fluttuazioni 
«elettromagnetiche nella materia e la teoria delle fluttuazioni idrodina- 
miche. Inizialmente la prima teoria faceva parte dell'VIII volume. 
La sua attuale inclusione nel presente libro è dovuta alla necessità 
«di applicare le funzioni di Green, ciò che consente di conferire a tutta la 
-teoria una forma più semplice e comoda per l'uso. Inoltre, ci è sembrato 
.naturale trattare le fluttuazioni elettromagnetiche ed idrodinamiche in 
un solo volume. 


L. D. Landau è assente fra i veri autori di questo libro. Ma il lettore 
potrà notare facilmente quante volte il suo nome viene citato nel libro; 
la maggior parte dei risultati descritti appartengono a Landau personal- 
.mente o sono stati ottenuti in collaborazione con i suoi allievi. Il plu- 
riennale contatto diretto con lui ci dà tutte le ragioni di sperare che siamo 
riusciti ad esprimere correttamente il suo parere su questi problemi, 
tenendo ovviamente conto di quanto di nuovo è stato apportato negli 
ultimi quindici anni trascorsi dal giorno in cui è cessata tragicamente 
la sua attività scientifica. 
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Vogliamo ringraziare A. F. Andreev, I. E. DzjaloSinskij e I. M. Lif- 
Sits per le consultazioni continue sulle questioni trattate in questo 
volume. Abbiamo tratto tante cose utili dal noto libro di A. A. Abriko- 
sov, L. P. Gorkov e I. E. Dzjalosinskij, uno dei primi lavori nella 
letteratura fisica dedicato ai metodi nuovi in fisica statistica. Infine, 
siamo grati a L. P. GorkoveJu. L. Klimontoviù per la lettura del mano- 
scritto e le utili osservazioni. 


Mosca, aprile 1977 
E. M. Lifsits, 
L. P. Pitaevskij 


Alcune notazioni 


Gli indici vettoriali sono designati con le lettere minuscole del- 
l'alfabeto latino: i, £, ..., e gli indici degli spin con quelle del- 
l'alfabeto greco: a, B, ... Con tutti gli indici ripetuti due volte è 
sottintesa la somma 

I « quadrivettori » (si veda la nota alla pag. 72) sono indicati con 
lettere maiuscole: X, P, ... 

Elemento di volume: dV o d°r 

Il limite allorché una grandezza tende a zero da destra o da sinistra: 
+0 o —0 

L’accento circonflesso sopra una lettera indica un operatore 
Operatore hamiltoniano: HA, H'=IH_- uN 

Operatore di perturbazioni: V È 

Operatori p nella rappresentazione di Schridinger: w, ‘*; nella 


rappresentazione di Heisenberg: Y, Y*; nella rappresentazione di 


Matsubara: PM, ‘|M 

Funzioni di Green: G, D 

Funzioni di Green termiche: 5, D 

Le grandezze termodinamiche sono designate come nel volume V, 
fra cui: temperatura 7, volume V, pressione P, potenziale chimico 4 
Intensità e induzione del campo magnetico: H e B; campo magnetico 
esterno: @ 


I rimandi a paragrafi e formule degli altri volumi del presente 
Corso sono indicati mediante i numeri relativi ai volumi stessi: 
I (Meccanica, 1975); II (Teoria dei campi, 1975); III (Meccanica 
quantistica non relativistica, 1976); IV (Meccanica quantistica relati- 
vistica, 1977); V (Fisica statistica, parte prima, 1977); VI (Meccanica 
dei mezzi continui, di prossima pubblicazione); VIII (Elettrodinamica 
dei mezzi continui, di prossima pubblicazione). 


Capitolo I 


I LIQUIDO 
DI FERMI NORMALE 


$ 1. Eccitazioni elementari nel liquido 
di Fermi quantistico 


Le proprietà macroscopiche dei liquidi vengono determinate dagli 
effetti quantistici per temperature tanto basse, che la lunghezza 
d’onda di de Broglie, che corrisponde al movimento termico degli 
atomi nel liquido, diventa commensurabile con le distanze interato- 
miche. La teoria di questi liquidi quantistici presenta notevole 
interesse di principio, anche se in natura esistono soltanto due sostan- 
ze di questo tipo, che si possono considerare liquidi dell’elio (He? 
e He') a temperature di -—1-2 K. Tutte le altre sostanze si solidi- 
ficano molto prima che in esse gli effetti quantistici diventino con- 
siderevoli. A questo proposito ricordiamo che, in accordo con la 
meccanica classica, tutti i corpi dovrebbero essere solidi allo zero 
assoluto (vedi V, $ 64); per quanto riguarda l’elio, grazie all’intera- 
zione particolarmente debole fra i suoi atomi, esso resta liquido fino 
a temperature al di sotto delle quali entrano in vigore fenomeni quan- 
tistici e la solidificazione non è più necessaria. 

Per calcolare le grandezze termodinamiche di un corpo macrosco- 
pico, occorre conoscere lo spettro dei suoi livelli energetici. È ovvio 
che nel caso di sistemi di particelle fortemente interagenti, quale è 
di fatto il liquido quantistico, si deve parlare proprio dei livelli 
corrispondenti agli stati stazionari quantomeccanici dell'intero 
liquido e non agli stati di singoli atomi. Calcolando le somme stati- 
stiche nel dominio delle temperature sufficientemente basse, è 
necessario tener conto soltanto di livelli debolmente eccitati del- 
l'energia del liquido, ossia dei livelli disposti non troppo sopra 
quello principale. 

Per tutta la teoria ha un’importanza fondamentale il seguente 
fatto. Ogni stato debolmente eccitato di un corpo macroscopico può 
essere considerato in meccanica quantistica come un insieme di 
eccitazioni elementari. Queste eccitazioni elementari si comportano 
come quasi-particelle che si muovono nel volume occupato dal corpo 
in questione e posséggono certe energie e ed impulsi p. La forma 
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della dipendenza funzionale e (p) 0, come si dice anche, la legge della 
dispersione delle eccitazioni elementari, serve come caratteristica 
importante per lo spettro energetico del corpo. Sottolineiamo ancora 
una volta che la nozione di eccitazione elementare compare come 
metodo di descrizione quantomeccanica del movimento di tutti 
gli atomi del corpo e che le quasi-particelle non si possono identifi- 
care assolutamente con singoli atomi e molecole. 

Esistono diversi tipi di spettri energetici, in linea di massima, 
per i liquidi quantistici. A seconda del tipo di spettro il liquido avrà 
anche delle proprietà macroscopiche completamente diverse. Iniziamo 
lo studio dal liquido avente uno spettro che si potrebbe chiamare 
spettro di tipo Fermi. La teoria di questo liquido di Fermi è stata 
creata da L. D. Landau (1956-58); gli appartengono anche i risulta- 
ti che verranno descritti nei $$ 1-4 1). 

Lo spettro energetico del liquido quantistico di tipo Fermi è 
costruito analogamente, in un certo senso, allo spettro di un gas di 
Fermi perfetto (con particelle a spin 1/2). Lo stato fondamentale 
di quest’ultimo corrisponde al riempimento con particelle di tutti 
gli stati all’interno della sfera di Fermi, ossia della sfera nello spazio 
degli impulsi di raggio pr, legato alla densità del gas N/V (il numero 
di particelle per unità di volume) dalla formula 
N AnD Ph o 

vaso 3 (21h) 3243 (1,1) 
(vedi V, $ 57). Gli stati eccitati del gas compaiono allorché le par- 
ticelle passano dagli stati della sfera riempita ad altri stati con 
P > Pr- 

È ovvio che nei liquidi non esistono stati quantistici per singole 
particelle. Tuttavia il punto di partenza per la costruzione dello 
spettro per il liquido di Fermi consiste nella seguente proposizione: 
la classificazione dei livelli energetici resta invariata per « inclu- 
sione » graduale dell’interazione fra gli atomi, cioè passando dal gas 
al liquido. In questa classificazione sono le eccitazioni elementari 
(quasi-particelle) a fungere da particelle del gas; il loro numero 
coincide con il numero di atomi, e queste eccitazioni sono rette 
dalla statistica di Fermi. 

Notiamo subito che, evidentemente, soltanto un liquido di par- 
ticelle a spin semintero può avere lo spettro di questo tipo, vale a 
dire che lo stato di un sistema di bosoni (particelle a spin intero) 
non può essere descritto nei termini delle quasi-particelle regolate 
dalla statistica di Fermi. Al tempo stesso si deve sottolineare che lo 
spettro di questo tipo non può servire come proprietà universale per 


1) Dobbiamo precisare, a scanso di ogni equivoco, che qui si tratta del 
liquido di Fermi non superfluido (0, come si dice, normale). Tale è ag du 
liquido He? (con una riserva che verrà menzionata nella nota alla pag. 273). 
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tutti i liquidi quantistici. Il tipo di spettro dipende anche dalla 
natura concreta dell’interazione fra gli atomi. Quest'ultima cir- 
costanza deriva immediatamente dal semplice ragionamento seguen- 
te: se l’interazione fosse tale che gli atomi tendano ad accoppiarsi, 
otterremmo al limite un liquido molecolare composto di particelle 
(molecole) a spin intero, per il quale lo spettro in esame sarebbe 
impossibile a priori. | 

Ciascuna delle quasi-particelle ha un impulso p (torneremo anco- 
ra sulla questione della validità di questa affermazione). Ammettiamo 
che n (p) sia la funzione di distribuzione degli impulsi delle quasi- 
particelle, normalizzata dalla condizione 


d3p 


N 
(ndi=-. dt= Tr 


(questa condizione verrà precisata più avanti). Il suddetto principio 
di classificazione parte dall'ipotesi che questa fanzione così assegnata 
definisca univocamente l’energia £ del liquido e che lo stato fonda- 
mentale corrisponda alla funzione di distribuzione, in cui sono 
occupati tutti gli stati all’interno della sfera di Fermi di raggio pr, 
legato alla densità del liquido mediante la stessa formula (1,1), 
del gas perfetto. | 

È importante sottolineare che l'energia completa £ del liquido 
non si riduce affatto alla somma delle energie e delle quasi-parti- 
celle. In altre parole, £ rappresenta un funzionale della funzione di 


distribuzione, che non si riduce all’integrale \ne dt (come si veri- 


fica per un gas perfetto, quando le quasi-particelle coincidono con le 
particelle vere e proprie e non interagiscono le une con le altre). 
Poiché £ è esattamente il concetto primario, sorge la questione della 
determinazione dell’energia delle quasi-particelle tenendo conto 
dell’interazione tra esse. 

Consideriamo a tal fine la variazione di £ per una variazione 
indefinitamente piccola della funzione di distribuzione. Essa va 
definita, evidentemente, dall’integrale di un’espressione che è 
lineare rispetto alla variazione òn, cioè avente la forma 


SE _ {e (2) On dt. 


La grandezza e rappresenta la derivata variazionale dell’energia £ 
rispetto alla funzione di distribuzione. Essa corrisponde alla varia- 
zione dell'energia del sistema quando si aggiunge una quasi-parti- 
cella di impulso p, ed è questa grandezza che funge da hamiltoniana 
della quasi-particella nel campo delle altre particelle. Essa è anche 
un funzionale della funzione di distribuzione, vale a dire che la forma 
della funzione e (p) dipende dalla distribuzione di tutte le particelle 
nel liquido. 
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Notiamo a questo proposito che l'eccitazione elementare nel 
tipo di spettro considerato si può interpretare, in un certo senso, 
come atomo nel campo autoconcordato degli altri atomi. Tuttavia, 
non si può intendere questa autoconcordanza nel senso proprio della 
meccanica quantistica. La sua natura qui è più profonda; l'operatore 
hamiltoniano dell'atomo tiene conto dell’influenza delle particelle 
circostanti non soltanto sull'energia potenziale, ma cambia anche 
la dipendenza dell’operatore dell'energia cinetica dall'operatore 
dell'impulso. 

Finora abbiamo trascurato l’esistenza di spin nelle quasi-par- 
ticelle. Essendo lo spin una grandezza quantomeccanica, non si può 
esaminarlo in termini classici, per cui dobbiamo considerare la 
funzione di distribuzione come una matrice statistica nei confronti 
dello spin. Quanto all'energia e dell’eccitazione elementare, nel 
caso generale essa rappresenta non soltanto una funzione dell’impul- 
so, ma anche un operatore rispetto alle variabili di spin, che può 


essere espresso in funzione dell’operatore di spin s della quasi-par- 
ticella. In un liquido isotropo e omogeneo (che non si trova in un 


campo magnetico e non è ferromagnetico) l'operatore s può figurare 
anch’esso nella funzione scalare e soltanto sotto forma di scalari 


% 


S° 0 (sp)?; l’espressione sp è impossibile in quanto rappresenta uno 
pseudoscalare, data la natura assiale del vettore di spin. Il quadrato 
s? vale s (s + 1), e per lo spin s = 1/2 lo scalare (sp)? = p?/4 si 
riduce anch'esso a una costante indipendente da s. Di conseguenza, 
in questo caso l’energia della quasi-particella non dipende affatto 
dall'operatore di spin, vale a dire che tutti i livelli energetici delle 
quasi-particelle sono doppiamente degeneri. 

L'affermazione secondo la quale le quasi-particelle posseggono 
spin esprime l’esistenza di questa degenerazione. In questo senso si 
può affermare che lo spin delle quasi-particelle nel tipo di spettro 
considerato vale sempre 1/2, a prescindere dal valore dello spin 
delle particelle vere e proprie del liquido. Infatti, per ogni spin s 


diverso da 1/2, i termini della forma (sp)? condurrebbero alla scis- 
sione dei livelli (2s + 1)-upli degeneri in (2s + 1)/2 livelli doppia- 
mente degeneri. In altre parole, compaiono i (2s + 1)/2 rami distinti 
della funzione € (p) ognuno dei quali corrisponde alle « quasi-par- 
ticelle di spin 1/2 ». 

Come è stato già detto, se si tiene conto dello spin delle quasi- 
particelle la funzione di distribuzione diventa matrice o operatore 


n (p) rispetto alle variabili di spin. Questo operatore si scrive in 
forma esplicita come matrice hermitiana statistica rn_p (p), dove a 
e f sono gli indici matriciali di spin suscettibili di assumere i due 
valori +41/2. Gli elementi diagonali della matrice determinano il 
numero di quasi-particelle in determinati stati di spin. Perciò dob- 
biamo ora scrivere la condizione di normalizzazione della funzione 
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di distribuzione delle quasi-particelle nella forma: 


in No dedi 
Tr {ra= {aa de=7, di= xh) (1,2) 
(il simbolo Tr significa che la traccia della matrice viene calcolata 
rispetto agli indici di spin) 1). 
Nel caso generale l'energia e della quasi-particella è anch'’essa- 
un operatore, ossia una matrice nelle variabili di spin. Occorre 
scriverne la definizione come segue: 


SE = Tr { e6ndt= \ CapONpa di. (1,3) 


Se fra la funzione di distribuzione e l'energia non esiste dipen- 
denza di spin, cioè se rag ed Egg si riducono alla matrice unitaria 


Nap = nda: Cap = 64.8) (1,4) 


allora il calcolo della traccia nelle formule (1,2-3) si riduce semplice- 
mente alla moltiplicazione per 2 


N 6E 
2(ndi=. 7-=2 |e6ndr. (1,5) 
È facile vedere che, in equilibrio statistico, la funzione di distri- 
buzione delle quasi-particelle ha la forma della distribuzione di 


Fermi, dove la grandezza e, definita dalla (1,3), funge da energia. 
Infatti, in virtù della coincidenza fra le proprietà di classificazione 
dei livelli energetici del liquido e del gas di Fermi perfetto l’entropia 
S del liquido viene definita dalla stessa espressione combinatoria 

F=—Tr {fina (1-#)n(1-n)} ar, (1,6) 
come nel caso del gas (vedi V, $ 55). Facendo variare questa espres- 
sione per le condizioni complementari di costanza del numero totale 
di particelle e dell'energia totale 


Di _ Tr {6nd1= 0, DE = Tr | 687 dt=0, 
otteniamo la distribuzione richiesta 
n= |[e@-u/T 41], (1,7) 


dove u è il potenziale chimico del liquido. 
Quando l’energia delle quasi-particelle è indipendente dallo 
spin, la formula (1,7) esprime la stessa relazione esistente fra le 


grandezze n ed e: 
n= [e(&-WT) + 1]. (1,8) 


1) Qui e dappertutto più avanti con indici ripetuti due volte è intesa, come 
al solito, la somma. 
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Per la temperatura 7 = 0 il potenziale chimico coincide con l’energia 
limite sulla superficie della sfera di Fermi: 


bh |r=0 = &= £ (pr). (1,9) 
Sottolineiamo che, malgrado l’analogia formale fra l’espressione 
(1,8) e la distribuzione di Fermi ordinaria, essa non è identica a 
quest’ultima: poiché e è essa stessa funzionale di n, la formula (1,8) 
rappresenta, a rigore, una definizione complicata implicita di n. 
Torniamo all’ipotesi che a ciascuna quasi-particella possa essere 
attribuito un certo impulso. La condizione di validità di questa ipo- 
tesi richiede che l’indeterminazione dell’impulso (dovuta alla 
lunghezza finita del cammino libero della quasi-particella) sia piccola 
non soltanto rispetto al valore dell’impulso stesso, ma anche rispetto 
alla larghezza Ap del « dominio smussato » della distribuzione, cioè 
del dominio in cui essa differisce essenzialmente dalla funzione 
«a gradini » 1) 
1 per 
0 (p,= 0(0=| A i 
per p > Pr- 


Si vede facilmente che questa condizione viene soddisfatta se la 
distribuzione r (p) differisce dalla (1,10) soltanto in un piccolo 
dominio in prossimità della superficie della sfera di Fermi. In 
effetti, in virtù del principio di Pauli, soltanto le quasi-particelle si 
possono diffondere reciprocamente nel dominio smussato della di- 
stribuzione; inoltre, in seguito alla diffusione esse devono passare 
agli stati liberi dello stesso dominio. Pertanto la probabilità d’urto 
è proporzionale al quadrato della larghezza di questo dominio. Ciò 
premesso, l’indeterminazione dell’energia e, quindi, quella dell’im- 
pulso della quasi-particella sono proporzionali anch’esse a (Ap)?. 
Ne risulta con chiarezza che, per Ap sufficientemente piccola, l’in- 
determinazione dell’impulso sarà piccola non soltanto rispetto a pr, 
ma anche rispetto a Ap. 

Quindi, il metodo descritto è valido soltanto per stati eccitati 
del liquido tali che siano definiti da una funzione di distribuzione 
delle quasi-particelle che differisce da un « gradino » soltanto in un 
dominio ristretto in prossimità della superficie di Fermi. In partico- 
lare, per le distribuzioni termodinamiche di equilibrio sono ammis- 
sibili unicamente temperature sufficientemente basse. La larghezza 
(rispetto all'energia) del dominio smussato della distribuzione di 
equilibrio è dell'ordine di grandezza di 7. Quanto all’indetermina- 
zione quantistica dell'energia della quasi-particella, legata agli 


(1,10) 


1) Notiamo per il seguito che la derivata 
0' (p) = —d (p — pp). 


Infatti, ambedue i membri di questa uguaglianza danno lo stesso risultato 
(unità) integrando su qualsiasi intervallo p contenente il punto p = pp. 
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urti, essa è dell'ordine di grandezza di %/t, dove 7 è il tempo del 
cammino libero della quasi-particella. Pertanto la condizione di 
applicabilità della teoria è 

| hIt< T. (1,11) 


‘Inoltre, in accordo con quanto detto sopra, il tempo t è inversamente 
proporzionale al quadrato della larghezza del dominio smussato, cioè 


TOT, 


cosicché la condizione (1,114) si verifica a priori per 7 + 0. Per un 
liquido ad interazione non debole fra le particelle, tutti i parametri 
energetici coincidono, in ordine di grandezza, con l’energia ai con- 
torni: &x; in questo senso la condizione (1,11) è equivalente alla 
condizione 7 < | © | 1). 

Per le distribuzioni vicine alla distribuzione « a gradini » (a quella 
per 7 = 0), si può sostituire, in prima approssimazione, al funzionale 
e il suo valore calcolato per r (p) = 0 (p). Allora e diventa una certa 
funzione del valore dell’impulso e la formula (1,7) si trasforma in 
distribuzione di Fermi ordinaria. 

In questo caso, in prossimità della superficie della sfera di Fermi, 
dove e soltanto dove la funzione € (p) può avere un significato fisico, 
la si può sviluppare in potenze della differenza p — pr. Abbiamo 
così 


e — € ® Ur (P— Dr), (1,12) 
dove 
de 
Ve vp P=Pp (1,13) 


è la « velocità » delle quasi-particelle sulla superficie di Fermi. 
Nel caso di un gas di Fermi perfetto, dove le quasi-particelle sono 
identiche alle particelle vere e proprie, abbiamo € = p?/2m in modo 
che vr = pylm. Per analogia si può introdurre per il liquido di 
‘Fermi la grandezza 


m* = pylvp (41,14) 


e chiamarla massa efficace della quasi-particella; questa grandezza è 
positiva (vedi la fine del $ 2). 

Nei termini delle grandezze così introdotte si può scrivere la 
condizione di applicabilità della teoria come 7 < vyp£; inoltre di 
significato reale godono unicamente le quasi-particelle di impulso p 
per cui |p— pr |< pp. Sottolineiamo ancora una volta quest’ulti- 
ma circostanza e notiamo che essa conferisce un particolare carattere 


1) Tuttavia, per He? liquido il dominio di applicabilità quantitativa della 
teoria è di ‘fatto limitato, come lo mostra l’esperienza, a temperature T S. 
< 0,1 K (mentre | ep} 2,5 K). 
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non banale alla relazione (1,1) fra pr e la densità del liquido in 
quanto la sua deduzione evidente (per il gas di Fermi) è basata sulla 
rappresentazione delle particelle negli stati che riempiono tutta la 
sfera di Fermi e non soltanto l’intorno della sua superficie 1). 

La massa efficace determina, in particolare, l'entropia S e il 
calore specifico C del liquido alle basse temperature. Queste gran- 
dezze sono date dalla stessa formula che per un gas perfetto (vedi V, 
$ 58), nella quale occorre sostituire soltanto la massa m della parti- 
cella con la massa efficace m*: 

” î \2/3 m* (N \1/3 
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(data la dipendenza lineare da 7, le grandezze S e C coincidono). 
In effetti, l’espressione (1,6) dell’entropia mediante la funzione di 
distribuzione è identica per il liquido e per il gas, e per il calcolo 
dell’integrale che vi figura è essenziale unicamente il dominio degli 
impulsi in prossimità di pr, dove le funzioni di distribuzione delle 
quasi-particelle nel liquido e delle particelle nel gas sono date dalla 
stessa espressione (1,8) ?). 

Prima di passare allo sviluppo ulteriore della teoria, facciamo la 
seguente osservazione. Sebbene il metodo descritto di introduzione 
della nozione di quasi-particella nel liquido di Fermi, in analogia 
completa con le particelle del gas, sia il più comodo per la costruzione 
sistematica della teoria, il quadro fisico legato a questo metodo 
presenta il seguente difetto: in esso figura la sfera di Fermi riempita 
delle quasi-particelle non osservabile. Si potrebbe eliminare questo 
difetto con una formulazione, in cui le eccitazioni elementari com- 
paiono soltanto per 7 = 0. In questo quadro sarebbero le quasi- 
particelle all’esterno della sfera di Fermi e le « buche » all’interno 
di quest’ultima a fungere da eccitazioni elementari; è sufficiente 
attribuire alle prime (con un’approssimazione corrispondente alla 
formula (1,142)) l'energia e = vr (p — pr) e alle seconde e = 
= Vr (Pr — p). La distribuzione statistica delle une e delle altre 
è data dalla formula della distribuzione di Fermi di potenziale 
chimico nullo (in accordo con il fatto che, in questo caso, il numero 
di eccitazioni elementari non è costante e viene determinato esso 
stesso dalla temperatura 5)) 


n= [e/T + 1]. (1,16) 


1) La dimostrazione della relazione (1,1) richiede di applicare metodi 
matematici più complicati e verrà data più avanti, al $ 20. 

?) Per He? liquido (a pressione nulla) si ha py/f = 0,8-108 cm; m* = 
= 3,1 m (He?); pp viene definito in base alla densità del liquido e m* al calore 
specifico. 

3) Ricordiamo (cfr. V, $ 63) che in questo caso il numero di quasi-parti- 
celle Nqp viene determinato dalla condizione di equilibrio termodinamico, 
ossia dall'energia libera minima / quale funzione di Nqp per temperatura 
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In questo quadro le eccitazioni elementari compaiono o scompaiono 
soltanto in coppie in modo che il numero completo di eccitazioni ad 
impulsi p > pr € p< pr è sempre lo stesso. 

Notiamo anche che per questa definizione delle eccitazioni ele- 
mentari la loro energia è necessariamente positiva; ciò rappresenta 
l'eccesso dell’energia del livello eccitato sull’energia del livello 
normale del sistema. Quanto all’energia delle quasi-particelle, 
definita in accordo con la. formula (1,3), essa può essere sia positiva 
sia negativa. 

Per di più, a temperàtura e pressione nulle la grandezza & = W 
è negativa a priori per il liquido e, quindi, i valori di e vicini a &p 
sono anch'essi negativi. Ciò risulta con chiarezza dal fatto che per 
T=0eP=Qil valore di —y coincide con una grandezza positiva, 
ossia con il valore limite del calore di evaporazione del liquido, 
riferito a una sola particella. 


$ 2. Interazione delle quasi-particelle 


n 


Poiché l’energia delle quasi-particelle è un funzionale della 
funzione della loro distribuzione, essa cambia al variare di questa 
funzione. La variazione dell'energia per un piccolo scarto òn della 
funzione di distribuzione dal « gradino » (1,10) deve avere la forma 


8eg (9)= | fax. so (P. p') 6r8y (p') dt’ (2,4) 
ossia, più simbolicamente, 
6€ (p)=Tr" | f (p, p') 61.(p') de”, 
dove Tr’ significa che la traccia viene calcolata rispetto alla coppia 
di indici di spin corrispondenti all’impulso p'. La funzione f si può 
chiamare funzione di interazione delle quasi-particelle (per il gas di 
Fermi f = 0). Per sua definizione questa funzione rappresenta la 
derivata seconda variazionale rispetto all'energia totale £ e, perciò, 
è simmetrica rispetto alle variabili p, p' e alle rispettive coppie di 
indici di spin: 
fa v,88 (p, P') "a fratos(P', P). (2,2) 
Se si tiene conto della variazione (2,1), allora l'energia delle 
quasi-particelle in prossimità della superficie della sfera di Fermi 
sarà data dalla somma 


E (p)—er=ve(p—pa)+Tr" {fp p)8m(p)d. (2,3) 


e volume dati: (0F/aNap)r,y = 0; ma questa derivata è appunto il « potenziale 
chimico delle quasi-particelle » (non confonderlo con il potenziale chimico p 
hi liquido, definito dalla derivata rispetto a F e dal numero di particelle vere 


99 CAPITOLO I 


In particolare, nel caso in cui le distribuzioni mantengano l'equilibrio 
termodinamico, il secondo termine nella formula (2,3) esprime la 
dipendenza dell’energia delle quasi-particelle dalla temperatura. 


Lo scarto òr’ è sensibilmente diverso da zero soltanto in una banda 
ristretta di valori di p' in prossimità della superficie della sfera di 
Fermi; nella stessa banda si trovano gli impulsi p delle quasi-parti- 


‘celle reali. Perciò si può sostituire la funzione f (p, p') nelle formule 
(2,1) e (2,3) con i suoi valori su questa stessa superficie, ponendo cioè 
p = p' = pp in modo tale che f dipenda unicamente dai versi dei 
vettori pe p. 

La dipendenza spinoriale della funzione f è dovuta sia agli 
effetti relativistici (interazione spin-spin e spin-orbitale) sia all'in- 
terazione di scambio. Quest'ultima circostanza è più essenziale. 
Tenendone conto, la funzione di interazione delle quasi-particelle 
ha la forma (sulla superficie di Fermi) 

* A 

Pe f(p,p)=F(8) +00G(8), (2,4) 
dove 0, G' sono matrici di Pauli agenti sui rispettivi indici di spin 
(cioè corrispondenti alle variabili pe p'), e 7 e G due funzioni dell’an- 
golo è fra pe p' !). La forma di questa espressione è legata alla pro- 
prietà caratteristica dell'interazione di scambio: essa non dipende 
dall’orientazione del momento totale del sistema nello spazio, perciò 
gli operatori di due spin vi possono figurare sotto forma di prodotto 
scalare. Le funzioni / e G, definite in base alla formula (2,4), sono 
adimensionali. Il fattore introdotto a tal fine nel primo membro della 
(2,4) rappresenta il numero di stati della quasi-particella sulla 
superficie di Fermi, riferito all'intervallo unitario di energie: 


viel eno. (P) 
FI) de le=sp (208) \de )pg 
ossia 
* Ò 
veni = (2,5) 


n2h3ve = n2h3 
Poiché la traccia delle matrici di Pauli è nulla, il secondo termine 


nella (2,4) scompare dopo il calcolo di Tr’, in modo che Tr' f non 
dipende più neanche da o. In realtà questa indipendenza si verifica 
anche tenendo conto dell’interazione spin-orbitale e spin-spin. 


Infatti, la funzione scalare Tr” f potrebbe contenere l'operatore di 
spin soltanto sotto forma di prodotto s [pp'] di due vettori assiali 


1) In forma matriciale esplicita: 


Ù x 
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se [pp'] (quanto alle espressioni quadratiche nelle componenti di s, 
esse si possono trascurare in quanto per lo spin 1/2 si riducono a ter- 
mini lineari in s e non contenenti s). Ma questo prodotto non è 
invariante rispetto all’inversione del tempo e perciò non può essere 
associato alla grandezza invariante Tr' f. 

Introduciamo la notazione 


/ P 1 ri 
fav. 8v (P: P ) = dapf (P: P') => Ir Tr' f (2,6) 
che sarà molto comoda per il seguito. Dall’espressione (2,4) abbiamo 
Prof (8)=2F (9). (2,7) 


La funzione di interazione delle quasi-particelle soddisfa una 
relazione integrale derivante dal principio di relatività di Galileo. 
La conseguenza diretta di questo principio è la coincidenza fra l’im- 
pulso dell'unità di volume del liquido e la densità del flusso della 
sua massa. La velocità della quasi-particella è de/9p, cosicché il 
flusso delle quasi-particelle viene dato dall’integrale 


Tr | ne dt. 
dp 


Poiché il numero di quasi-particelle nel liquido coincide con il 
numero di particelle vere, ne segue che il trasporto totale di massa 
da parte delle quasi-particelle si ottiene moltiplicando il flusso del 
loro numero per la massa m di una particella vera. Otteniamo così 
la seguente uguaglianza: 


Tr|prdr=Tr mg nar. (2,8) 


Ponendo ryg = nòap ed Exp = €028; facciamo variare ambedue 
i membri della (2,8). Utilizzando la (2,1) e tenendo conto della 
notazione di f nella (2,6), otteniamo 


pena di div'= 
=m\T6ndr-m|j (pi p)S7 2 8n ddr, 


dove n' = n (p'’) (nel secondo us è stato effettuato il cambia- 
mento di ‘ variabili ed eseguita l’integrazione per parti). Essendo òr 
arbitrario, ne deriva la relazione richiesta 


L= (/ AI An) di’. (2,9) 


m 
Per la funzione a gradini 


n(p)=0(p') 
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la derivata 0n'/0p' si riduce alla funzione è 


06 (p) __ PP BE 
Fogg Re) (2,10) 
Portando nella (2,9) la funzione e (p) della (1,12), in seguito sosti- 
tuendo ovunque all'impulso p= pn il valore pr = ppn sulla 
superficie di Fermi e moltiplicando per pr ambedue i membri del- 
l'uguaglianza, otteniamo la seguente relazione fra la massa m delle 
particelle vere e proprie e la massa efficace delle quasi-particelle: 

1 1 , 

= = a+ arr //(0) 0088 do, (2,41) 
dove do’ è l’elemento dell'angolo solido nella direzione p'. Sosti- 
tuendovi a f (0) l’espressione (2,7), questa uguaglianza diventa 


2° 14 F(8) così, (2,12) 


dove il tratto orizzontale significa che si prende la media secondo le 
direzioni (cioè integrazione in do'/4n = sen 9 d9/2). 

Calcoliamo ancora la compressibilità del liquido di Fermi (allo 
zero assoluto), cioè la grandezza u? = 0P/dp 1). La densità del liquido 
vale p=m N/V, cosicché 

V? oP 
© mN dV° 
Per calcolare questa derivata, è comodo esprimerla in funzione della 
derivata rispetto al potenziale chimico. Osservando che quest’ultimo 
dipende da N e V soltanto nella forma del rapporto N/V e, inoltre, 
che per 7 = costante = 0 il differenziale vale du = V dP/N, abbia- 
mo 


ui — 


on _ Von _ Va ap 
ON N dv © N° dv? 
in modo che 
N du 
0 SER ARR 
ul 7. (2,13) 


Poiché p = Ex per 7 = 0, la variazione òp al variare del numero 
di particelle di 6N vale 


6n= {7 (pr, p') èn' dv +-ZE 8pp. (2,14) 


Il primo termine in questa espressione fornisce la variazione della 
grandezza € (pr) dovuta alla variazione della funzione di distribu- 


oo ° e 


la nota espressione della velocità del suono nel liquido. Tuttavia, sì deve tener 
presente che per 7 = 0, in generale, il suono normale non può propagarsi nel 
liquido di Fermi; vedi $ 4. 
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zione. Il secondo termine, invece, è legato al fatto che la variazione 
del numero totale di particelle cambia anche il valore dell'impulso 
limite: in base alla (1,1) abbiamo SN = Vp}épp/n?h®. Siccome $n' 
è sensibilmente diverso da zero soltanto per p' = pr, allora, sosti- 
tuendo nell’integrale la funzione f con il suo valore sulla superficie 
di Fermi, possiamo scrivere 


{dn di' 25 {do {bn sera 3 47 Pr. 


Sostituendo questa espressione nella la e introducendo m* in 
base a der/0pr = ppim*, otteniamo 


du _ na n2h3 | 
GN = 3V * ppm: (2,19) 


Infine, ricavando 1/m* dalla (2,11) e di nuovo tenendo conto della 
(1,4), abbiamo 


aL (LE ) {f(8)(4—cos 8) do”. (2,16) 


Partendo dalla funzione f (8) nella (2,7) e utilizzando la (2,12), pos- 
siamo ridurre questa espressione alla forma 


u= 3 (1+F(0)). (2,17) 


La funzione j deve verificare certe condizioni che derivano da 
quella di stabilità dello stato fondamentale del liquido. A quest’ulti- 
ma corrisponde il riempimento di tutti gli stati delle quasi-particelle 
all’interno della sfera di Fermi, mentre l’energia di questo stato deve 
essere minima rispetto a qualsiasi piccola deformazione della sfera. 
Senza ripetere tutti i calcoli, ne diamo soltanto il risultato finale 1). 
È comodo formularlo sviluppando le funzioni F (8) e G (9) della (2,4) 
in polinomi di Legendre, cioè rappresentando queste funzioni come 
segue: 


F(8)= 2, (21 + 1) F:Pi (cos 0), 


2,18 
G(0)= 2 (21 + 1) G(Pi (cos 9) ( 


(esse coincidono con le medie dei prodotti FP, e GP, per questa defi- 
nizione dei coefficienti F, e G;). Allora la condizione di stabilità si 
scrive sotto forma di disuguaglianze 


Fi + 1 >0, (2,19) 
G+150. (2,20) 


1) Vedi I. Ja, Pomeranbuk, ZETF 35, 524 (1958). 
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Il confronto della condizione (2,19) per = 1 con l’espressione 
(2,12) per la massa efficace mostra che quest’ultima è positiva. Quanto 
alla condizione (2,19) per 7 = 0, essa garantisce la positività dell’e- 
spressione (2,17) 1). 


$ 3. Suscettività magnetica del liquido 
di Fermi 


Una quasi-particella a spin diverso da zero è fornita, in generale, 
anche di momento magnetico. Per lo spin 1/2 l’operatore di questo 
momento ha la forma fio (la proiezione sull'asse z del momento 
magnetico vale +f). La costante 28/4, che definisce il rapporto fra 
il momento magnetico della quasi-particella e quello meccanico 
(h/2), coincide con il valore della stessa costante per le particelle 
vere; è evidente che il valore di questo rapporto resta invariato 
qualsiasi sia il modo di sommare gli spin delle particelle per ottenere 
lo spin delle quasi-particelle. 

L'esistenza del momento magnetico delle quasi-particelle con- 
duce, a sua volta, al paramagnetismo del liquido. Calcoliamo la 
suscettività magnetica corrispondente. 

L'operatore dell'energia complementare acquisita dalla quasi- 
particella « libera » in un campo magnetico H sarebbe —fioH. Ma 
per il liquido di Fermi occorre tener conto del fatto che per l’intera- 
zione delle quasi-particelle l'energia di ciascuna di esse cambierà 
anche per variazione della funzione di distribuzione nel campo magne- 
tico. Pertanto, calcolando la suscettività magnetica, si deve scrivere 
l'operatore di variazione dell’energia della quasi-particella nella 
forma 


se = — foH+ Tr" | fan di, (3,1) 


Quanto alla variazione della funzione di distribuzione, essa stessa 
si esprime in funzione di de in base a èrn = (0n/de) be 2); in tal modo 
per de otteniamo l'equazione 


66 (p)=—BoH+ Tr" (f(p, p) Fr 86(p) dv". (8,2) 


1) Per 2 = 1 è anche valida la disuguaglianza F; > Gi. Per la sua dedu- 
zione vedi A. J. Legget, Ann. of Phys. 46, 76, 1968. 

2) Calcolando l’aggiunta èr dipendente dal campo, si può trascurare la 
variazione del potenziale chimico. La variazione della grandezza macroscopica 
u nel liquido isotropo non può essere che quadratica rispetto al campo H (rap- 
presentando una grandezza infinitesima per il calcolo della suscettività), mentre 
$6E è un infinitesimo del primo ordine rispetto al campo. Notiamo anche che, 
data la piccolezza della suscettività magnetica del liquido, qui si può fare 
a meno della distinzione fra l'intensità e l’induzione del campo nel liquido. 
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Più avanti avremo bisogno della soluzione di questa equazione 
soltanto sulla superficie della sfera di Fermi. Cerchiamola nella 
forma 


bSe= — È g0H, (3,3) 


dove g è una costante. Nel caso della funzione a gradini n (p) = 
= 0 (p’) abbiamo | 

dn' ; 

de — —ò (e n EF), 
cosicché l'integrazione in dp’ = de'/vg si riduce al calcolo dell’e- 
spressione integranda sulla superficie di Fermi. Sostituendovi la 


funzione f della (2,4) e osservando che per le matrici di Pauli 
Tro=0, Tr'(00’°)o' = 9 Tr o'g' = 20, 


troviamo che g=2—gG(0), ossia 
10) 2 
1+G(0)° 
dove il tratto orizzontale significa di nuovo (così come nella (2, 12)). 
la media secondo le direzioni. 


La suscettività y viene determinata dall’espressione per il 
momento magnetico dell’unità di volume del liquido: 


xH=f Tr |06ndr=BTr | 0662 dt 


(3,4) 


ossia, dopo l’integrazione con la IT: a gradini r (P), 


xH = —B5 LE Er - Trodé (Pr). 


Infine, sostituendovi le (3,3-4) e osservando che Tr (cH) o = 2H, 
otteniamo 


y= Premi i Sy? i (3,9) 
12h3 (14 G) 1° (14 G) 

dove % è il coefficiente che figura nella legge lineare del calore speci- 
fico (1,15). L’espressione x = 3y{?/n? è la suscettività del gas di 
Fermi degenere composto di particelle a momento magnetico f 
(vedi V, la formula (59,5)). Quanto al fattore (1 -+- G)-!, esso esprime 
la distinzione fra il liquido di Fermi e il gas di Fermi !). 

Notiamo che la condizione di stabilità (2,20) con ) = 0 coincide 
con la condizione y >0. 


1) Per He si ha Ga —2/3, 
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$ 4. Suono nullo 


Gli stati di non equilibrio del liquido di Fermi vengono descritti 
dalle funzioni di distribuzione delle quasi-particelle che dipendono 
non soltanto dagli impulsi, ma anche dalle coordinate e dal tempo. 


Queste funzioni n (p, r, t) soddisfano un’equazione cinetica della 
forma 
dn 26th (4,4) 
di i } 
dove St n è il cosiddetto integrale degli urti, che determina la varia- 
zione del numero di quasi-particelle in un dato elemento di volume 
di fase, variazione condizionata dagli urti reciproci fra le quasi- 
particelle 1). 
La derivata totale rispetto al tempo nell’espressione (4,1) tiene 


conto sia della dipendenza esplicita di n da #, che di quella implicita 
dovuta alla variazione delle coordinate, dell’impulso e delle variabili 
di spin della quasi-particella in accordo con le sue equazioni di moto. 


La specificità del liquido di Fermi sta nel fatto che, oltre a n, anche & 
dipende dalle coordinate in un liquido non omogeneo, in quanto 
l'energia della quasi-particella rappresenta un funzionale della 
funzione di distribuzione. 


Per le distribuzioni r che differiscono poco da quella di equilibrio 
No scriviamo 


n (P, r, t) = No (p) + 6n (P, r, t). (4,2) 


In questo caso l’energia della quasi-particella vale e=e, + de, 
dove €, è l’energia corrispondente alla distribuzione d’equilibrio, 


e Se è data dall’espressione (2,1) in modo che 


dE 08 (0° ,06n (p') ._, 
dere {fm e) ar (4,8) 


or 
In assenza di campo magnetico esterno, €, e », non dipendono dallo 
spin. 
La dipendenza esplicita di n dal tempo dn/di è rappresentata dal 
termine 


on 08n 


dt di’ 


1) Il contenuto del presente paragrafo richiede la conoscenza del concetto 
di equazione cinetica e, in questo senso, esce dai limiti del volume. Tuttavia 
senza equazione cinetica (e senza le sue applicazioni in questo paragrafo e in 
quelli successivi) la formulazione della teoria del liquido di Fermi sarebbe non 
sufficientemente completa. Qui avremo bisogno soltanto dell'equazione senza 
integrale degli urti; le questioni relative alla forma concreta dell’integrale 
degli urti verranno studiate in un altro volume, dedicato alla cinetica fisica. 


LIQUIDO DI FERMI NORMALE 29 


Quanto alla dipendenza in funzione delle coordinate e dell’im- 
pulso, essa corrisponde ai termini 


on, agn° 
dl tap 


L'energia della quasi-particella E svolge il ruolo di hamiltoniana. 
In virtù delle equazioni di Hamilton abbiamo 


Pertanto otteniamo, a meno di termini superiori a quelli del primo 
ordine in òr, 


[e = mi... .— 


Infine, la variazione nel tempo della funzione r quale operatore delle 
variabili di spin è data, in accordo con le regole generali della mecca- 
nica quantistica, dal commutatore 


> {e n}. (4,4) 


Tuttavia, per n ed £, indipendenti dallo spin, in questo commutatore 


non esistono termini del primo ordine in $n. 
Riunendo i termini suindicati, otteniamo l’equazione 
dn. der dòbn  dée dn _ 7 , 
dop de de gp (4,5) 
Prima di iniziare l’uso dell'equazione cinetica, soffermiamoci 
sulle condizioni per la sua applicabilità. Nell’utilizzare le equazioni 
classiche (in coordinate ed impulso) abbiamo supposto allo stesso 
tempo quasi-classico il movimento delle quasi-particelle; questa 
supposizione si trova essenzialmente già alla base della stessa descri- 
zione.del liquido mediante una funzione di distribuzione dipendente 
contemporaneamente dalle coordinate e dagli impulsi delle quasi- 
particelle. La condizione di quasi-classicità sta nel fatto che la lun- 
ghezza d’onda di de Broglie delle quasi-particelle 7/pr è piccola 
rispetto alla lunghezza caratteristica ZL, sulla quale la funzione n 
varia essenzialmente. Introducendo, al posto di L, il « vettore d'onda » 
di non omogeneità % — 41/L, scriviamo questa condizione nella 
forma !) 

hk < Pr. (4,6) 
La frequenza © di variazione della funzione di distribuzione, che 
viene stabilita per un dato %, è dell'ordine di grandezza di 0 — vgk 


._. 3) Secondo la definizione (1,1) #/p p è dell'ordine di grandezza delle distanze 
interatomiche, cosicché la condizione (4,6) è molto debole. 
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e soddisfa automaticamente la condizione 
ho < Ep. (4,7) 


Quanto alla relazione esistente fra 7© e la temperatura 7, essa può 
essere qualsiasi. Se 70 > 7, allora è la grandezza Z%i@w a fungere da 
larghezza del dominio smussato della funzione di distribuzione; 
quindi, la (4,7) è una condizione necessaria di applicabilità di tutta 
la teoria; essa garantisce che l’indeterminazione quantistica dell’ener- 
gia della quasi-particella (legata agli urti reciproci) sia piccola ri- 
spetto a lo. 

Applichiamo ora l’equazione cinetica all'analisi dei movimenti 
vibratori del liquido di Fermi. 

A temperature basse, ma diverse da zero, nel liquido di Fermi 
si producono urti reciproci delle quasi-particelle; fra l’altro, il 
tempo del loro cammino libero è T co 7-2. Il carattere delle onde di 
propagazione nel liquido dipende essenzialmente dal valore del 
prodotto wr. 

Se @T < 1 (ciò che equivale di fatto alla condizione che la lun- 
ghezza del cammino / della quasi-particella sia piccola rispetto alla 
lunghezza d’onda À), gli urti fanno in tempo a stabilire l'equilibrio 
termodinamico in ogni elemento di volume del liquido (piccolo 
rispetto a À). Quindi, qui abbiamo a che fare con le onde sonore 


idrodinamiche ordinarie che si propagano alla velocità u = V 0P/0p. 
L'’assorbimento di onde sonore per WT < 1 è piccolo, ma all’aumen- 
tare di wt cresce fino a diventare molto forte per @T — 4, quando la 
propagazione di onde sonore è impossibile 1). 

All’aumentare ulteriore di ©t, quando già @T > 1, nel liquido 
di Fermi di nuovo è possibile la propagazione di onde che, tuttavia, 
sono di altra natura fisica. In queste vibrazioni gli urti delle quasi- 
particelle non giocano più nessun ruolo e l’equilibrio termodinamico 
non si riesce a stabilire in ogni elemento di volume. Questo processo 
può essere supposto come verificantesi alla temperatura dello zero 
assoluto. Queste onde sono dette suono nullo. 

In accordo con quanto detto sopra, per ©T > 41 si può omettere 
l'integrale degli urti nell’equazione cinetica; allora 


d8n d6n am 98 
n i y fin dm de o, (4,8) 
dove v = de/0p è la velocità delle quasi-particelle, calcolata in 
base all'energia non perturbata € (v = vyn, dove n è il vettore 
unità nella direzione p); qui e più avanti omettiamo l'indice 0 di e. 


1) Per ©T < 1 il coefficiente di assorbimento del suono vale ) — @0?m/pu3, 
dove n è la viscosità del liquido. Per l'ordine di grandezza abbiamo u =» vp, 
np = vgl= vir, dove vp è la velocità delle quasi-particelle (indipendente - 
dalla temperatura), in modo che N > 7-2 (7. Ja. Pomeranéuk, 1950). In questo 
caso Yu/® — OT co 0/7?. 
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Per T = 0 la funzione di distribuzione d’equilibrio n, è rappre- 
sentata dalla funzione a gradini 0 (p), che si interrompe in prossimità 
dell’impulso limite p = pp. La sua derivata è 


Ong 


dpi" —nò (p—pr)= —vb(e—ep). 


Supponendo che nell’onda la dipendenza di 6r dal tempo e dalle 
coordinate sia data dal fattore exp [i (kr — @t)], cercheremo la 
soluzione dell’equazione cinetica nella forma 


Sn = 8 (€ — Ep) v (n) eik&r-o»), (4,9) 
Allora l'equazione (4,8) con pen dalla (4,3) diventa 


(o—vpnk) © (n) =nk7253 Te' (fm, n) 9(n') do", (4,10) 


dove n e n' sono due vettori unità nelle direzioni di p e p', mentre 
l'integrazione va eseguita rispetto alle direzioni n’. 

Consideriamo le vibrazioni (suono nullo) che non incidono sulle 
caratteristiche di spin del liquido. Ciò significa che non soltanto 
la funzione di distribuzione d’equilibrio, ma anche la sua « pertur- 
bazione » én è indipendente dalle variabili di spin. La variazione 
della funzione di distribuzione per vibrazioni in quest'onda si riduce 
alla deformazione della superficie limite di Fermi (una sfera nella 
distribuzione imperturbata) che resta intanto come frontiera netta 
fra gli stati riempiti e non delle quasi-particelle. Quanto alla fun- 
zione v (n), essa rappresenta il valore della traslazione (in unità di 
energia) di questa superficie in una data direzione n. 

Poiché la funzione v (n') è indipendente dalle variabili di spin, 
l'operazione Tr’ nella (4,10) viene applicata unicamente alla fun- 
zione 7. Scrivendo quest’ultima nella forma (2,4), vremo Tr' } = 
= (2r24*/prm*) F (8). Quindi, l'operatore o non figura più nel- 
l'equazione che ora: assume la forma 


(o —kv)v (n)=kv | F(8)v(n) Fr. (4,11) 


Consideriamo la direzione k come asse polare e supponiamo che 
gli angoli 0, @ definiscano la direzione n. Introducendo anche la 
velocità di propagazione dell’onda u, = w/kela notazione s = ug/Up, 
scriviamo infine l'equazione ottenuta nella forma 


(s— cos 0) (0, 9) = cos 8 { F(8)v(0", 0) 9, (4,12) 


Questa equazione integrale definisce, in principio, la velocità 
di propagazione delle onde e la funzione v (n’) in esse. Notiamo 
subito che nel caso di vibrazioni che non si smorzano (le uniche che 
qui ci interessano), il valore di s deve essere superiore a 1, vale a 
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dire che si deve avere 
Uo, > Up. (4,13) 


L'origine di questa disuguaglianza diventa chiara se riscriviamo 
l’espressione (4,12) nella forma 


v (0", 9’) do’ 
s—cos 0’ 4n 


v (0, g)=cos0 | F (8) 


dove al posto di v è stata introdotta un'altra funzione incognita 
v= (s— cos 0) v. Per s= o/kvr <41, l’espressione integranda 
ha un polo nel punto cos 0’ = s; affinché l'integrale abbia senso, 
si deve aggirare questo polo secondo una determinata regola nel 
piano della variabile complessa cos 0". Con questo aggiramento 
l'integrale ottiene una parte immaginaria, per cui la frequenza © 
acquista anch'essa una parte immaginaria (per un dato X reale), 
il che significa lo smorzamento dell’onda. Il significato fisico del- 
l'uguaglianza cos 8 = u,/vp (corrispondente al polo) esprime la 
condizione di radiazione di Cerenkov delle onde di suono nullo da 
parte delle quasi-particelle 1). 

A titolo di esempio consideriamo il caso in cui la funzione £ (0) 
si riduca a una costante (che indichiamo con Z;). L’integrale a secon- 
«do membro dell'equazione (4,12) non dipende, in questo caso, dagli 
angoli 0, g. Perciò la funzione cercata v ha la forma 


cos 0 
V =costante. o. (4,14) 


Quindi, la superficie di Fermi acquista la forma di una superficie 
di rotazione protesa in avanti nella direzione di propagazione dell’on- 
da e schiacciata in direzione opposta. Questa anisotropia significa 
che gli stati del liquido in ogni elemento del suo volume sono privi 
di equilibrio: in equilibrio tutte le proprietà del liquido devono essere 
isotrope e, quindi, la superficie di Fermi deve essere sferica. A titolo 
di paragone indichiamo che a un’onda acustica ordinaria corrisponde 
una superficie di Fermi sferica di raggio oscillante (l'impulso limite 
pr oscilla con la densità del liquido), spostata come un tutt'uno 
di una grandezza legata alla velocità del liquido nell’onda; la fun- 
zione corrispondente v ha la forma v= $pr + costante-cos 0. 


1) Questo meccanismo di smorzamento, detto smorzamento di Landau, 
verrà studiato in dettaglio nel volume X in relazione a vibrazioni del plasma. 
La regola di aggiramento del polo nell’integrale viene stabilita mediante la 
sostituzione di © con ® + i0 (cioè s + s + i0). Il significato di questa sostitu- 
zione sta nel garantire che le perturbazioni siano finite in tutti gli istanti prece- 
denti (compreso quello per # + — co). 
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Per definire la velocità di propagazione dell’onda di suono nullo 
uo, effettuiamo la sostituzione della (4,14) nella (4,12) e otteniamo 


IT 
cos 0 2n sen 0 d@ 
Fo { s— cos 0 45 =1. 


Dopo l’integrazione otteniamo un'equazione che definisce implicita 
mente la velocità v, in base a una data grandezza £;: 


# ieri 4a (4,15) 


La funzione a primo membro dell’equazione decresce, restando sem- 
pre positiva, da co aO0 al variare di s da 1 a co. Ne segue che le onde 
considerate possono esistere soltanto per F, > 0. Sottolineiamo che 
la possibilità di propagazione del suono nullo dipende quindi dalle 
proprietà di interazione delle quasi-particelle nel liquido di Fermi. 

Per F, > O stabiliamo in base alla (4,15) che s tende a 1 secondo 
la legge 


s-1 È e-2/Fo, (4,16) 


Questo caso ha un significato più generale della formula (4,15), 
nella quale è supposto che F = costante = /,. Esso corrisponde al 
suono nullo in un gas di Fermi quasi-perfetto, qualunque sia la 
forma della funzione / (è). Infatti, a un gas quasi-perfetto corri- 
sponde una funzione / (0) piccola in valore assoluto. Si vede dal- 
l'equazione (4,12) che in questo caso s si avvicina a 1 e la funzione v 
differisce sensibilmente da zero soltanto per piccoli angoli 6. 
Ciò premesso, considerando soltanto il dominio dei piccoli angoli, 
si possono sostituire alla funzione / (8) nell’integrale a secondo 
membro della (4,12) i suoi valori per è = 0 (per0=0e 0" =0 
anche @ = 0). Come risultato, noi torniamo di nuovo alle formule 
(4,14) e (4,16), dove la costante /, è sostituita con / (0) 1). Notiamo 
che in un gas debolmente non perfetto la velocità del suono nullo 


supera di 3 volte la velocità del suono normale. Abbiamo infatti 
per la prima velocità uo ® Vr, e per la seconda dalla formula (2,17) 


(trascurandovi / e ponendo m* x m) ricaviamo u? & p&/3m*? = 
= v3/3. 

Nel caso generale di dipendenza arbitraria di (0) la soluzione 
dell’equazione (4,12) è non univoca. Essa ammette, in principio, 
l'esistenza di tipi diversi di suono nullo, i quali differiscono per la 
dipendenza angolare delle loro ampiezze v (0, ®) e si propagano a 


!) Le vibrazioni corrispondenti al suono nullo in un gas di Fermi debol, 
mente non perfetto sono state studiate originariamente da Ju. L. K limontovci 
e V. P. Silin (1952). 
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velocità diverse. In questo caso, accanto a soluzioni simmetrico- 
assiali v (0), possono esistere ugualmente soluzioni asimmetriche in 
cui v contiene i fattori azimutali e+i"?, dove m sono degli interi 
(vedi il problema). Notiamo che per tutte le soluzioni di questo tipo 


l'integrale | v do = 0, ossia il volume contenuto all’interno della 


sfera di Fermi, resta invariato; ciò significa che le vibrazioni si 
producono senza variazione della densità del liquido. 

La possibilità di propagazione di onde nel liquido di Fermi allo 
zero assoluto significa che il suo spettro energetico può contenere un 
ramo corrispondente alle eccitazioni elementari di impulso p = %k 
e di energia e = ;È}o = up e rappresentante « quanti del suono 
nullo ». Il fatto che il suono nullo (con un k dato qualsiasi) possa 
avere un'intensità arbitraria (piccola) significa, nei termini delle 
eccitazioni elementari, che queste ultime possono riempire tutti 
gli stati quantistici in un numero qualsiasi; in altre parole, esse 
sono regolate dalla statistica di Bose e formano, come si dice, il 
ramo di Bose dello spettro del liquido di Fermi. Sottolineiamo, 
tuttavia, che nei limiti della teoria di Landau sarebbe sbagliato 
introdurre termini additivi corrispondenti a questo ramo nelle 
grandezze termodinamiche del liquido di Fermi, in quanto queste 
ultime contengono potenze più elevate della temperatura (7* del 
calore specifico) che non le prime correzioni alla teoria approssimata 
in questione. 

La questione inerente all’assorbimento del suono nullo richiede 
che siano studiati gli urti di quasi-particelle, ed esce fuori dal con- 
tenuto del presente volume. 


PROBLEMA 


Trovare la velocità di propagazione di onde asimmetriche del suono nullo 
per F= Fo + Fi cos. 
Soluzione. Per 


F= F, + F1(cos 0 cos0' + sen 0 sen 0’ cos (pf — g')) 


possono esistere delle soluzioni con v ©° e**?. Ponendo infatti v = f (0) e'”, 
.8ostituendo questa espressione nella (4,12) e integrando in dp’, otteniamo 


ST 
(s— cos 0) f= CRI cos 0 sen 0 | sen? 0'f (0') d6”. 
0 


Di qui 


è 
sen 0 cos @ RO, 


v= costante» 
s— cos 0 
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Portando di nuovo questa espressione nell'equazione considerata, otteniamo 
la relazione 


dè 


Il 
( sen? 0cos0 4 
I s— così de va, 


che determina la dipendenza della velocità di propagazione da F;. L’integrale 
a primo membro dell’uguaglianza rappresenta una funzione di s decrescente 
monotonamente. Pertanto il suo più grande valore si ottiene per s = 1. Calco- 
lando l'integrale per s = 1, troviamo che la propagazione di un’onda asim- 
metrica del tipo in esame è possibile per F, > 61). 


$ 5. Onde di spin nel liquido di Fermi 


Oltre alle soluzioni v (n) indipendenti dallo spin, che abbiamo 
studiato al paragrafo precedente, l’equazione (4,10) ammette anche 
soluzioni della forma 


v = 9u (n), (9,1) 


nelle quali la variazione della funzione di distribuzione delle quasi- 
particelle dipende dalla proiezione del loro spin. Perciò queste onde 
si possono chiamare orde di spin. 

Sostituendo la (5,1) nella (4,10), considerando di nuovo la fun- 


AN 


zione f nella forma (2,4) e osservando che Tr' o’ (00°) = 20, otte- 
niamo (dopo aver diviso per 0) 


(s—cos0) (0, 9)=cos8 {G(8)u(0,9)g2. (5,2) 


Così, per ogni componente del vettore u si ottiene un’equazione che 
differisce dalla (4,12) soltarito per la sostituzione di F con G. Perciò 
tutti i calcoli eseguiti nel $ 4 si possono applicare anche alle onde 
di spin ?). 

Onde di spin di altro tipo si possono propagare nel liquido di 
Fermi in presenza di campo magnetico (V. P. Silin, 1958). Ci limi- 
teremo qui allo studio di vibrazioni con k = 0 in cui &r non dipende 
dalle coordinate. | 

In presenza di campo magnetico H, le vibrazioni già « impertur- 
bate » dell'energia delle quasi-particelle e la loro funzione di distri- 
buzione dipendono dallo spin. Queste dipendenze sono interconnesse 


1) Per He? liquido si possono calcolare Fj e F; mediante le formule (2,12) 
e A a partire dai noti valori di m* e u®: F, = 10,8 e F, = 6,3 (a pressione 
nulla). 

®) Per He® liquido si ha G, = G (8) < 0 (vedi la nota alla pag. 27). Perciò 
la propagazione di onde del dato tipo è impossibile in questo liquido. 
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e vengono espresse dalle formule (cfr. $ 3) 
e,=t0(P)—BoH, Bi=B/(1+6), (5,3) 
s d 
no= no (P)—-° BioH=n,(p)+8(e—er)f,0H, (5,4) 
dove €, (p) è l'energia in assenza di campo; l’indice 0 ricorda di 
nuovo che queste espressioni si riferiscono al liquido in equilibrio. 
Cerchiamo di nuovo la piccola parte variabile della funzione di 
distribuzione nell’onda nella forma 
6n = 8 (e — er)ou (n) etto, 
La variazione corrispondente dell’energia della quasi-particella è 
$e=0 | u (n’)G (0)-Se ‘emtot, 


Ora, nell'equazione cinetica si deve tener conto del termine 
(4,4) a commutatore {e, n}; per le distribuzioni indipendenti dalle 
coordinate questa equazione diventa 


din | ic 
di +3 {e,n}=0. (9,5) 


Abbiamo, a meno di termini lineari in $r, 
{e, n}= — f, {oH, 62} + 8,6 (e — er) {8e, cH}. 
I commutatori che qui figurano vengono determinati dalla formula 
{ca, cb} = 2io [ab], 
dove a e b sono due vettori arbitrari (vedi III, la formula (55,10)); 


come risultato, l'equazione cinetica si riduce alla forma 


iop (n) = 52 [Hp (n)], (5,6) 


DI 


dove si è posto l 
P(n)=p (n) + | u(n)6(9)-F7. (5,7) 


Nel caso generale la soluzione dell’equazione (5,6) può essere 
sviluppata in serie di funzioni sferiche Yim (0, ®) (ad asse polare 
lungo H). Ogni termine dello sviluppo rappresenta un tipo di vibra- 
zioni di frequenza propria @im. 

Alla prima di queste frequenze, «oo, corrispondono vibrazioni 
con u = costante; in questo caso p = u (1 + G) e l'equazione (5,6) 
si riduce alla forma 


î 2 
Wool = 2 [Hp]; 


le vibrazioni sono trasversali rispetto al campo (u _i. H). Riscrivendo 
l'equazione in componenti (nel piano perpendicolare a H) e for- 
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mando il determinante di questo sistema, troviamo la frequenza 
Oo = 28H/h. (5,8) 


Ricordiamo che fi è il momento magnetico della particella (vera) 
del liquido. Così, la frequenza ©, risulta essere per niente dipendente 
dalle proprietà specifiche del liquido. Quanto ai valori di tutte le 
altre frequenze 0;m, essi dipendono dalla forma concreta della fun- 
zione G (0). 


$ 6. Gas di Fermi quasi-perfetto degenere 
con repulsione fra le particelle 


La questione sulle proprietà termodinamiche di un gas « quasi- 
perfetto » degenere non ha significato fisico diretto, in quanto i gas 
realmente esistenti nella natura si condensano a temperature prossime 
allo zero assoluto. Cionondimeno, questa questione presenta un 
interesse metodologico rilevante per cui è opportuno studiarla per 
un modello di gas immaginato le cui particelle interagiscono in modo 
tale da escluderne la condensazione. 

La condizione per cui un gas sia debolmente non perfetto consiste 
nella piccolezza del raggio d’azione ry delle forze molecolari rispetto 
alla distanza media fra le particelle l — (V/N)H*. Accanto alla 
condizione ro « , sussiste ugualmente la disuguaglianza 


proh <1 (6,1) 


per gli impulsi p delle particelle. Infatti, per un gas di Fermi degene- 
re l’impulso limite pr è dato dalla formula (4,1) in base alla quale 
Prih > (N/V)H3 < 41/ro. 

Considereremo qui soltanto l'interazione a due a due fra le parti- 
celle e, per semplicità, supporremo che questa interazione U (r) sia 
indipendente dagli spin delle particelle. Il nostro scopo sta nel cal- 
colare i primi termini dello sviluppo delle grandezze termodinamiche 
in potenze del rapporto r,// applicando la teoria quantomeccanica 
delle perturbazioni. La difficoltà è dovuta al fatto che, per un aumen- 
to rapido dell’energia di interazione fra le particelle alle piccole 
distanze, la teoria delle perturbazioni (detta anche approssimazione 
di Born) è in realtà inapplicabile agli urti tra esse. Tuttavia, si può 
superare questa difficoltà nel seguente modo. 

Nel caso limite degli urti « lenti » (quali essi sono per la condizione 
(6,1)), l'ampiezza della diffusione reciproca di particelle di massa m 
tende a un limite costante —a, il quale è dato, nell’approssima- 
zione di Born, dalla seguente espressione (vedi III, la formula 
(126,13)): | 


—aAi=< «osta 


Us. We | U (r) dx; (6,2) 


sd 
43h? 
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inoltre, questo limite corrisponde allo stato s di una coppia di parti- 
celle (a spin 1/2); la costante a è detta lunghezza di diffusione *). Poiché 
questa grandezza definisce completamente le proprietà degli urti, 
essa deve anche definire le proprietà termodinamiche del gas. 

Ne deriva la possibilità di applicazione del seguente procedimento 
(detto rinormalizzazione). Formalmente sostituiamo all’energia vera 
e propria U (r) un’altra funzione con lo stesso valore di a, la quale 
però consente l’applicazione della teoria delle perturbazioni. Finora 
(cioè fino a questa approssimazione) il risultato finale dei calcoli 
contiene UV soltanto sotto forma di ampiezza di diffusione, e questo 
risultato coincide con quello che sarebbe stato ottenuto grazie al- 
l'interazione vera e propria. . 

In generale, il raggio d’azione dell'interazione vera coincide in 
ordine di grandezza con la lunghezza di diffusione a. Per il campo 
virtuale UV (r), introdotto come concetto ausiliario, la condizione di 
applicabilità dell’approssimazione di Born significa che a « ro. 
Il piccolo parametro vero dello sviluppo della teoria è rappresentato, 
ovviamente, dalla grandezza appi/h. 

Più avanti avremo bisogno del legame esistente fra U, ed a non 
soltanto in prima approssimazione di Born (la formula (6,2)), ma 
anche in seconda. Per determinare questo legame ricordiamo quanto 
segue: se la probabilità di una transizione del sistema sotto l'influsso 


di una perturbazione costante V è determinata, in prima approssi- 
‘mazione, dall’elemento matriciale Voo, allora, in seconda approssi- 
mazione, Vo, Viene sostituito con 


* VonV 
Vo + dI EE, ’ 
n 


dove la somma viene eseguita per gli stati (n # 0) del sistema im- 
perturbato (vedi III, $ 43). Nel caso dato si tratta del sistema di due 
particelle collidenti quando la perturbazione è rappresentata dalla 
loro interazione UV (r). Gli elementi ‘matriciali della perturbazione 
per transizioni con variazione degli impulsi delle particelle p,, 


P: — Pi, Pz (inoltre, p, + p. = pi + p2) valgono 
ld ’ 1 ° 
(pio, pioslUlpias pa) = | U(r)e-imndta, (6,3) 


dove p= pè — p, = —(pi — P:); essendo indipendente l’intera- 
zione dagli spin, le proiezioni degli spin delle particelle (indicate 
con a; e €») non cambiano per urto. Di Vo serve l'elemento matri- 


1) L'espressione (6,2) non tiene conto dell’identità quantomeccanica delle 
particelle. Nel caso limite di urti lenti fra particelle identiche a spin 1/2, la 
diffusione si produce soltanto per spin antiparalleli; inoltre, la sezione diffe- 
renziale di diffusione nell'angolo solido do (in un sistema a centro d’inerzia) 
vale do = 4a? do, mentre la sezione completa si ottiene integrando do sulla 
semisfera: o = 8ma? (vedi III, $ 137). 
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ciale degli impulsi nulli: U,/V. Per passare dalla prima approssima- 
zione alla seconda, occorre quindi sostituire U, con 


2 2__ pî2 _p!/2 3-1 9 
U, +$ > |eitei Pi—Pe | | | Ue-ivr/t d3x° 
a 


Z2m 
1 


(per p, e p, dati la somma si estende a p, # p,, ps). Poiché nel caso 
considerato gli impulsi delle particelle sono supposti piccoli, gli 
elementi matriciali in tutti i termini essenziali della sommasi possono 
sostituire con i loro valori per p = 0. Effettuata questa sostituzione, 
otteniamo la seguente espressione per la lunghezza di diffusione 1): 


Ta m U$ \ 2m 
AT Fre |Vo+37 : ara ]. Lie 


Pi 
Di qui ricaviamo con lo stesso grado di precisione 
2 2 : 
jpg AL [1- 4nh?a 2m I: (6,5) 


m mV 3 pî+ pa—P1° — P3° 
Pi 


La divergenza della somma nell’espressione (6,4) (per grandi pi, p?), 
dovuta alla sostituzione effettuata di tutti gli elementi matriciali 
con valori costanti, è inessenziale poiché, utilizzando questa for- 
mula .per calcolare l'energia del sistema, si avrà lo stesso un’espres- 
sione convergente in cui gli impulsi grandi non giocano più nessun 
ruolo. Con a noi intendiamo la lunghezza di diffusione di particelle 
lente, che non dipende dalla loro energia. La formula (6,4), invece, 
contiene, a prima vista, una dipendenza dagli impulsi p,, p,. In 
realtà questa dipendenza è contenuta soltanto nella parte immagi- 
naria dell’ampiezza di diffusione (che compare per un modo appro- 
priato di eseguire la somma; vedi III, la formula (130,9)), che può 
essere trascurata in quanto è noto a priori che il risultato finale sarà 
necessariamente reale; su questa questione torneremo ancora al $ 21. 

In questo paragrafo esamineremo un modello di gas di Fermi ad 
interazione repulsiva fra le particelle, quando a >0. Questo è 
precisamente il caso in cui il gas ha spettro energetico del tipo Fermi, 
descritto nei $$ 1, 2. 

L'operatore hamiltoniano del sistema di particelle (a spin 1/2), 
che interagiscono a due a due, si scrive nel metodo della seconda 


1) In tutte le formule intermedie noi scriviamo le somme in valori discreti 
degli impulsi di particelle contenute in un volume finito V; nei calcoli finali 
a somma viene sostituita, in base alla regola generale, con l’integrazione su 
V d*p/(2ah). 
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quantizzazione nella forma 
A Do p* A. A 
H=- Di 57 2padpa + 
pa 


1 , , ss cy i du 
USE] DI (P1%; pa2]U|pi,, P2%2) asia, Apia Ap,ag Apc (6,6) 


(vedi III, $ 64). Qui @ia ed apa sono operatori di creazione e di 
annichilazione della particella libera ad impulso p e proiezione di 
spin a (a = +4/2). Il primo termine nella (6,6) corrisponde all’ener- 
gia cinetica e il secondo a quella potenziale delle particelle; nell’ul- 
timo termine la somma è estesa a tutti i valori degli impulsi e delle 
proiezioni degli spin, osservando la legge di conservazione dell’im- 
pulso per urti. 

In accordo con l'ipotesi che gli impulsi delle particelle siano 
piccoli, sostituiamo di nuovo gli elementi matriciali nella formula. 
(6,6) con i loro valori per gli impulsi nulli: (0a, 0a, |U | 0a,,00,)= 
= UV. In seguito osserviamo che, data l’anticommutatività degli 
operatori CA a: 49,0, nella statistica di Fermi, il loro prodotto è 
antisimmetrico rispetto alla permutazione degli indici; lo stesso si 
riferisce al prodotto ap:a, a}; c, . Come risultato, si riducono mutua- 


mente tutti i termini della ;domda somma nella (6,6) contenenti le 
coppie di indici identici a,, a, (fisicamente ciò è dovuto alla circo- 
stanza già menzionata che nel limite degli urti lenti sono unicamente 
le particelle a spin opposti a poter diffondersi reciprocamente). 
Quindi, Pr hamiltoniano del sistema assume la forma 


Tm È. dfadpa +e xy a1a9% a3- 0414, (6,7). 
PiPsPi 
dove 4,4 = dp, +, 0,+ = 4p+ ecc., mentre gli indici + e — sosti- 


tuiscono qui e più avanti +41/2 e —41/2. 

Quanto agli autovalori dell'operatore hamiltoniano, essi vengono 
calcolati mediante la teoria ordinaria delle perturbazioni, quando 
il secondo termine nella formula (6,6) è inteso come piccola correzione 
al primo termine. Quest'ultimo ha ormai la forma diagonale e i 
suoi autovalori valgono 


2 
EO= Y 3 Npas (6,8) 
pa 
dove npa sono i numeri di riempimento degli stati pa 1). 
1) Supponendo che le particelle posseggano certi valori della proiezione 


di spin, noi supponiamo ridotta alla forma dia Set anche la matrice statistica 
na 8g (P); allora le funzioni n, (p) con a = +1/2 ne sono componenti diagonali. 
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La correzione del primo ordine è data dagli elementi matriciali 
diagonali dell’energia di interazione: 


e U \ ; 
E =3 DI Ny4Ng_s (6,9) 
PiPa 
dove n}+ = 2#p,+ ecc. 
Per trovare la correzione del secondo ordine, ricorriamo alla 
nota formula della teoria delle perturbazioni 


IVnml? 
ED = DI EF ’ 


dove gli indici n, m enumerano gli stati del sistema imperturbato. 
Un semplice calcolo (utilizzando i già noti elementi matriciali degli 


operatori apa ed aa) fornisce il seguente risultato: 


Di Nj4Mto- (1 —-n4) (1-9) 
Vv? DI (Pî+ Pî— p1° — pa?)/2m * (0,10) 
1P2 1 


La struttura di questa espressione è ben chiara: il quadrato dell’ele- 
mento matriciale della transizione p,, p. + Pi, p2 è proporzionale 
ai numeri di riempimento degli stati p,, p, e ai numeri di posti non 
riempiti negli stati pi, po. 

L’integrale U,, che figura nelle formule (6,9-10), deve essere 
espresso mediante una grandezza fisica reale, ossia l'ampiezza di 
diffusione a. Per i termini del secondo ordine questa operazione può 
essere effettuata in base alla formula (6,2), mentre per i termini del 
primo ordine occorre la formula più precisa (6,5). Effettuate queste 
sostituzioni, per la correzione del primo ordine in a abbiamo 


EV=£ S nun (6,11): 
Pi1P: 
e per la correzione del secondo ordine 


EQ — 2mg? y Riso [(1-ni+) (1 n3-)—1] 
Vv? . Pî + P3— Pi° — P2° 
PiP:P, 
(per brevità, introduciamo nelle intermedie la « costante di legame » 
g = 4nh?a/m per le particelle del gas !)). Sviluppando l’espressione 
fra parentesi al numeratore, osserviamo che i termini contenenti i 
prodotti di quattro n si riducono mutuamente poiché i loro numera- 
tori sono simmetrici e i denominatori antisimmetrici rispetto alla 
permutazione p., ps € P., P;; quanto alla sommatoria in queste 


') Dopo la rinormalizzazione dell’ampiezza di diffusione questa PRSZA 
non coincide più con la costante U, che figura nella formula (6,2)! 


42 CAPITOLO 1 


variabili, essa viene effettuata simmetricamente. Infine, otteniamo 
in questo modo 


2mg? niyMo- (nf4+4+n3_) 
E9= Go I Risi o_nmosr (6,12) 
PiP:Pj 


Questa somma (nella quale tutti gli rpg +0 per p+ co) è già 
convergente. | 

Le formule così ottenute permettono di calcolare, soprattutto, 
l'energia dello stato fondamentale. A tal fine occorre porre tutti 
gli rpa uguali all'unità all’interno della sfera di Fermi (p < pr = 
= h (3n2N/V)H*) e nulli all’esterno di essa. Osserviamo a questo 
proposito quanto segue: sebbene gli autovalori dei prodotti operato- 
riali apa4pa Nell’operatore hamiltoniano iniziale forniscano i numeri 
di riempimento degli stati delle particelle stesse del gas, dopo aver 
diagonalizzato l’operatore hamiltoniano con l’aiuto della teoria 
delle perturbazioni abbiamo ormai a che fare con la funzione di 
distribuzione delle quasi-particelle (indicata, come nei paragrafi 
precedenti, con rpa). 

Osservando che > np+= di np-= N/2, ricaviamo dalla (6,11) 
la correzione del primo ordine 


ED = gN°/4V. 


Tenendo conto della condizione p, + ps = P, + Py; SOstituiamo 
nella formula (6,12) la sommatoria nei tre impulsi con l'integrazione 
in 


VA x , , ; 
(27h)? 6 (p1 + Pa — Pi — Pa) dp: d3py d*p,d3p,, 
cosicché 


«n _ ___Amg?V | o pt Bam b- pa) 3 3 3n° 33° 
E dr (21th)? pî+ pa — pj? d Pi d Pa d Pi d Pas 

dove l'integrazione è estesa al dominio p,, ps, Pi < Pr. Il calcolo 

dell’integrale 1) conduce al risultato finale seguente per l'energia 

dello stato fondamentale: 


3Ph 10 Leo 4(11—21n2) ( pra \2 (6,13 
Eo=N Tom be “at Zia (57°) IL i 


dove la grandezza davanti alla parentesi quadra è l’energia del gas 
di Fermi perfetto (K. Huang, C.N. Yang, 1957). 


1) In effetti. sarebbe più facile eseguire il calcolo in un altro modo, ini- 
ziando cioè dal calcolo della funzione f (vedi più avanti). 
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Il potenziale chimico del gas allo zero assoluto viene definito 
come la derivata u = (0£,/0N)y; espresso in funzione dell’impulso 
limite pr esso ha la forma 


PE [14 Peo LOTO (Pel). (6,44) 


Secondo le tesi generali della teoria di Landau lo spettro delle 
eccitazioni elementari € (p) e la funzione di interazione delle quasi- 
particelle faa. (P, p') sono definiti, rispettivamente, dalla variazione 
prima e seconda dell’energia totale rispetto alla funzione di distri- 
buzione delle quasi-particelle !). Se scriviamo £ in forma di una 
sommatoria discreta in p e a, abbiamo, per AGLMAZIONE, 


— Dea (P ) Òrrpa +37 3 > faa' (P, P) Onpaònpar (6,19) 


pa, pa’ 


(inoltre, dopo aver derivato l’energia occorre sostituire rpa con 
l’unità all’interno della sfera di Fermi e con lo zero al suo esterno). 
Tuttavia non è necessario calcolare in questo modo la massa efficace 
m* delle quasi-particelle in quanto la si può trovare in un modo più . 
semplice (vedi più avanti). 

Per quanto riguarda il calcolo della funzione fa, (p, p') (sulla 
superficie di Fermi), deriviamo due volte la somma delle espressioni 
(6,11-12) dopo di che dobbiamo porre p = p' = pr. Eseguendo 
questo semplice calcolo e passando dalla somma all’integrazione, 
otteniamo 


‘\_o_ Ame? ò (p+P° ve 
t4- (p, P )\=8 (21th)? | { 29% — Pi — ua 


S(e+pi—p'—Pa) +8 (tp: P_P2)} j3p, 
(Pt P1-P a, na Pi — P Pal} 3p, d8p,, 
f++ (P. P ) f--(p, p #1 


__ 2mg? (&(p+p;—p'—Pa)+ò(p+Pp1—P—P:) 
sad (271%)3 f Pî — P3 d°py d3py. 


L’integrazione in queste formule è relativamente semplice a causa 
della minore molteplicità degli integrali. 

Il risultato finale deve essere scritto nella forma (2,4) che non 
dipende dall’asse di quantizzazione degli spin. 


1) In questo paragrafo la matrice fya’ (P; P') rappresenta l’unione delle 
componenti diagonali rispetto alle due coppie di indici (a, f e y, è) della 
matrice fay,p6 (P, P). 
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Questo risultato è dato dalla formula 


si 1-4 sen nd 
2rtah? 2ap così |, 2 
fav, 663 —— 1+=3|2+_Gqln | [basbv_ 
2 sen — 1—sen — 
na 2 2 
rs d Cl 
1+ sen — 
2a 1 d 2 ) 
1 + DIE 1 —- DI sen DA In è 0x59v3 9 (6,16) 
1_sen 


dove ® è l’angolo formato dai vettori pr e pr (A.A. Abrikosov, 
I.M. Chalatnîkov, 1957) 1). 

Di qui si ricava la massa efficace delle quasi-particelle integrando 
in base alla formula (2,12) e vale 


* 8 2 
2244 (7ln2-1) (SE). (6,17) 


La formula (2,17), invece, consente di trovare la velocità del 
suono nel gas: 


__ _PÈ 2 apr, 8(11-21n2) / apr \2 
ve ++ (HE) |. (6,18) 


In seguito integrando in dN la grandezza u?m/N (espressa in funzione 
di N/V anziché di pp), troviamo secondo la (2,13) il potenziale 
chimico del gas; un’altra integrazione in dN fornirà l’espressione 
(6,13) per l’energia dello stato fondamentale. 

La formula (6,13) rappresenta i primi termini dello sviluppo 
dell'energia del gas in potenze del « parametro di gassosità » n = 
= ppa/lh — a (NIV)?*. Si potrebbero ottenere ancora alcuni termini 
successivi dello sviluppo mediante calcoli analoghi, anche se più 
complessi. Infatti, nel caso del gas di Fermi gli urti tripli portano un 
contributo all'energia soltanto con un’approssimazione molto piccola. 
Di tre particelle collidenti almeno due hanno una medesima proiezio- 
ne di spin; in questo caso la funzione d’onda delle coordinate del 
sistema deve essere antisimmetrica rispetto a queste due particelle. 
Ciò significa che il momento orbitale del movimento relativo di 
queste particelle è uguale almeno a 41 (stato p). La funzione d’onda 
corrispondente contiene una potenza in più (rispetto alla funzione 
d'onda dello stato s) di p/% (vedi III, $ 33); quindi, la probabilità 


1) La funzione (6,16) diventa logaritmicamente infinita per è = x. Questa 
circostanza è dovuta ad alcune omissioni fatte. Un esame più preciso mostra 
Ro segue: sebbene il valore ® = n sia effettivamente un punto singolare 

ella funzione, quest’ultima non diventa infinita in questo punto ma si annulla 
(vedi la nota alla pag. 273). L’inapplicabilità della formula (6,16) nell’intorno 
del punto ® = x è inessenziale per le applicazioni successive in cui figurano 
integrali convergenti in dè = n. CRE 
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di tale urto contiene un p? ridondante, vale a dire che viene indebolita 
di -—(pa/h)? — n? volte rispetto alla probabilità di urto « frontale » 
fra particelle che non verificano il principio di Pauli. Come risultato, 
gli urti tripli forniranno un contributo di energia soltanto nei termini 
contenenti il volume come V-2V-**. In altre parole, tutti i termini 
dello sviluppo dell'energia, compresi quelli dell’ordine di grandezza 
di 


pî 
N n 


(cioè ancora tre termini successivi a quelli scritti nella formula 
(6,13)), vengono espressi in funzione delle caratteristiche dei soli 
urti a due. Tuttavia, fra le caratteristiche degli urti a due figureran- 
no non soltanto l’ampiezza di diffusione s per urti lenti (così come 
nella formula (6,13)), ma anche le sue derivate rispetto all’energia 
e all'ampiezza di diffusione p. 


Capitolo II 


FUNZIONI DI GREEN DEL SISTEMA DI 
FERMI PERT=0 


$ 7. Funzione di Green di un sistema macroscopico 


Il metodo adoperato al paragrafo precedente diventa complesso e 
praticamente inapplicabile per approssimazioni di ordine superiore 
della teoria delle perturbazioni. Questo difetto è essenziale, in 
particolare, per i problemi fisici reali in cui l’interazione fra le 
particelle non è per niente debole; quindi, la precisazione di diverse 
proprietà generali dei sistemi macroscopici richiede di esaminare 
insiemi infiniti di termini della serie della teoria delle perturbazioni. 
Tuttavia, per superare simili difficoltà esiste un formalismo mate- 
matico analogo a quello che si usa nella teoria quantistica dei campi. 

La forma concreta di questo apparato matematico dipende dalla 

natura del sistema macroscopico cui deve essere applicato. I para- 
grafi successivi del presente capitolo sono dedicati allo sviluppo 
ulteriore del formalismo matematico per il liquido di Fermi a tem- 
perature dello zero assoluto !). Nel trattare questa questione ci pro- . 
poniamo di indicare non soltanto un’applicazione effettiva del 
metodo a un dato sistema, ma di dimostrare anche come, in generale, 
viene costruito questo apparato. : 
In questo apparato, la base di partenza sono gli operatori w 
della seconda quantizzazione, le cui proprietà sono note dalla mecca- 
nica quantistica (vedi III, $$ 64, 65). Ora, avremo bisogno di questi 
operatori nella rappresentazione di Heisenberg, nella quale essi 
dipendono esplicitamente dal tempo. Pertanto noi iniziamo dalla 
precisazione di alcune proprietà degli operatori p nella rappresenta- 
zione di Heisenberg. 

Considereremo sistemi composti di particelle a spin 1/2. Ciò 
premesso, agli operatori w deve essere attribuito un indice che dia 
la proiezione dello spin e assuma i valori +41/2; come prima, indi- 
cheremo gli indici di spin con lettere dell'alfabeto greco e intendere- 
mo la sommatoria con indici ripetuti due volte. 


1) La costruzione sistematica di questo apparato appartiene a V. M. Ga- 
litskij e A. B. Migdal (1958). 
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Secondo la regola generale (vedi III, $ 13) l'operatore j (0) di 
ogni grandezza nella rappresentazione di Heisenberg viene espresso 
in funzione dell’operatore f (di Schròdinger) indipendente dal tempo 
della stessa grandezza in base alla formula 1) 


f (1) toe gifitfe-ifit, 


dove H è l'operatore hamiltoniano del sistema. 

Tuttavia, sarebbe opportuno qui cambiare un po’ questa defini- 
zione. Infatti, nella statistica quantistica è più comodo considerare 
lo stato di un sistema non per un numero dato N di particelle in 
esso, bensì per un dato potenziale chimico pu. In questo caso, lo stato 
fondamentale in cui il sistema si trova per 7 = O si può definire 
come lo stato con autovalore più piccolo dell'operatore 


(e non H come per un dato N). In effetti, la probabilità del sistema 
di trovarsi (per un dato valore di pu) allo stato di energia E, e numero 
di particelle N, è 


ossee (- Let) (- 8) 


(vedi V, la formula (35,1)); E, sono autovalori dell’operatore N° 
da cui si vede che per 7 = 0 resta soltanto lo stato con £, più 
piccolo ?). 

Definiamo così gli operatori w di Heisenberg mediante le formule 


P, (t, r)= eil’), (r) e-iflt, 


& 33; AI 7,2 
Wi (t, rh=eil'iyt (r) eiH't, a 
Indichéremo gli operatori w di Heisenberg con la È maiuscola e 
quelli di Schròdinger con la + minuscola. 

Gli operatori w di Schròdinger verificano le note regole di com- 
mutazione. Quanto ai commutatori degli operatori di Heisenberg 
considerati in istanti distinti t e #", essi non possono essere calcolati 
in forma generale. Tuttavia, per # = t’ le loro regole di commutazione 


1) Per semplificare la scrittura delle formule, ricorreremo spesso a un 
sistema di unità di misura, nel quale la costante quantistica % = 1 (in modo 
che l’impulso abbia la dimensione in cm-! e l’energia in s-1). Per passare da 
questo sistema ad unità ordinarie, occorre sostituire tutti gli impulsi p e le 
energie £ nelle formule con p/% ed Z/%. In particolare, queste unità sono ado 
perate nel presente capitolo. | 


2?) Chiameremo operatore hamiltoniano l'operatore #’, così come #. 
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coincidono con quelle per gli operatori di Schròdinger. Così, dalla 
regola 
a (1) dé (1°) + di (1°) pa (r)= dp (e—-r") 
deriva analogamente la regola 
Pa (t, 1) Pt, 1) + Yi (6, 1°) Pat, n= 
= et" (pa (1) dé (e) + dé (1°) da (1) e-if1=8apd (r-r°). (7,3) 
Allo stesso modo abbiamo 
w_(t,r) Po(t,r") + Pol(t,r") Pa (t, r)=0, 
Wi (1, 1) Pit, r)+ Di (6, 11) Pit, m)=0. 


Derivando la definizione (7,2) rispetto al tempo, troviamo che 
l'operatore w di Heisenberg verifica l’equazione 


Titta, _ ta (tn) (7,5) 


(7,4) 


(cfr. III, la formula (413,7)). 

Le rappresentazioni di Heisenberg e di Schròdinger sono identiche 
per l'operatore di qualsiasi grandezza conservativa (cioè per un 
operatore che commuta con l’operatore hamiltoniano). In particolare, 
ciò si riferisce sia all'operatore hamiltoniano stesso che all'operatore 
del numero di particelle che è, ovviamente, grandezza anch'essa 
conservativa. Le espressioni di questi operatori in funzione degli 
operatori w di Schròdinger o di Heisenberg sono le stesse. Così, 
l'operatore del numero di particelle è 


N= | di (1) da (1) Br = | di (t, 7) P, (6, 1) dr. (7,6) 


Quanto all'operatore hamiltoniano di un sistema di particelle inter- 
agenti, la sua forma è 


H'=7W'LTMWLPPL... 
pro 2 \ di (e, mM AÉ, (t, 1) dîr— uN, 
Vw — | Pi (6,1) U® (1) Pa (6, r)d?x, 
ye» — 3 | Wi (8, 1) Pi (t,r) UL (rr) Pa (6, 1°) Ya (t, 1) dîr dir. 
(7,7) 


Qui H'"® è l'operatore hamiltoniano del sistema di particelle libere; 
VA) l'operatore della loro interazione con un campo esterno U® (r); 
V(2 l'operatore di interazione di coppia allorché U°® (r — r’) rappre- 
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senta l'energia di interazione di due particelle; i termini omessi sono 
di interazione tripla ecc. (cfr. III, la formula (64,25)). Per semplicità, 
noi supponiamo qui che tutte le interazioni siano indipendenti dagli 
spin delle particelle. 


Il commutatore di #’ e È, nell'espressione (7,0) è calcolato 
in base alle regole (7,3-4); le funzioni è che compaiono in questo caso 
vanno eliminate per integrazione. Come risultato, otteniamo un’« e- 


quazione di Schrodinger» per Y, (t, r) nella forma 


A 


it ta (er=(- 7 A-p+U® (1) Pa (6, + 
+| Pre m)U® er) Pali) Pa +... (7,8) 


Il ruolo fondamentale nel metodo descritto appartiene alla 
nozione di funzione di Green di un sistema macroscopico, data dalla 
seguente espressione 1): 


Gan (Xi Xa)= — iTYa(X1) Pi (X2)). (7,9) 


Qui e più avanti con X si denota, per brevità, l'insieme dell’istante t 
e del raggio vettore del punto r. Le parentesi angolari ‘...) indi- 
cano la media rispetto allo stato fondamentale del sistema (al posto 
del simbolo più complesso per l'elemento matriciale diagonale 
(0]...|0))..Il simbolo T, invece, è il segno di prodotto cronologi- 
co: gli operatori che lo seguono devono essere disposti da destra a 
sinistra nell'ordine di aumento dei tempi &,, t,. In caso di fermioni, 
la permutazione di una coppia di operatori w (rispetto alla loro di- 
sposizione nella scrittura iniziale del prodotto) deve implicare un 
cambiamento di segno del prodotto. Ciò significa in forma esplicita 
che 


—i (Pa (X4) Yi (X2))s bl, > Lon 


4 x (7,10) 
i(YR(Xo) Pa (Xi) d<to 


Gap (Ly) x)=| 


Diamo alcune proprietà evidenti della funzione di Green. Se il 
sistema è non ferromagnetico e non si trova in un campo esterno, 
allora la dipendenza della funzione di Green dallo spin si riduce 
alla matrice unitaria 


Ga (X1; Xo) Dai da gG (Agg X o) (7,14) 


1) Questa definizione è analoga a quella delle funzioni di Green esatte 
(propagatori) in elettrodinamica quantistica (cfr. IV, $$ 100, 102). 
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(qualsiasi altra dipendenza metterebbe in risalto la direzione nello 
spazio, ossia l’asse z di quantizzazione dello spin) !). Essendo il tempo 
omogeneo, gli istanti t, e t, figurano nella funzione di Green soltanto 
sotto forma della differenza t = t, — t,. Se, per di più, il sistema 
è macroscopicamente omogeneo nello spazio, allora le coordinate 
di due punti figurano anch'esse sotto forma della differenza r = 
= rj — ry. In altre parole, in questo caso abbiamo 


Gue (Xi, X2) = BapG(X), X= X1- Xx (7,12) 


Sottolineiamo che l'omogeneità macroscopica significa che il corpo 
è supposto omogeneo non soltanto rispetto alla sua densità media 
(macroscopica), ma anche alla densità di probabilità delle varie 
posizioni (microscopiche) delle sue particelle nello spazio. Tali 
sono esattamente i liquidi e i gas (ma non i cristalli solidi). In virtù 
della loro isotropia, G (t, r) = G (t, —r). A questo proposito sotto- 
lineiamò ancora una volta che, al tempo stesso, la funzione G (t, r), 
per la sua stessa definizione, non è affatto pari rispetto alla variabile 
temporale t. Da questo punto di vista è importante l’ordine fra t, e 4 
nella differenza t =, — tt. 

La matrice coordinata di densità di una particella in un sistema 
è definita come la media 


Pap (ri, ra) = (È8 (0, 12) Ya (8, 1) (7,13) 


La conoscenza di questa matrice consente di determinare la media 
di qualsiasi grandezza riferita a una singola particella. Infatti, sia 


Fas un operatore a « una sola particella », cioè un operatore della 
forma 


Fasn=D fd, (7,14) 


dove fia è un operatore agente sulle coordinate e sullo spin di una 


sola (a-esima) particella, mentre la sommatoria si estende a tutte le 
particelle del sistema. Nel formalismo della seconda quantizzazione 
questo operatore si scrive (nella rappresentazione di Heisenberg) 
come segue: 


Fal) = | di (6, 1) far È (t, 1) dx (7,15) 


1) Questa affermazione deve essere precisata. Le componenti di spin Ya 
costituiscono uno spinore controvariante del primo ordine (in questo senso 
sarebbe più corretta la notazione Y® con l'indice a scritto sopra). Quanto alle 
. . si + ® ® e DI (I I 
componenti ‘Yf, esse costituiscono uno spinore covariante. Perciò Gag è uno 
spinore misto del secondo ordine mentre 6, g è lo spinore unità misto del secondo 
ordine. | 


FUNZIONI DI GREEN DEL SISTEMA DI FERMI PER T—-0 51 


(cfr. III, la formula (64,23)). Ne segue con chiarezza che la media 
della grandezza 7 può essere espressa in termini della matrice densità 
nella forma 


A 


(F)= N (f)= N | [faB0pa (F,, Fo)]e,=r dx, (7,16) 


dove Î3 è l’operatore' agente sulle coordinate di r, (occorre porre 
r, = rj dopo l'applicazione dell’operatore, ma prima dell’integra- 
zione). 

Secondo la (7,10) la matrice densità può essere espressa mediante 
la funzione di Green 


Lab (14, ly) ca — 4 Gus (L4, 3; t,+0, ro). (7,17) 


Qui (come ovunque più avanti) la notazione t, + 0 per l'argomento 
della funzione significa che il limite si calcola quando l’argomento 
tende da destra al valore #,. Il calcolo di questo limite garantisce 
una disposizione corretta degli operatori , coincidente con la loro 
disposizione nel prodotto (7,13). 

Per un sistema microscopicamente omogeneo, la matrice densità 
dipende unicamente dalla differenza r = r,j — r); quando essa è 
indipendente dagli spin, si ha pag = ap? ©, inoltre 


p(im=—G(i=—0, 7), (7,18) 
dove al posto di Gag (X,, X) è introdotta, in accordo con la formula 
(7,12), la funzione G(X, — X.,)= G(X). Per r,=r, e dopo il 
calcoto della traccia rispetto alle variabili di spin il prodotto nel- 


l’espressione (7,13) si trasforma in W:Y,, che è l'operatore densità 
del numero di particelle nel sistema. Pertanto la densità media del 
corpo è 


2 =2No (0) = — 2iG(t= —0,r=0) (7,19) 


(t tende inferiormente a zero). Questa uguaglianza stabilisce una. 
relazione fra il potenziale chimico u per 7 = 0 (dal quale G dipende 
come da un parametro) e la densità del numero di particelle N/V. 

Lo sviluppo di Fourier della funzione g (r}, r,) determina la 
distribuzione degli impulsi delle particelle 1) 


N(p)=N | g (14, ra) e ÎP01=12) dî (x, 2,)= 
= —i | G (t, r)|t=-0e7 PT d32. (7,20) 


1) Ricordiamo (cfr. III, $ 14) che la matrice densità di una sola particella 
è l’integrale 
pl t)= | P*(1,, ) Y1, 9d 


dove Y' (r, g) è la funzione d’onda dell'intero sistema, essendo r il raggio vettore 
di una sola particella e g l’insieme delle coordinate di tutte le altre particelle; 
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Questo è il numero di particelle (per unità di volume) con un 
determinato valore della proiezione di spin e con impulsi nell’in- 
tervallo d*p/(2x)?. Sottolineiamo che qui si tratta delle particelle 
vere e proprie e non delle quasi-particelle (queste ultime non sono 
ancora comparse nel formalismo descritto). La notazione N (p) 
è stata introdotta per non confondere la funzione di distribuzione 
n (p) delle quasi-particelle. 

Nel seguito, avremo a che fare normalmente con la funzione di 
Green nella rappresentazione degli impulsi, definita come compo- 
nente dello sviluppo di Fourier della funzione G (t, r) inter: 


. do d3 1 
G(t, r)= | G(@, p) eitor-on SECR, (7,21) 
G(0, p)= | G(t, r)e-ir-0%) gi d8r. (7,22) 


La distribuzione delle particelle rispetto agli impulsi si esprime 
mediante questa funzione in base alla formula 


N(p)=—i lim | G (©, p)e-i®! se, (7,23) 


t-+--0 E 


che si ottiene sostituendo la (7,24) nella (7,20). La sua normalizzazione 
è data dalla formula 
—2i lim | G (0, p) e-i0! done =, (7,24) 


t--0 


che rappresenta la condizione (7,19) espressa nella rappresentazione 
degli impulsi. Ciò vuo) dire che la distribuzione N (p) automatica- 
mente è normalizzata correttamente: 


d3 N 
2|N@pg=v- 


Notiamo che il limite nel quale vanno calcolati gli integrali 
(7,23-24) è equivalente a una regola definita di aggiramento nel 
piano della variabile complessa ©. L'esistenza del fattore e-'®! 
con t<0 permette di chiudere il cammino di integrazione (asse 
reale) con una semicirconferenza indefinitamente lontana nel semi- 
piano superiore © in modo che l’integrale viene determinato dai 
residui della funzione G (®, p) nei suoi poli che giacciono in questo 
semipiano. 


l’integrazione si estende a queste ultime. Le componenti di Fourier della matrice 
densità coincidono con l’espressione 
ipr 2 
W (r, g)e"® d3x| dq, 


da cui deriva il suo legame con la distribuzione degli impulsi delle particelle. 
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$ 8. Determinazione dello spettro energetico 
mediante la funzione di Green 


Quando il sistema è microscopicamente omogeneo, è facile deter- 
minare la dipendenza degli elementi matriciali di un operatore 
di Heisenberg dal tempo e dalle coordinate rispetto agli stati stazio- 
nari con valori definiti dell’energia e dell’impulso. 

La dipendenza dal tempo è data da un fattore esponenziale ordi- 
nario 


|P (i, r)|m)=e'0nm' n] pa (1) [m}, (8,1) 
ma siccome l'operatore « di Heisenberg è definito mediante l’opera- 
tore hamiltoniano N’, allora 

Onm = En — Em= En Em U(Nn— Nm) 


In accordo con le proprietà generali degli operatori y l’operatore w 
diminuisce (e Y* aumenta) di 1 il numero di particelle nel sistema. 
Perciò nell’elemento matriciale (8,1) si ha N, = Nm — 41 in modo 
che 


Onm = En (N) — En(N+1)+w, (8,2) 


dove sotto forma di argomenti sono indicati i numeri di particelle 
negli stati corrispondenti. | 
Per determinare la dipendenza dalle coordinate, osserviamo che, 
data l’omogeneità del sistema, gli elementi matriciali dei suoi. 
operatori pw non possono cambiare qualunque sia lo spostamento a 
una distanza r rispetto al sistema. Ciò non significa, però, che gli 
elementi matriciali in generale siano indipendenti dalle coordinate. 
Infatti, la differenza fra Wm (r) e il valore Wnm (0) in un dato punto 
= 0 è dovuta alle due cause seguenti: con lo spostamento alla. 
distanza r rispetto al sistema stesso e con la traslazione del punto 
di osservazione in un altro punto dello spazio, avviene contempora- 
neamente un cambiamento delle fasi delle funzioni d’onda. Per 
escludere questi ultimi cambiamenti, spostiamo il sistema del 
Vettore —r, applicando cioè alle sue funzioni d’onda l’operatore di 
traslazione parallela 


T(—r) — g-irf, 


dove P è l'operatore dell’impulso totale del sistema; vedi III, la 
formula (15,13). In seguito a queste operazioni il punto di osserva- 
zione riprenderà il suo posto iniziale nello spazio, ma resterà spostato 
rispetto al sistema del vettore r. L’invarianza degli elementi matri- 
ciali rispetto a questa trasformazione viene espressa dall’uguaglianza 


(n | Pa (0) |m)= n] eitPp_ (r) e-irb |m). (8,3) 
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Se negli stati n e m il sistema ha degli impulsi P, e Pm, allora 
(n |a (0)|m) = eftam"in/ pa (1) m), 
da cui 
(n | Wa (t, r) | m)= elmi Enm® (n| da (0)[m), (8,4) 
(n| Wi (t,r)|m)=(m|P(t,r)|n}*, 


dove knm = Pr — Pm. 

Queste formule permettono di ottenere un importante sviluppo 
nello spazio degli impulsi per la funzione di Green, che ne precisa 
il significato fisico. 

Essendo « discontinua » la definizione della funzione G (t, r), il 
calcolo di G (©, p) richiede che l’integrale in di nella formula (7,22) 
sia diviso in due integrali: da —c0 a 0 e da 0 a 00. Nel secondo di 
questi integrali (cioè per t = t, — t, =>0) abbiamo, sviluppando la 
definizione (7,10) in base alla regola del prodotto di matrici, 


G (tr) = Gaa= — + D(0] Pa (X,) | m)(m| Pi (X,)/0) 


(la sommatoria si estende a tutti gli stati quantistici del sistema). 
Sostituendovi le espressioni (8,4) e osservando che nello stato fonda- 
mentale P, = 0, troviamo 


G(t,r)= x Dl(01 da (0) | me) | e'Com'+Pm", (8,5) 


dove Gomi= Eo (N)— Emn(N+1)+Ww 

L' integrazione estesa “allo spazio nella formula (7,22), dove 
G (t, r) è presa dalla (8,5), dà a ciascun termine della somma una 
funzione è: è (p — Pm). Quando invece si integra in dt (ft > 0), per 
assicurare la convergenza occorre aggiungere ad © una parte imma- 
ginaria infinitesima positiva, sostituendo cioè ®© + è + i0 1). Allora 
otteniamo 


{ {60 reco dz di= 
0 
D) 3 Cao te) — Pm 
= A SOI $2 (0) m) PLL, 
mm 


1) Questo procedimento è analogo al metodo 1 calcolo delle funzioni di 
Greeri in elettrodinamica quantistica (cfr. IV, $ 76). 
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Analogamente si calcola l’integrale in dt da —c0 a 0. Pert<0; 
al posto della (8,5) abbiamo 


G(t, r)= Y|(m]|da(0)[0) fPettOmot-Pm®, (8,6) 


dove ®mo = Em (N — 1)— E (N) + u. Calcolando ora l'integrale 
da —c0 a 0 e sommando i due integrali, otteniamo 


__ (2)? Amò (P_Pm) 
G(0, p)=-5 D{aTrTEh ME + 


Bmò (P+ Pm) 
+ O+P+Em(N-1)E(N)-i0 J° (8,7) 


dove sono introdotte le notazioni 


Am=|(0] Pa (0)[m)P, Bm=|@2] $2(0)10)f. (8,8) 


Questo è lo sviluppo richiesto 1). 
Introduciamo le notazioni 


en =Em(N+1)-Eo(N), em =E0(N)-Em(N-1) (8,9) 


per le energie di eccitazione, definite in base alle differenze fra il 
livello eccitato del sistema con un determinato numero di particelle 
e lo stato fondamentale avente una particella di più o di meno. Gli 
indici (+) e (—) mostrano che queste energie 


en > en<u (8,10) 


Osservando infatti che E° (N+1)T— Z.(N)x dEG0N = Lu è il 
potenziale chimico per 7 = 0, scriviamo ad esempio 


e = Em(N+1)—E(N+1)+E,(N+1)- EN 
2 [Em (N+1)— E (N+1)]+u 


Ma la differenza fra parentesi quadre (dove le due energie corri- 
spondono a due sistemi‘aventi un medesimo numero di particelle) è 
positiva in accordo con la definizione di stato fondamentale; ne 
consegue che e > u. Sul significato della definizione (8,9) torne- 
remo più avanti. 

Lo spostamento dei poli nei termini della somma (quali fun- 
zioni di ©), che viene espresso dagli addendi +0 ai loro denominatori 


1) Uno sviluppo analogo nella teoria quantistica dei campi viene detto 
formula di Kallén-Lehmann (cfr. IV, $$ 101, 108). 
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equivale alla comparsa di parti immaginarie ò-funzionali in base 
alla regola 1) 
e PA 
cti0 
Applicando questa regola all’espressione (8,7), otteniamo la parte 
reale della funzione di Green 


Amò P Bmò (p+P 
ReG(o, pj=4n? Y} P|fnpe_tn. Pal tim] (8,12) 


=PisF ind (2). (8,11) 


e la sua parte RRERE (dove si deve tener conto che tutte le 
differenze e — u> 0 e tutte le differenze en — pb<0): 


ImG(0, p,= 
— 4504 DI Amò (P_Pn)6(0+p—e2) per 0>O, 


(8,13) 
Artt >) Bmò(P+ Pm) S(0+p—eG)) per 0<0. 
Di qui si vede che si ha sempre 
sign Im G (0, p) = —sign ©. (8,14) 


È da notare anche l’andamento asintotico della funzione G (@, p) 
per 0 + co. Dalla (8,7) ricaviamo 


G(0, p,= sa 3: [Amò (P—_Pm) + Bmò (P+Pm)] 


Come è facile vedere, il coefficiente di 1/0 è uguale alla componente 
di Fourier in r, — r, di 


Luo (+ p+ TI 
5{Yalt, 1) Pa (1, ra) + Vi (6, ra) Ya (1, r)}=d (rr), 


. ossia vale 1. Quindi, 
G(0, pp>1/0 per || c0. (8,15) 


La proprietà principale della funzione di Green nella rappresen- 
tazione degli impulsi è che i suoi poli possono giacere soltanto nei 
punti © = Em — U, dove Em sono energie di eccitazione discrete 
del sistema, definite nel modo suindicato. Ognuna di queste energie 


1) Cfr. III, la formula (43,10). Il segno P significa che, integrando espres- 
sioni della forma f(2)/(c + (0), DARCOTA.o va inteso come valore principale 


NTO i) 
| z+ iù cem È dat isf (0). 
Il secondo termine è dovuto all'agvitamionio del polo £ = —i0 (o r = i0) 
superiormente (o inferiormente) su una semicirconferenza. 
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corrisponde a un determinato valore dell'impulso Pm del sistema; 
ne è prova l’esistenza della corrispondente funzione è in ogni termine 
contenente un polo della funzione di Green. 

Tuttavia, noi ci interessiamo qui alla funzione di Green di un 
corpo macroscopico. Ciò vuol dire che consideriamo il limite allorché 
il volume V e il numero di particelle N tendono all'infinito (per un 
dato valore finito del rapporto N/V). In questo limite, le distanze 
fra i livelli del sistema tendono a zero, i poli della funzione G (@, p) 
si fondono e non si può affermare altro che questa funzione ha parte 
immaginaria per valori © -+ pu nel dominio continuo dei valori pos- 
sibili dell'energia di eccitazione del sistema. Tuttavia, fanno ecce- 
zione le eccitazioni in cui tutto l'impulso p del sistema macroscopico 
può essere ascritto a una sola quasi-particella munita di una legge 
di dispersione e (p) (ricordiamo che nello stato fondamentale del 
sistema p= 0); a questi valori corrispondono poli isolati della 
funzione di Green. 

Se, invece, l'impulso p è composto di impulsi di più quasi-par- 
ticelle, l'energia del sistema non viene definita più univocamente dal 
valore p: un dato impulso del sistema può essere composto in diverso 
modo dagli impulsi delle quasi-particelle, e la somma delle loro 
energie assume, in questo caso, una serie continua di valori; integran- 
do su tutti questi stati, si può eliminare il polo. 

— Quindi, la legge di dispersione delle quasi-particelle è data dal- 
l'equazione 
G°(e-u, p)=0 (8,16) 


(V. L. Bonè-Brueviù, 1955). 

Sottolineiamo che la determinazione dell'energia di eccitazione 
in base alla formula (8,9) corrisponde esattamente alla definizione 
di energia delle quasi-particelle nella teoria di Landau. Infatti, la. 
differenza ex° è la variazione dell’energia del sistema quando vi si 
aggiunge una particella; attribuendo tutta questa variazione a una 
sola quasi-particella, noi definiamo e in accordo con la (1,3). Analo- 
gamente, —em è la variazione dell'energia quando si toglie una 
ul cosicché em è l'energia della quasi-particella tolta. 

naturale perciò che ew < pu, poiché, secondo la teoria di Landau, 
una quasi-particella può essere allontanata soltanto dal di dentro 
della sfera di Fermi 1). 

Poiché tutti gli stati eccitati che figurano nello sviluppo (8,7) 
sì ottengono dallo stato fondamentale per aggiunta o sottrazione 
di una particella (a spin 1/2), è chiaro che nel caso di un sistema di 
fermioni i poli della funzione di Green determinano unicamente lo 


1) È da notare che nella definizione di energia delle quasi-particelle e) 
il livello eccitato del sistema Em figura con il segno negativo. Ciò è dovuto al 
fatto che l'impulso di queste quasi-particelle vale p= —Pm, come lo si vede: 
dalla funzione 6 (p + P_) nei corrispondenti termini dello sviluppo (8,7). 
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spettro di eccitazioni elementari del tipo di Fermi. Più avanti, al 
$ 18, verrà mostrato come si determina il ramo di Bose. 

La descrizione dello spettro di un sistema macroscopico mediante 
il concetto di quasi-particelle con una data dipendenza di e da p è 
ana descrizione approssimata la cui precisione cala all’aumentare di 
| e — p |. La deviazione dal quadro di quasi-particelle indipendenti 
si rivela nello spostarsi del polo della funzione di Green verso il 
dominio complesso: l’energia £ (P) diventa complessa. In accordo 
con le regole generali di meccanica quantistica (vedi III, $ 134), la 
complessità dei livelli energetici significa che la durata di vita © 
dello stato eccitato del sistema è finita (t — 1/| Im e |). La grandezza 
stessa Îm e caratterizza quanto siano « smussati » i valori dell’ener- 
gia della quasi-particella (larghezza del livello). È ovvio che questa 
interpretazione ha senso soltanto a condizione che la parte immagi- 
maria sia sufficientemente piccola: |Ime|<«%|[|&e—T— yu]. Come è 
stato mostrato al $ 4, questa condizione viene soddisfatta effettiva- 
mente per gli stati debolmente eccitati del sistema in quanto 
|Ime|--1/to (fp — pr), mentre Rel(e— u) oo |p—_ pr l 

Il segno necessario di Im e viene garantito dalla determinazione 
«el segno della parte immaginaria della funzione di Green. Infatti, 
nell’intorno del suo polo questa funzione ha la forma 


Z 
G(o, P)= TE=TD)' 


«dove la costante Z > 0 poiché i coefficienti Am, Bm nello sviluppo 
8,7) sono positivi; spesso la grandezza Z si chiama (per analogia con 
l’elettrodinamica quantistica) costante di rinormalizzazione. La parte 


n 


immaginaria della funzione di Green è 


‘ZIime 
I RP 
ade ET 
Osservando che questa espressione è riferita ai valori 0 € — È 
€ confrontandone il segno con la regola (8,14), troviamo che 


Ime<0 per Ree>yu, 
Ime>0 per Ree<u, 


‘come deve essere: questo segno di Im e corrisponde in entrambi i 
casi (ex’ ed e&' nella formula (8,9)) all'aggiunta immaginaria 
negativa corretta all’energia Em dello stato eccitato. 

Sulle proprietà analitiche della funzione di Green torneremo 
.ancora nel $ 36, dove questa questione verrà studiata direttamente 
per il caso generale di temperature arbitrarie. 


(8,17) 


(38,18) 


$ 9. Funzione di Green di un gas di Fermi perfetto 


Per illustrare le relazioni generali ottenute al paragrafo prece- 
dente, calcoliamo la funzione di Green di un gas perfetto. 
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Gli operatori w di Schròdinger si possono rappresentare sempre 
sotto forma dello sviluppo 


da (1) = 2: apopa (1, 0) (9,1) 


nel sistema completo di funzioni wpa (0), che sono funzioni d'onda 
spinoriali della particella libera di impulso p (e di proiezione dello 
spin o), cioè nelle onde piane 


Ppa ci VAT 


(ua è l'ampiezza spinoriale normalizzata in base alla condizione 
Uzuà = 1); le funzioni wp scelte in questo modo non riguardano 
l'interazione reale di particelle nel sistema. 

Ma per un sistema di particelle non interagenti l'operatore w di 
Heisenberg può essere scritto anch’esso sotto forma esplicita. In 
questo caso il passaggio dalla rappresentazione di Schròdinger a 
quella di Heisenberg si riduce all'introduzione in ciascun termine 
della somma dello sviluppo (9,1) del fattore temporale corrispondente 


t,r)= a a popo (r, 0) exp [ —-i (PL ) | ; (9,3) 


eipr (9,2) 


È facile convincersene osservando che gli elementi matriciali del- 
l'operatore di Heisenberg, per qualsiasi transizione i + f, devono 
contenere i fattori exp [—i (E; — £;}) tl], dove E;, E; sono rispetti- 
vamente le energie degli stati iniziale e finale (nel caso considerato 
esse rappresentano autovalori dell'operatore hamiltoniano H' = 


= H — uN). Per la transizione accompagnata dalla diminuzione di 
14 del numero di particelle nello stato pa la differenza £j — £; vale 
p*/2m — L in modo che la suddetta condizione viene soddisfatta. 

Tuttavia, anziché calcolare direttamente la funzione di Green 
mediante la relazione (9,3) in base alla definizione -(7,10), è più 
comodo ridurre dapprima questa definizione a un'equazione diffe- 
renziale equivalente. A tal fine deriviamo la funzione Gag (X} — Xa) 
rispetto a t,. In questo caso si deve tener presente che questa funzione 
è discontinua nel punto t, = t,. Infatti, in accordo con la definizione 
(7,10) il salto della funzione è 


[Gap] = Gas li=t2+0 == Gap les>ta- o0= 
= — i Po (2,11) Pi (t,, Fo) + Pi (t4, F2) Pa (t4, F4)) 
ossia, in virtù della (7,3) !), 
[Gag] = — i6agò (ra —r2). (9,4) 


| 1) Sottolineiamo che il valore di questo salto è indipendente dall’intera- 
zione fra le particelle! 
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L'esistenza del salto conduce, durante la derivazione, alla comparsa 
del termine ua è (t, — t.). Perciò 


PAPERE (pri 101 ta ST x) 
— 1898 (rr) 8 (01-49): (9,5) 


Per un sistema di particelle libere l'operatore + di Heisenberg 
verifica l'equazione 


dr 


P da DI 1 T n 

ia = — dm DYa_hWfa 
(cfr. la (7,8)). Sostituendo questa derivata nella (9,5) e di nuovo 
tenendo conto della definizione (7,10), otteniamo per la funzione di 
Green la seguente equazione: 


(3 +3 +4) G0 (t,7) =8 (4) 6 (2), (9,6) 


dove si è già posto Ga = 8a 6G! e l’indice (0) di G mostra l'assenza 
di interazione fra le ‘particelle, | 
Trasformiamo questa equazione secondo Fourier: 


(0-7 +e) GO (©, pj=1. 


Definendo mediante questa relazione la funzione di Green, occorre 
aggiungere ad © una parte immaginaria infinitesima in modo tale 
che la parte immaginaria di G abbia segno corretto (in accordo con 
la (3,14)): 


G°0 (, p=[o- +p+:0-sign ©]. (9,7) 


Il polo di questa espressione si trova per ® + u = € (p) = p?/2m 
in accordo con il fatto che in un gas perfetto le quasi-particelle coin- 
cidono con le particelle reali. Il potenziale chimico del gas di Fermi 
perfetto è u = p}/2m. Per gli stati debolmente eccitati il valore dì 
p è vicino a pp in modo che si può effettuare la sostituzione p?/2m & 
2 u + vr (P — Pr), dove vr = pÒim, e riscrivere la funzione di 
Green per questi stati nella forma 


GO (0, P) =[@— vr (p a Pr) +10. sign 0]. (9,8) 


Qualunque sia l’integrazione con la partecipazione della funzione 
G‘®, l’esistenza della parte immaginaria infinitesima al suo denomi- 
natore è essenziale unicamente nell’intorno del polo, allorché ®© x 
2 vp (P — pr). Da questo punto di vista si può sostituire sign © 
nella (9,7) con sign (p — pr) e scrivere G° nella forma 


GO (0, p,= [0 — p#2m + p+ i0-sign (fp — pr). (9,9) 
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Questa sostituzione*è essenziale in quanto G°‘ rappresentata nella 
forma (9;9) risulta essere un’unica funzione analitica della variabile 
complessa w in tutto il piano e, per il calcolo degli integrali, si può 
ricorrere ai metodi della teoria delle funzioni analitiche. 

Così, per calcolare l’integrale (7,23) (la distribuzione degli im- 
pulsi delle particelle) a # negativo diverso da zero, chiudiamo il 
cammino di integrazione (asse reale ©) con una semicirconferenza 
indefinitamente lontana nel semipiano superiore (dopo di che si 
può porre t = 0). L'integrale 


N(p=- | 


verrà determinato ora dal residuo dell'espressione integranda in 
un polo giacente nel semipiano superiore. Per p > pr questo polo 
non esiste, cosicché N (p) = 0. Se, invece, p< pr, allora troviamo 
che N (p) = 1, come deve essere per lo stato fondamentale del gas 
di Fermi perfetto. 


do 
o— p?/2m + u+i0-sign (p— pp) 


$ 10. Distribuzione degli impulsi delle 
particelle del liquido di Fermi 


La funzione di Green del liquido di Fermi non può essere calco- 
lata, ovviamente, in forma generale, come l’abbiamo fatto per 
il gas di Fermi. Ma l'affermazione secondo la quale il liquido di 
Fermi ha uno spettro del tipo descritto al $ 1 significa che la sua 
funzione di Green ha un polo per 


o= € (p)— p ve(p— pr), ve=ppim*. (40,1) 
In altre parole, essa può essere rappresentata nella forma 


Z ; 

G(o, P)= = pa) ribsigno 18(0; P); (10,2) 
dove g (©, p) è una funzione finita nel punto (10,1). Come è stato 
già rilevato in proposito della (8,17), il coefficiente Z (il residuo della 
funzione G nel polo) è positivo. 

Dall’espressione (10,2) si può trarre una conclusione interessante 
inerente alla natura della distribuzione degli impulsi delle particelle 
del liquido (non delle quasi-particelle!). E precisamente, calcoliamo 
la differenza fra i valori della funzione di distribuzione N (p) (di- 
pendente di fatto soltanto dal valore assoluto di p) da ambedue le 
parti della superficie della sfera di Fermi, cioè il limite della diffe- 
renza 


N(Pr-9-N((Pr+9) 
perg= +0. 
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La distribuzione N (p) si esprime mediante la funzione di Green 
con l’integrale (7,23). Essendo finita la funzione g (®, p), è evidente 
a priori che la differenza dei suoi integrali tenderà a zero per qg+ 0. 
Pertanto è sufficiente considerare la sola differenza degli integrali 
dei termini contenenti poli nella (10,2). Poiché durante l’integra- 
zione il termine i0 a denominatore è essenziale soltanto nell'intorno 
del polo, si può scrivere (come è stato già detto al $ 9) sign (p — pr) 

al posto di sign ©. Allora abbiamo 


N(pr-9)—N(Ppr+t9)= 
=— i \ {È A I 
‘ O+vpg— iù o-vpd+i0) 2% 

— 00 

(data la convergenza di questo integrale 

della differenza, vi si può omettere il 

fattore e-i®* con t = — 0). Chiudendo 

Fig. 1 ora il cammino di integrazione con una 

semicirconferenza indefinitamente lontana 

(in uno qualsiasi dei semipiani), troviamo che l’integrale vale Z e 
non dipende da g. Quindi abbiamo 


N (pe —- 0) - N (pp +0)=Z (10,3) 


(A. B. Migdal, 1957). 
Sopra è stato mostrato che Z > 0. Poiché N (p)< 1, allora dalla 
(10,3) risulta che 


0<Z<1 (10,4) 


(il valore Z = 4 si ottiene soltanto nel caso limite del gas perfetto). 

Quindi, la distribuzione degli impulsi delle particelle nel li- 
quido di Fermi per 7 = 0 ha, come nel caso del gas, un salto sulla 
superficie della sfera di Fermi diminuendo nella direzione dall’in- 
terno verso l’esterno della sfera. A differenza del gas, il valore del 
salto è però minore di 41, e la funzione N (p) resta diversa da zero 
anche per p © pr, come è rappresentato dalla curva continua nella 
fig. 1 (la linea tratteggiata corrisponde al gas). 


$ Z1. Calcolo delle grandezze termodinamiche 
in base alla funzione di Green 


La conoscenza della funzione di Green di un sistema è sufficiente 
per descriverne le proprietà termodinamiche. Per 7 = 0 queste 
proprietà vengono espresse dalla dipendenza dell’energia del sistema 
(coincidente con l’energia £, dello stato fondamentale) dalla den- 
sità N/V. 

Dopo aver definito (mediante l’equazione (8,16)) la legge di 
dispersione delle quasi-particelle € (p), si può trovare questa dipen- 
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denza tenendo conto che 


€ (pr) = h. (11,1) 

Poiché la dipendenza di pr da N/V è nota e, in accordo con la (1,1), 
vale 

pr = (3xn?)/* (N/V)I, (11,2) 


l'uguaglianza (11,1) definisce la funzione u (N/V) (anche se in forma. 
implicita in quanto la legge di dispersione e (p) contiene, in generale, 
u quale parametro). Per 7 = 0 (e quindi per S = 0) il potenziale: 
chimico è u = (0E/0N)y; integrando questa uguaglianza troviamo 
l'energia cercata 


N 
ke hu (7) dN (11,3) 


(per N = 0si ha, ovviamente, £, = 0). 
Un altro modo di descrizione delle proprietà termodinamiche per 
T = 0 consiste nel calcolo del potenziale termodinamico £. Secondo: 
la definizione generale (vedi V, $ 24) questo potenziale vale £ = 
= E _ T$S—-uN = — PV e il suo differenziale d0 = — S dT — 
— N du; per 7 = 0 abbiamo anche S = 0, e queste espressioni di- 
ventano 
Q=E—- uN, (11,4) 
d92 = — N du. (11,5) 


Ricordiamo anche che per il suo significato il potenziale £ descrive 
le proprietà del sistema per V = costante. 

Il metodo più semplice di esprimere £ attraverso la funzione di 
Green consiste nell’utilizzazione del legame (7,24) esistente fra 
NI/V e G. Sostituendo N dalla (7,24) nella (11,5) e integrando in 
du (per V = costante), otteniamo 


n 
: : «na d3pd 
Q (Lu) =2iV | dp-lim, Î G(@, p)e-i0t TESS, (11,6) 
a 


poiché si ha di nuovo 2 = 0 peru=0. 


$ 12. Operatori Y nella rappresentazione 
dell'interazione 


È ovvio che non si può calcolare in forma generale la funzione 
di Green di un sistema di particelle interagenti. Tuttavia esiste un 
formalismo matematico (simile alla tecnica dei diagrammi nella 
teoria quantistica dei campi) che consente di calcolarla sotto forma 
di una serie di potenze dell’energia di interazione delle particelle. 
In questo caso ciascun termine della serie viene espresso mediante la 
funzione di Green del sistema di particelle libere e l'operatore di 
interazione. 
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Accanto alla rappresentazione di Heisenberg ne introduciamo 
un’altra, ossia una rappresentazione in cui la dipendenza degli ope- 
ratori dal tempo è determinata non dall’operatore hamiltoniano 
vero del sistema 


i'=MNOL0= Ru 40 


(V è l’operatore di interazione), bensì dall'operatore hamiltoniano 
delle particelle libere 7’: 


W, (8, r)= exp HH") pr) exp(—i9" 1). (12,1) 


In questa rappresentazione (detta rappresentazione dell'interazione) 
distingueremo mediante l’indice 0 gli operatori dalle funzioni d’on- 
da. Esprimendo la funzione di Green mediante gli operatori Y, 
{al posto degli operatori di Heisenberg Y), facciamo così il primo 
passo verso il nostro scopo, ossia l’espressione di G mediante G0® 
e V. 

In questo paragrafo indichiamo con la lettera ® (o ) le funzioni 
d’onda nello «spazio dei numeri di riempimento » (a differenza 
delle funzioni d’onda coordinate Y o w); su queste funzioni agiscono 
gli operatori della seconda quantizzazione. Sia g una tale funzione 
nella rappresentazione di Schrodinger; la sua dipendenza dal tempo 
è data dall’equazione PEIRCE 


i = (H04D)q. (12,2) 


Nella rappresentazione di Heisenberg, dove tutta la dipendenza 
temporale è riportata sugli operatori, la funzione d’onda ® del 
sistema è in generale indipendente dal tempo: D = costante. Nella 
rappresentazione dell’interazione, invece, la funzione d’onda ©, 
dipende dal tempo, ma questa dipendenza è legata unicamente all’in- 
terazione fra le particelle del sistema e determinata dall’equazione 


i 3 Do (=, (8) Do (8), (12,3) 


dove 
V, (1) = exp (ill (09) V exp (— il (0) (12,4) 


‘è l'operatore di interazione nella stessa rappresentazione (per gli 
operatori della forma (7,6-7) il passaggio a questa rappresentazione 
si riduce semplicemente alla sostituzione di Y con Y,). L'equazione 
(12,3) si ottiene facilmente osservando che alla trasformazione degli 
‘operatori in base alla (12,1) corrisponde la trasformazione delle fun- 
zioni d'onda secondo 


D, = exp (ill’0t) q (12,5) 
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(vedi III, $ 12). Derivando questa espressione e tenendo conto della 
(12,2), otteniamo la (12,3) 1). 

In virtù della (12,3) i valori di ©, (t) in due istanti indefinita- 
mente vicini sono legati dall’uguaglianza 


D, (+68) =[1—- ist-V (0) = 
= exp {— idt-V, (t)} Do (1). 


Rispettivamente il valore D, all’istante arbitrario £ può essere e- 
spresso in funzione del valore a un certo istante iniziale to (fo < £) 
come 


®, (6) = $ (t, to) Do (to), (12,6) 


dove 


$ (8, t)=, Ù exp{—i6t-V (t,)}, (12,7) 


tito 


mentre i cofattori in questo prodotto sono disposti, evidentemente 
da destra a sinistra nell'ordine di crescita dei tempi t;; il limite del 
prodotto si intende rispetto a tutti gli intervalli indefinitamente 
piccoli èt compresi fra t, e #. Se V, (t) fosse una funzione ordinaria 
questo limite si ridurrebbe semplicemente a 


t 


exp{—i | Vo (1) di), 


lo 


Ma questa riduzione è basata sulla commutatività dei fattori cal- 
colati ad istanti differenti, la quale è supposta nel passaggio dal 
prodotto nella (12,7) alla sommatoria nell’esponenziale. Per l’ope- 
ratore V, (t) questa. commutatività non esiste e la riduzione a un 
integrale ordinario è impossibile. Si può invece scrivere la (12,7) 
in forma simbolica 


$ (t, i)=Texp{—i Vo (1) di), (12,8) 


dove T è il simbolo di disposizione cronologica dei fattori nello 
stesso ordine che nella (12,7), cioè da destra a sinistra, dai tempi più 
piccoli a quelli più grandi. 


1) L'equazione (12,3) coincide con la (73,5) del volume IV, e il processo 
di risoluzione seguente ripete quello del volume IV, 3. 
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L'operatore S è unitario (S-1 = $+) e gode delle seguenti pro- 
prietà evidenti: 
S (63, t2) S (ta, t)=S(ta, t), 
| (12,9) 
S- (ta, #1) S- (t3, t)= S (£3, t)). 


Per renderé più semplici le ulteriori considerazioni, partiamo dal- 
l’ipotesi formale (che non incide sui risultati finali) che l’interazione 


V, (t) intervenga adiabaticamente da # = — co ad istanti finiti e 
scompaia adiabaticamente per t = + co. Allora per t + — 00, 
prima che vi fosse l’interazione, la funzione d’onda ©, (t) coincide 
con la funzione di Heisenberg ®. Ponendo nella (12,6) tè = — 00, 
otteniamo | 


D, ()= È (t, — 0) ©. (12,40) 


Stabilendo in questo modo un legame fra le funzioni d’onda in am- 
bedue le rappresentazioni, noi stabiliamo così anche la legge di 
trasformazione degli operatori, compresi gli operatori y: 


d = SA (6, — 0) 5 (t, — 00). (12,11) 


In forza dell’unitarietà di S, gli operatori Y* si trasformano anch’es- 
si in base alla stessa legge. 

Esprimiamo ora la funzione di Green mediante gli operatori p 
nella rappresentazione dell’interazione !). Sia t, > tg; allora 


Gap (X,, Xa)= —i(Palt) Pi (6) = 
e (t,, — 00) Poi (£,) $ (8, — 00) X 

x 81 (t,, — 00) Pig (19) Î (12, — 00)). 
Secondo la (412,9) abbiamo 
8 (t4, —00) ST (19, — 00)=S (t4, t2) Î (t2, — 00) St (ta, —00)=S(t1, ta), 

S-1(t,, — 00)=S4(t,, — 00) $4 (00, #,) S (00,8) = 
=$ (00, — 00) $ (00, L,). 
- Sostituendo nell’espressione precedente, otteniamo 
Gag (Xin X2) = — i ($! (00, — 00) $ (00, t1) Pra (11) S (ty, ta) x 
x Bis (ta) $ (la, — 00)). 


Intendendo gli operatori S comè prodotti (12,7), vediamo che tutti 


1) Questa conclusione ripete i ragionamenti del volume IV, $ 100. 
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i fattori nell’espressione di cui si è fatta la media sono disposti, a 
cominciare dal secondo, in ordine cronologico da destra a sinistra, 
da t = — co a t = co. Pertanto possiamo scrivere 


Gap (Xi, Xa) = — i (SAT [Poa (14) Vis (12) S]), = (12,12) 
dove 


$= $ (00, — 0)=Texpf—i UA (0) de}. (12,13) 
— 00 

I calcoli per t1 < i, si differenziano da quelli eseguiti soltanto 
per le notazioni, e il risultato finale (12,12-13) è valido qualunque 
siano 2, Îo. 

La trasformazione effettuata è indipendente dallo stato del si- 
stema rispetto al quale la media viene presa in considerazione. Ma 
se si prende la media rispetto allo stato fondamentale (così come nel- 
la (12,12)), la trasformazione può essere estesa ancora di più. Osser- 
viamo a tal fine che l'inclusione o l'esclusione adiabatica dell’in- 
terazione, così come ogni perturbazione adiabatica, non può impli- 
care una transizione con cambiamento dell’energia del sistema quan- 
tistico (vedi III, $ 41). Perciò il sistema che si trovava in uno stato 
non degenere (tale è lo stato fondamentale) resta in questo stesso 


stato. In altre parole, l’azione dell’operatore S sulla funzione d'onda 
® = DD, (— cc) si deve ridurre alla moltiplicazione per un fattore 


di fase (inessenziale per lo stato), ossia per la media di $ nello stato 


fondamentale: SD = (S) ©. Allo stesso modo, D*S-1 — (S)1D*. 
‘In tal modo otteniamo infine la seguente formula per la funzione 
di Green espressa mediante gli operatori nella rappresentazione 
dell’interazione 1): 


IG (Xi Xx) =77=XT Pon (X,) Pio (43) SI). (12,14) 


In accordo con il significato stesso di questa rappresentazione, 
la media nella (12,14) si prende rispetto allo stato fondamentale del 


sistema di particelle libere. Infatti, le proprietà degli operatori UA 


coincidono con le proprietà degli operatori di Heisenberg Y in as- 
senza di interazioni, e la funzione d’onda di Heisenberg © è indipen- 
dente dal tempo e, quindi, coincide con il proprio valore per 
tè = — co, quando l'interazione non esiste. Pertanto, in particolare 


(TW oa (X1) Pio (Xa)) = IG (X1, Xa) (12,15) 
è la funzione di Green di un sistema di particelle non interagenti. 


1) Notiamo una certa convenzionalità delle notazioni nella (12,14): anche 
se il simbolo T vi figura due volte (in forma esplicita e nella definizione di S), 
in realtà tutti i fattori nel prodotto devono essere disposti in un’unica succes- 
sione cronologica. 
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$ 13. Tecnica dei diagrammi per il sistema 


di Fermi 


Il senso di espressioni simboliche del tipo (12,14) è che esse 
danno la possibilità di scrivere facilmente i termini successivi degli 


sviluppi in potenze di V. Così, 
(TPoa (X) Pig (X) 5)= 


—»} Coi { di, ‘0° | din (TPoa (X) Xx 
n=0 — 00 e 


X Pio (X°) Vo (11) -.. Volta), (13,4) 


e l’espressione per ($) differisce da quella scritta soltanto per l’as- 
senza dei fattori Ya Yip sotto il segno del prodotto T. Come è stato 
già detto, l’operatore V, (t) nella rappresentazione dell’interazione 


si ottiene dalla (7,7) sostituendo tutti gli Y con Yy. Il calcolo dei 
termini successivi dello sviluppo (13,1) si riduce, quindi, al calcolo 
delle medie, rispetto allo stato fondamentale, del prodotto T di un 
numero diverso di operatori w di particelle libere. 

Questi calcoli diventano, in misura notevole, automatici median- 
te le regole della fecrica dei diagrammi, le quali, però, dipendono 
essenzialmente dalla natura del sistema fisico in esame. La tecnica, 
che sarà data in questo paragrafo, si riferisce a sistemi di Fermi non 
superfluidi in cui l'interazione fra le particelle è supposta a coppie 
e non dipendente dagli spin. L'operatore di interazione corrisponden- 
te è 


Do (9= | Pix (6, 1) Viole, ra) U (era) Pos x 
X (t, ro) Loy (t, ri) dir, dir, (13,2) 


dove U (r, — r.) è l’energia di interazione fra due particelle (omet- 
tiamo gli indici (2) di Ve di 7). 

La media dei prodotti di operatori + viene calcolata mediante il 
teorema di Wick che è così formulato 1): 

la media del prodotto di un qualunque numero (pari) di operatori 


® e P+ è uguale alla somma dei prodotti di tutte le medie (convoluzio- 
ni) a due a due possibili di questi operatori. Gli operatori di ogni 
coppia sono disposti nello stesso ordine che nel prodotto iniziale. 
Il segno di ciascun termine della somma è determinato dal fattore 
{—1)P, dove P è il numero di permutazioni di operatori da eseguire 
per mettere in fila tutti gli operatori di cui si fa la media. 


1) Per non interrompere l'esposizione del materiale, rimandiamo la dimo- 
strazione di questo teorema alla fine del paragrafo. 
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Sono diverse da zero soltanto le convoluzioni in cui entra un 
operatore ‘Y e un operatore Y*: tutte le particelle nell'elemento 
matriciale diagonale, che vengono annichilate dall’operatore Y, 
devono essere nuovamente generate dall’operatore Y*. Perciò è 
chiaro che la media del prodotto di più operatori può essere diversa 
da zero solo se contiene un numero uguale di operatori Y e Y+. 

Applicato alla media del prodotto T il teorema di Wick permette 
di esprimerla in funzione delle medie di coppie di prodotti T, ossia, 
in accordo con la (12,15), mediante le funzioni di Green delle parti- 
celle libere. Effettuiamo questa operazione per la correzione del 
primo ordine nella funzione di Green del sistema di particelle inter- 
agenti. 

Notiamo preliminarmente che lo sviluppo dell’espressione a 
numeratore della formula (12,14) in base al teorema di Wick im- 
plica la comparsa di termini della forma 


(TWoa (X1) Pio (Xa)) (S) = i (X,, Xa) $), (13,3) 


in cui una coppia di operatori w « esterni » (rispetto a $) forma una 


convoluzione; quanto all’espressione (£), essa contiene (in ogni 
termine del suo sviluppo) soltanto convoluzioni di operatori « inter- 


ni » tra loro. Il fattore (S) si semplifica completamente con il de- 
nominatore nella (12,14) e, di conseguenza, tutti questi termini dan- 
no semplicemente una funzione di Green « imperturbata » iGGb. 
Se conserviamo i due primi termini dello sviluppo nella (13, 1), 
dopo aver sostituito la (13,2) e cambiato la notazione delle variabi- 
li, allora otteniamo 


iGag (Xin X2) = iGGB + 1668) 
dove 


IGR= — + (TPoa (X,) Pig (X) x 


> | di | d'xz Bri, (t, r3) Pi (t, ra) U (r3 ra) X 


- 00 


x Pos (t, r,) Py (t, r3)). 


Per rendere più compatta la scrittura delle formule, introducia- 
mo la notazione 


U (X,1-X)=U(r,-r,)b(t,-t2). (13,4) 
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Allora !) 
iGR= 1 | TERI) VudtX dg, 


dove d'X = dt dx. 

Per trovare la media in base al teorema di Wick, scriviamo se- 
paratamente gli operatori e indichiamo tutte le varianti necessarie 
di convoluzioni: 


Ce E cera 
CPLVE PI PT Pa) > PIPEYIPTT.Y:+ 
wvw_——— yp°> 


PES 


pren LT 
+ PPPPTo, + PPIVITiYW, VW. + 
po E eli nti Sen” 


JT 
+ PIPE PRETE. Y, 
y_——_—— 
i 
In accordo con quanto detto sopra, abbiamo omesso i termini con- 
tenenti la convoluzione Y,Yj. Gli operatori che formano una con- 
voluzione a due a due (congiunti con archi) si devono mettere l'uno 
‘vicino all’altro. Così, il primo operatore nella relazione suindicata 
corrisponde al prodotto 
(TP PI) TIT.) (TTT) 
e l'ultimo 
— (TP,ÙY) (TIP, ) (EP). 


Le convoluzioni di prodotti di operatori w di diversi argomenti ven- 
gono sostituite nel seguente modo: 


Pis= TE, Tp) = 10%, PET, = — ila ecc. 


Quanto alle convoluzioni di operatori p di argomenti identici, esse 
| rappresentano la densità spaziale del numero di particelle in un gas 


1) Qui e più avanti, per rendere più semplice la scrittura di espressioni 
particolarmente complesse, conveniamo di omettere l’indice di Y, e di indicare 
con gli indici numerici 1, 2, ... l'insieme di valori dell’argomento X e del- 
l’indice di spin: 

Y1= Pa (X3), W, = Ya (Ko), ... 
G13 = Gap (X1, Xa)) U1,=U(X1_-X2). 
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perfetto (indichiamola con n‘), intesa come funzione del potenziale 

chimico 1): 

(2mp)3/2 
ona? 0° 


(dot) ni (u)= (13,5) 


Otteniamo così 
IGO — + | d'X, d'X,. Uss[— GG GOG —- 
— GOGOGL + inOGOGO | inOGY GO] . 


Questi quattro termini sono uguali a due a due, ossia si differenziano 
soltanto per la designazione delle variabili di integrazione X 3 e Xy. 
Come risultato, il fattore 1/2 scompare e, in tal modo, la correzione 
del primo ordine nella funzione di Green contiene in tutto due termini, 
e cioè 


in = | Ung, [inOG®GO — GY! d'X,d'X,. (13,6) 


È comodo rappresentare graficamente la struttura di questi ter- 
mini, mediante i seguenti diagrammi di Feynman: 


o 
cani cdiandica (13,7) 
I 4 2 3 42 


La linea continua 4 + 2 in questi diagrammi esprime la convolu- 


zione l'AA (cioè la funzione iGj); le cifre indicano i numeri delle 
variabili X, e X, dalle quali dipendono gli operatori che formano la 


convoluzione, mentre le frecce corrispondono alla direzione da Y* 


a Y nella convoluzione. La convoluzione ‘Y*Y di due operatori di- 
pendenti da variabili identiche (cioè la densità n‘) è rappresentata 
da un cappio, cioè dalla curva continua « chiusa su se stessa ». La 
curva tratteggiata 3 - - - - - 4 esprime il fattore U,,. Con tutte le 
variabili indicate nei punti interni del diagramma (punti di inter- 
sezione delle linee) è sottintesa l'integrazione. Le variabili (X, e 
X,) indicate nei « punti estremi » del diagramma restano libere. 

I termini del primo ordine provenienti dalla (13,3) dovrebbero 
essere rappresentati da diagrammi che si dividono in due parti se- 
parate: un segmento di retta (iG&,) e un cappio formato da curve 


1) Queste convoluzioni si ottengono sempre dagli operatori y appartenenti 
a un medesimo operatore di interazione ‘V. Pertanto in questi termini Y* si 
trova sempre a sinistra di È. 


là 
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chiuse continue, ad esempio. 


Pensando al metodo di convoluzione degli operatori e alla struttura 
dei diagrammi corrispondenti, si può capire l’origine della regola 
generale: in tutti gli ordini della teoria delle perturbazioni il ruolo 
del fattore (6)! nella (12,14) riconduce a tener conto soltanto dei 
diagrammi « connessi » aventi due estremi esterni, non contenenti 
due cappi « disgiunti » senza estremi esterni, non legati ad altre 
parti del diagramma né da linee continue né da linee tratteggiate 
(vedi la situazione analoga in elettrodinamica quantistica; IV, 
$ 100). 

La regola generale si manifesta nella riduzione del coefficiente 
1/2 nella (13,6): non occorre tener conto (nei termini dell’n-esimo 
ordine) del fattore 1/n! discendente dallo sviluppo (13,1) e del fat- 
tore 2-” proveniente dai coefficienti 1/2 nella (13,2). Infatti, i dia- 
grammi dell’n-esimo ordine contengono fino a n linee tratteggiate 
Î----- k. Il fattore 1/n! si semplifica per la riduzione dei ter- 
mini che differiscono per permutazioni delle coppie di numeri i, 
fra tutte le n linee tratteggiate. Il fattore 27", invece, si riduce in 
seguito alle permutazioni dei numeri i, £ fra gli estremi di ciascuna 
di queste linee. 

Formuleremo le regole definitive di tecnica dei diagrammi per 
calcolare le funzioni di Green non nella rappresentazione delle coor- 
dinate, bensì in quella degli impulsi, la più importante per le ap- 
plicazioni fisiche. 

Il passaggio alla rappresentazione degli impulsi si ottiene median- 
te lo sviluppo di Fourier (7,21-22), che scriviamo ora nella forma 
« quadridimensionale » 1) 


È d4p 
G(X)= | G(P) ect (2)* ’ 


G(P)= | G (X) iP d4X, (13,8) 


dove il « quadrimpulso » P = (©, p) e PX = ot — pr. Analoga- 
mente sviluppiamo anche il potenziale di interazione 
| 24 
U (X)=8()U (1)= {U (0) ei0x TC, (413,9) 
dove Q = (90; q); in questo caso UV (Q) coincide con la componente 
dello sviluppo tridimensionale 


1) Per rendere più comoda l’esposizione del materiale e le notazioni, noi 
ricorriamo alla terminologia quadridimensionale. Ma sottolineiamo ancora una 
volta che essa qui non ha niente a che fare con l’invarianza relativistica! 
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U(Q)=U(q)= | U (r) e-t9td8r. (13,10) 


“ 


Essendo la funzione U (r) pari, è evidente che U(— q) = U (q). 
Eseguiamo questo sviluppo per la correzione del primo ordine 
GO = Gi (X, — X2). A tale scopo moltiplichiamo l’uguaglianza 
(13,6) per exp [iP (X, — X.)] e integriamola in d' (X, — X.). 
Per il primo termine scriviamo 
e4P(X1-X2) — giP(X1-X3)giP(X3-X3) 


e, cambiando le variabili di integrazione, otteniamo 
int { 3 (X,—X3) APA1-XAdi (XX) x 
x { GB (X3— Ka) Plast dA (X3—X,) | U(X,-X) dA (X:—-X1). 
I primi due integrali danno G&y(P) Gg (P) e il terzo vale U(0) = 
= | U (r) d3x, ossia il valore di U (q) per q=0. 
Analogamente, per il secondo termine scriviamo 
eiP(X1-X2) — eiP(X1-X3)eiP(X3-Xa)ciP(Xa-X2) 
e dopo aver integrato in X, — X3, Xa—- Xx, Xx — X, otteniamo 
— GR (P) | GB (X)U (X) eiPId*X.G} (P). 
L’integrale rimanente viene espresso mediante le componenti di 


Fourier delle funzioni Gy e U in base alla formula per le componenti 
di Fourier del prodotto di due funzioni 1) 
d‘P, 


{#(2)g(2) eiPtatx= | (P.)g(P-P)-F4. (13,11) 
Quindi, per la correzione del primo ordine alla funzione di Green 
nella rappresentazione degli impulsi troviamo infine 
iG%8 (P) = inlU (0) G&} (P) GR (P) — 


c0) ( 0) <P 
— [6 (P)GR(P)GR(P)U (PP) GEL. (13,12) 


1) Per dimostrare questa formula, occorre sostituire al suo primo membro 
le funzioni stesse f (X) e g (X) sotto forma di sviluppi di Fourier 


Ì ì 4 4 
{ f (X) g (X) e!P% dix = \ #(P;) g(P.) elP-P1-Pa)X gx È Pro na 
L'integrazione in d'X va eseguita secondo la formula 
| eiPX qex =(2r)4 8(4) (P), 


dove la funzione è « quadridimensionale » 8(4) è definita come prodotto di fun- 
zioni è delle componenti di un « quadrivettore ». In questo caso compare il 
fattore (4) (P — P, — P.) che va eliminato integrando in d4P,, e si arriva 
così al secondo membro della (13,11). 
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A ciascuno dei due termini nella (13,12) corrisponde un diagram- 
ma di Feynman, e l'espressione (13,12) si scrive nella forma 


TC, a 
iGgg()= 1 + ‘Da (13,13) 
pars fr 
a) d) 


I punti di intersezione delle linee sono detti vertici del diagramma. 
‘Ciascun diagramma ha 2r vertici, dove » è l'ordine della teoria delle 
perturbazioni. A ciascun vertice convergono due linee continue e una 
tratteggiata. A ciascuna linea continua è attribuito un proprio 
« quadrimpulso » P nella direzione indicata da una freccia (fra l’al- 
tro, lungo ogni successione continua di linee continue la direzione 
delle frecce non cambia). A ciascuna linea tratteggiata è attribuito 
un quadrimpulso Q, e per queste linee viene indicata convenzional- 
mente una (qualsiasi) direzione della freccia !). Ai vertici del dia- 
gramma si verifica la « legge di conservazione del quadrimpulso »: 
la somma dei quadrimpulsi delle linee entranti è uguale alla somma 
-dei quadrimpulsi delle linee uscenti dai vertici. Al vertice è attri- 
buito anche un certo indice di spin a. Ogni diagramma ha due linee 
«esterne (entrante ed uscente) il cui quadrimpulso è l'argomento della 
funzione di Green cercata Gu (P); gli indici di spina e f di questa fun- 
zione vanno attribuiti ugualmente alle linee esterne uscente ed en- 
trante. Le altre linee del diagramma si dicono interne. 

La scrittura analitica dei termini corrispondenti a ciascun dia- 
gramma va effettuata in base alle regole seguenti: 

1) a ciascuna linea continua fra i vertici a e fì corrisponde il 
fattore iG&k (P), a ciascuna linea tratteggiata il fattore —iU (Q). 
Al cappio chiuso con un vertice corrisponde il fattore n° (pu). 

2) In ogni vertice si verifica la legge di conservazione del qua- 
«drimpulso. Rispetto agli altri quadrimpulsi delle linee interne, che 
restano indeterminati, l’integrazione si effettua in d‘P/(2n)'. In 
ogni vertice la sommatoria si fa rispetto a una coppia di indici di 
spin muti, ossia a uno di ciascuno dei fattori G‘® vicini. 

3) Il fattore comune, con il quale il diagramma entra in iGag, 
è uguale a (—1)F, dove L è il numero di cappi chiusi di linee continue 
aventi più di un -vertice. 


1) In generale, le componenti « temporali » Q = (90; q) dei quadrivettori 
sono diverse da zero, ma la funzione U (Q), in base alla definizione (13,10), 
è indipendente da q. La convenzionalità della direzione della linea tratteggiata 
è dovuta alla parità della funzione U(—Q) = U (0). 
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L'origine dell'ultima regola è la seguente. Il cappio chiuso a 
k = 1 vertici proviene dalla convoluzione di operatori + della forma 
n 
PIP,ESP.... Phtk 
i PE RIE SEE E e ali 


Qui tutte le convoluzioni valgono iG®, ..., iG 1, e l’ultima è 


uguale a —iG{?. Per quanto riguarda i cappi a un solo vertice, il 
loro segno corretto è già determinato da r‘® introdotto in base alla 


regola 1. 
A titolo di esempio diamo l’insieme dei diagrammi che definisco- 
no la correzione del secondo ordine alla funzione di Green 


Psi cc “x deo e 
a) 5) 


0) e 4) <— y 

Y (13,14) 

$ (A 

Aa: 22 
f) 9) h) 

o 
27% 22 } 

° ì) 1) 


Infine, torniamo al teorema di Wick e ne diamo la dimostrazione 
in applicazione a un «limite macroscopico » (cioè per V + co 0, 
che è lo stesso per una data densità del sistema, per N +» co) che è 
l’unico ad avere importanza in applicazioni statistiche. 

Consideriamo, ad esempio, la media del prodotto di quattro 
operatori w della forma 


dè d + pt 1, SR 
(Por Pos Pos Yo) = Di (Ap ,Ap34psAp4) ©XP(.-.) (13,15) 
Pi. ..D4 
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(qui gli operatori y sono rappresentati nella forma (9,3); gli esponen- 
ti evidenti ma complessi delle funzioni esponenziali vanno omessi). 
In questa somma sono diversi da zero soltanto i termini contenenti 


un medesimo numero di operatori ap e a} ad impulsi di valore iden- 
tico. Fra questi termini ci sono quelli in cui gli impulsi sono uguali 
a due a due, per esempio, p, = p, € p. = ps. Questi termini corri- 
spondono alla convoluzione a due a due 


1 + 
Por Pos Fis Pia 


e sono espressi da una somma della forma 


4 A A A A 
Fr DI (@p,4f,) (Apy0p,) XP (-.. 0) 
PiP2 


Nel limite V -» 00, la sommatoria estesa a p, e p, viene sostituita 
dall’integrazione in V?d*p,d*p»/ (2n)9, il volume Y si riduce e questa 
espressione resta finita. Nella somma (13,15) i termini in p, = py = 
= ps = p, sono anch'essi diversi da zero; essi costituiscono una som- 
ma della forma 


1/2 77 
DZ DI (ApapA50y) exp (+0.); 
P 


ma passando all’integrazione in questa somma, resta ‘un fattore 
1/V e, nel limite V + co, l’espressione si annulla. 

È chiaro che questo risultato ha carattere generale: nel limite 
V + 00, non si annullano nella media del prodotto degli operatori p 
soltanto i risultati delle convoluzioni a due a due. 

Notiamo che nella dimostrazione descritta non abbiamo utiliz- 
zato in realtà il fatto che la media si prende proprio rispetto allo 
stato fondamentale; perciò questa dimostrazione resta valida anche 
per da media rispetto a qualsiasi stato quantistico del siste- 
ma 1). 


1) Ma se la media è presa rispetto allo stato fondamentale, il teorema di 
Wick sussiste non soltanto nel limite macroscopico. La dimostrazione corri- 
spondente del teoremna in statistica coincide con la sua dimostrazione in elettro- 

inamica quantistica (IV, $ 78). L’unica distinzione fra questi casi è che gli 
stati fondamentali sono diversi: nel vuoto le particelle non esistono, e in un 
gas perfetto esse riempiono la sfera di Fermi di raggio px. Per gli operatori 
ap, ap di creazione e di annichilazione di particelle con p > pp questa distin- 
zione è, in generale, inessenziale e la dimostrazione si estende letteralmente. 
Quanto agli ‘operatori con p < pp, occorre preliminarmente cambiare la nota- 


zione ap ='bp: ap = bp, cioè passare dalle particelle alle buche che, nello 
stato fondamentale, non esistono all’interno della sfera di Fermi. 
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$ 14. Autofunzione energetica 


Le regole di tecnica dei diagrammi formulate al paragrafo pre- 
cedente godono di una proprietà importante: il coefficiente generale 
nel diagramma è indipendente dal suo ordine. In virtù di questa 
proprietà ogni « figura » del diagramma ha un certo significato ana- 
litico a prescindere dal diagramma cui appartiene, cosicché la si può 
calcolare indipendentemente, in anticipo. Per di più, si può calcola- 
re dapprima la somma di alcune figure aventi un certo numero di 
estremi, e dopo inserire questo « blocco » in diagrammi più complessi. 
È uno dei vantaggi più importanti fornito dalla tecnica dei dia- 
grammi. 

Fra questi « blocchi », aventi anche un significato essenziale 
a sé stante, indichiamo la cosiddetta autofunzione energetica 1). 
Per giungere a questa nozione, consideriamo tutti i diagrammi per 
la funzione di Green, che non si possono dividere in due parti e che 
sono congiunti da una sola linea continua. A questi ultimi si rife- 
riscono, ad esempio, i due diagrammi del primo ordine della teoria 
delle perturbazioni (13,13) e i diagrammi (13,14a-f) del secondo ordi- 
ne. La costruzione di tutti questi diagrammi è identica: un fattore 
iG} a ogni estremo e una certa parte interna (funzione di P), detta 
autofunzione energetica. La somma di tutte queste parti possibili 
viene detta autofunzione energetica esatta o completa, oppure ope- 
ratore di massa; indichiamola con —i2 gg (P). 

Tutti i diagrammi del tipo autoenergetico danno un contributo 
alla funzione di Green, che vale 


iGGR (P) [—iZg, (P)l iGW (P) = iG® (P) X (P)G® (P) bas, 
| 14,1) 

dove, accanto a Gas = G"8xp, si è scritto anche 
Zap (P) = Bag È (2). (14,2) 


Quanto alla funzione di Green completa (rappresentata graficamente 


da una linea continua in grassetto), essa è data dalla somma della 
serie infinita 


+0 +00 + (14,3) 


dove i cerchietti esprimono le autofunzioni energetiche esatte 
(—i2 ag). Ciascun termine di questa serie (a cominciare dal terzo) 
rappresenta un insieme di diagrammi che si possono tagliare in due, 
tre ecc. parti congiunte da una sola linea continua. 


1) Vedi la definizione analoga in elettrodinamica quantistica, dove questa 
funzione è stata detta autofunzione energetica compatta (IV, $$ 100, 102). 
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Se da tutti i termini della serie (14,3), a cominciare dal secondo, 
noi « togliamo » un cerchietto con la linea ad esso associata da destra, 
la serie rimanente coinciderà con la serie completa. Ciò vuol dire 
che 


i =<-- +te-)_ (14,4) 


In forma analitica questa uguaglianza si scrive come segue: 


G= GO + GEGO (14,5) 


ossia, dividendo per G° G: 


1 | 4 
TI = #10) (14,6) 


Notiamo che il segno della parte immaginaria X coincide con îl 
segno di Im G e, in accordo con la (8,14), abbiamo 


sign Im X (0, p)= — sign ©. (14,7) 


Questo risultato discende dalla (14,6) tenendo conto che il segno dì 
Im G- è opposto a quello di Im G, e secondo la (9,7) Im G®-1 = 0. 

Quindi il calcolo di G si riduce al calcolo di XZ, che richiede di 
considerare un numero minore di diagrammi. Questo numero diven- 
ta ancora più piccolo in quanto, sommando i diagrammi restanti, 
si ottiene un’espressione molto semplice. 

E precisamente, da tutto l’insieme di diagrammi che definiscono 
® (per interazione a coppie fra le particelle) ricaviamo quelli che 
rappresentano varie « diramazioni » collegate alle linee estreme me- 
diante una linea tratteggiata; indichiamone la somma con Xu. 
Tutti questi diagrammi sono contenuti in un solo diagramma schele- 


tro della forma 1!) 
Y ua 


1) Come nella teoria quantistica del campo si chiamano a scheletro i dia- 
grammi formati da linee in grassetto e blocchi; ognifdiagramma di questo genere 
è equivalente all’insieme di un numero infinito di diagrammi ordinari dei 
diversi ordini. 
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La parte restante di X la indichiamo con Z». Così, fra i diagrammi 
del primo. e del secondo ordine alla prima categoria si riferiscono î 
seguenti: 


(iz, = De pedali + i + 
Ù : \ ; | 
"9 (14,10) 
i (©, 
+ aa DA VT] 
d < Peli 


Al cappio in grassetto nel diagramma (414,8) corrisponde la den- 
sità esatta n (u) del sistema (così come al cappio sottile del diagram- 
ma:(13,13a) corrisponde la densità n° (u) di un gas perfetto). Per- 
tanto dalla definizione (14,8) deriva che 


i, = — in) U (0) (14,14) 


Quindi, 
2=n(#)U(0) + 3, (14,12) 


in modo che soltanto i diagrammi appartenenti a 2, richiedono un: 
calcolo particolare. 

La legge di dispersione delle quasi-particelle è data dall’equazio- 
ne (8,16). Esprimendovi G mediante X in base alla (14,6) e ricavando 
G‘® dalla (9,7), otteniamo la stessa equazione nella forma 


4 2 
GORE o (p —{-=Z(e-, P). (14,13) 


Per p= pr l'energia della quasi-particella coincide con u sulla 
frontiera della sfera di Fermi. Di qui si vede che 
p 
u— (0, p)= E. (14,14) 
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Come risultato l'equazione della legge di dispersione (per valori 
di p vicini a pr) diventa 


e(p,—u=-E (p—pr)+Z(e—u, pr) 2 (0, pr). (14,15) 


Sottolineiamo che qui px è il valore esatto dell'impulso limite per 
il sistema di particelle interagenti. Esso è legato mediante la rela- 
zione pÒ/3n° = n alla densità esatta nr (u) e non a quella approssi- 
mata rn‘ come nella formula (13,5). 


$ 15. Funzione di Green a due componenti 


Giungeremo ad altri concetti importanti della tecnica dei dia- 
grammi dopo aver considerato la media rispetto allo stato fonda- 
mentale del prodotto T di quattro operatori w di Heisenberg *): 


Ka = (TYP.PIT+). (15,4) 


Questa funzione è detta funzione di Green a due componenti (a diffe- 
renza della funzione di Green (7,9) a una sola componente). 

Per applicare la teoria delle perturbazioni e costruire la tecnica 
dei diagrammi, occorre passare di nuovo agli operatori y nella rap- 
presentazione dell'interazione. Così come nel caso della funzione G, 


ciò implicherà la comparsa del fattore $ sotto il segno di prodotto T: 
1 Ù W&W \W+ U+. è 
Kg4, 19= È (TPo3 Pos Poi P028). (15,2) 


Nell’approssimazione nulla (cioè per S = 41) questa espressione si 
scinde nella somma dei prodotti di due convoluzioni che vengono 
espresse mediante le funzioni G°®: 
KS0, 12= GIPGI2 — GIGI. (15,3) 
Per discutere le proprietà della funzione di Green a due compo- 
nenti così definita, ricorreremo alla rappresentazione degli impulsi. 
Per un sistema omogeneo la funzione Kg, dipende in effetti 
soltanto da tre differenze indipendenti fra gli argomenti, per esempio 
da Xs — Xo, Xi — Xa, Xx — Xx. Nella rappresentazione degli 
impulsi questa proprietà viene espressa dal fatto che la componente 
dello sviluppo di Fourier in tutte le variabili X,, ..., X, con- 
tiene la funzione è: 


| Koe, a 0xp {i (P3X3+ PAX — PAX — PAX} XL .. BK = 
= (2n)* 0 (P,4 P.,—P,—P.) Kyo, ag (Pa, Pi; P4, Pa). (15,4) 
1) Ricorriamo di nuovo a notazioni semplificate in cui gli indici 1, 2, ... 


esprimono l’insieme delle coordinate e dell’indice di spin: X,@, Xaf, ... 
{cfr. la nota alla pag. 70). Nella scrittura completa abbiamo 


Ks4, 12 = Kys af (Xg, X gi Xi Xa). 
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È facile convincersene osservando che 


P3X3 + PX, — P;X{— PaX,= Pa (X3— Xa) + Pi(X,—- X2)- 
— P,.(Xx1- Xa)— Xa (P1+P.,—- Ps- P., 


e passando all’integrazione in Xg — Xx, Xx — Xa, X1 Xa, Xo. 
Notiamo a proposito che la formula della trasformata di Fourier 
inversa si può scrivere come segue: 


Ku, a= | Kyo. ap (Pa Pi P,, P3+P,-P,)x 


Xx exp{—i[P3(X3_ X0) + Pi (Xi -A)— Pi (XA Xa)]} X 
d4P, d*P d4P 
— ea cara 


Conveniamo di chiamare la funzione X,3.«p (Ps; Pi; Pi, Po) 
così definita funzione di Green a due componenti nella rappresenta- 
zione degli impulsi; i suoi argomenti sono legati dall’uguaglianza 


P,+ P,= Past P.. 


Nell’approssimazione nulla questa funzione (in accordo con la 
(15,3)) diventa 


Ki, a (Pa, P,; Pi, P.)= cs e) [610 (P,— P3) ( va a (P,) G5p (P.)— 
— 805 (P,—P.) G% (P.).6® (Pol, (15,6) 


vale a dire che K-si-riduce-alla somma di due prodotti di funzioni 
di Green a una sola coriponente. 

Nelle approssimazioni successive della teoria delle perturbazioni 
compaiono dei termini che si riducono all'introduzione di correzioni 
a queste funzioni.a una sola componente. Accanto a questi termini, 
compaiono anche dei termini che non si riducono ‘a prodotti di fun- 
zioni G. È esattamente questa parte della funzione di Green a due 
componenti a presentare un interesse a sé stante. Per isolarla, rap- 
presentiamo X nella forma 


Kascsa:as (Ps, Pi; Pi, Pa) isf (270) [80 (Pi E 
— Pi) Gasas (P1) Gaia, (Pi) — 60 (P1 — Pi) Gara, X 
X (Po) Gasas (P.)l IP Gasfs (Ps) GasBa (P.) il'py64 Bs x 
Xx (Pa Pi; P,, Py) Ghia: (P.) Ghyas (Pa). (19,7) 


La funzione di Green I' così definita è detta funzione di vertice. 
In accordo con la definizione (15,1), la funzione di Green a due 
componenti nella rappresentazione spazio-temporale è antisimme- 
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trica rispetto alle permutazioni degli argomenti (insieme con gli 
indici di spin) della prima e della seconda coppia: 1 e 2 0 3 e 4. Ne 
, deriva una proprietà di simmetria analoga per la funzione di Green 
e la funzione di vertice nella rappresentazione degli impulsi: 


T' 18108 (Pa, P,; Pi; P,) = 7 Lasa (P,, Ps; Pi; P,) = | 
= — T'y6:60 (Ps, Pi; Po, Pi). (15,8) 


Il significato di individuazione dei quattro fattori G nella defi- 
nîzione di I' (l’ultimo termine nella (15,7)) diventa chiaro esaminan- 
do la natura dei diagrammi che compaiono allorché si sviluppa 
l'espressione (15,2) per la funzione di Green a due componenti. I 
ragionamenti che seguono suppongono di nuovo l’interazione a due a 
due fra le particelle. 

Nell’approssimazione nulla alla funzione X si mettono in corri- 
spondenza i diagrammi 


<———— <«——T 
<— <— 
P,= P, 3= P, 


corrispondenti ai due termini nella (15,6). Nel primo ordine della 
teoria delle perturbazioni compaiono diagrammi dei tipi 1) 


a ho: | 
‘ = 3, 
I Sr 


che rappresentano correzioni a ciascuno dei fattori separati nella 
(15,6). Oltre a questi diagrammi, compaiono tuttavia anche quelli 
che non si dividono in due parti separate: 


p; p 
AT TO 
9) = de (15,9). 
e” P, <——e—-/, 
P, P, 


1) Come nel caso della funzione di Green a una sola componente, il fattore 


($)-1 nella definizione (15,2) implica la scomparsa dei diagrammi contenenti 
cappi disgiunti chiusi di linee continue. 
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Le quattro frecce P,, ..., P, corrispondono ai quattro fattori G 
nell’ultimo termine della (15,7), mentre la parte « interna » dei 
diagrammi definisce (nel primo ordine) la funzione di vertice, ossia 
il cerchietto a primo membro dell’uguaglianza dei diagrammi (15,9). 
Sviluppando questi diagrammi sotto forma analitica, otteniamo 


T'8 08 (Ps, Pu; Pi, Pa) = — bayògsU (P, — Pa) + 
1% dasògyU (P,— P,). 


I diagrammi di ordine superiore contengono correzioni di tre ca-. 
tegorie: 1) correzioni a due linee continue non congiunte; 2) eorre- 
zioni di tipo autoenergetico alle linee terminali dei diagrammi. 
(15,9); 3) correzioni formanti una figura che sostituisce la linea trat- 
teggiata nei diagrammi (15,9); la somma di tutte queste figure pos- 
sibili fornisce la funzione di vertice esatta iT. Nella rappresentazione 
grafica della funzione di Green a due componenti mediante la somma 
di diagrammi scheletro 


P, h 
fs=h Ps? 
3: + (15,10) 
«dies 
43h, P3=P, 
ci h 


le linee in grassetto esprimono le funzioni G esatte, mentre il eer- 
chietto indica convenzionalmente la funzione di vertice. 

Il calcolo della funzione di vertice nei diversi ordini della teoria 
delle perturbazioni deve essere eseguito in accordo con le regole di 
tecnica dei diagrammi, formulate al $ 13; inoltre si devono conside- 
rare diagrammi a quattro estremi esterni (e non a due come per il 
calcolo di G). La regola 3) che fissa il segno generale del diagramma: 
deve essere completata dal suggerimento seguente: se le successioni 
continue di linee continue collegano gli estremi 1 con 4 e 2 con 3. 
(anziché 1 con 3 e 2 con 4), allora il diagramma inverte il segno. 

A titolo di esempio rappresentiamo tutti i diagrammi che defi- 
niscono la funzione di vertice nel secondo ordine della teoria delle 
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perturbazioni: 
Pi P, Y NI 
È + 
x VE Lordi 
+ O + 15 + DA +(3=<>4) 
/ N 
[| 
VAS AN, 4 \2 
4 2 
6) d) 6) 


L'’autofunzione energetica X e la funzione di vertice T non sono 
indipendenti in quanto legate l’una all’altra da un'equazione inte- 
grale (detta equazione di Dyson) 1). 

Per dedurre questa equazione, ricorriamo alla (9,5) che, come 
è stato già detto, resta valida anche se si tiene conto dell’intera- 
zione fra le particelle. Tuttavia, la differenza della deduzione ese- 
guita al $ 9 è che ora l’operatore yw soddisfa l'equazione (7,8). Omet- 
tendo in quest'ultima il termine con un campo esterno e sostituendo 


da essa la derivata 0P/0t, nella (9,5), otteniamo 


(124-240) Coe) tt 2) 


= —i {TE5(X)U(X1—X3) Py (X) MX, La (x) Di (X))= 


=—i(Kya, 50 (Xoo Xg Xo, X) Usd. (15,12) 


Questa uguaglianza risolve, in principio, il problema posto, poiché 
K viene espressa in funzione di I in accordo con la (15,7). Non resta 
altro che passare alla rappresentazione degli impulsi. A tal fine 
moltiplichiamo l’uguaglianza (15,12) per exp iP (X, — X.)l e 
integriamo in d'(X, — X.), rappresentando 3; 3, nella forma 
(15,5) e U,; nella forma (13,9). Allora l'integrazione rispetto alle 


1) Essa è analoga all’equazione di Dyson in elettrodinamica quantistica 
{vedi IV, $ 104). 
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coordinate fornisce una funzione è che va eliminata integrando nei 
quadrimpulsi. Come risultato otteniamo 


[G©-1 (P)G(P)—1]8an= —i | Kyo. 6 (Ps, Pu Ps+ 


d4Py d4P 
+P,—P, P)U (PP) FG, (15,13) 
dove G‘° (P) è proveniente dalla (9,7). 
Ora resta da esprimere X in funzione di IT. Sostituendo la (15,7) 
nella (15,13), otteniamo infine l’equazione di Dyson nella forma 


ap [G®71 (P) — G71(P)] = dat (P)= 


=U (0) n (1) bag + idap | U (P_ P,)G(P,) Sr . 


+| Tra, v8 (Ps, Pai Pat P.,— P, P)G(P3)G(P.)G(P3+P,_ 


— P)u(P—p.) Path, (15,14) 

(271)8 
Qui n (pu) è la densità esatta del sistema come funzione del suo poten- 
ziale chimico; questo fattore compare per integrazione della funzione 
G in base alla formula (7,24) (in questo caso si tiene conto che la detta 


funzione G è nata per una convoluzione in cui Y'* si trova a sinistra 


di wP). Notiamo che il primo termine a secondo membro dell’equa- 
zione (15,14) è 2, della (14,141). 


$.16 . Legame fra la funzione di vertice 
e l'ampiezza di diffusione delle quasi-particelle 


Il formalismo matematico sviluppato nei paragrafi precedenti 
dà la possibilità di argomentare rigorosamente e di capire più pro- 
fondamente il significato delle relazioni fondamentali della teoria del 
liquido di Fermi elaborata da Landau, le quali sono state introdotte 
nel capitolo I in un modo più o meno intuitivo. A questa questione 
sono dedicati i $$ 16-20 1). 

Esiste un legame stretto fra la funzione di vertice e l'ampiezza 
di diffusione reciproca delle quasi-particelle. Per una migliore 
comprensione di questo legame, consideriamolo dapprima nei limiti 
del problema quantomeccanico puro della diffusione di due particelle 
nel vuoto. 

In meccanica quantistica i diagrammi « a quattro code », cioè 
quelli con quattro estremi esterni (due d’entrata e due d'uscita), 
corrispondono al processo d'urto fra due particelle; inoltre, se il 


1) Il contenuto dei $$ 16-18 appartiene a LZ. D. Landau (1958), e il conte- 
nuto dei $$ 19, 20 a L. D. Landau e L. P. Pitaevskij (1959). 
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N 


diagramma è espresso analiticamente, ai suoi estremi esterni ven- 
‘gono messe in corrispondenza le ampiezze delle funzioni d'onda (onde 
piane) delle particelle libere (cfr. IV, $ 103). Vediamo in che modo 
questi diagrammi di vari ordini forniscono effettivamente i termini 
successivi dello sviluppo di Born non relativistico normale dell’am- 
piezza di diffusione. 

Prima di tutto, nel caso del vuoto, un grande numero di dia- 
grammi in generale si annulla. Lo si può capire più facilmente nella 
rappresentazione delle coordinate osservando che nel vuoto sono 
nulle tutte le convoluzioni della forma (*Y) in cui l’operatore di 
annichilazione si trova a destra ed è il primo ad agire sullo stato vuo- 
to, e restano soltanto convoluzioni della forma (YY+). Questa è 
la ragione per cui si annullano tutti i diagrammi con cappi chiusi di 
linee continue: essi contengono sempre la convoluzione della forma 
(P+*Y ). Per la stessa ragione sono nulle tutte le correzioni alla fun- 
zione di Green, cioè alle linee interne continue dei diagrammi 1). 
Infine, sono nulli i diagrammi a linee tratteggiate intersecantisi; 
così, nel diagramma 


(qui le cifre 4 e 2 significano gli argomenti t, e t,) per t, >&, alla 
linea interna superiore corrisponde la convoluzione PE, ) = 0, 


e se t,<t,, allora la convoluzione (Ps +.) = 0 corrisponde alla 
linea inferiore. 

Quindi, per due particelle nel vuoto restano soltanto i seguenti 
diagrammi i quali, come si dice, formano una « serie a scala »: 


P, D) 
«AOC 
(16,4) 


ai «I a AT 


nd t-- ° 
pete-p lele alcizio + (<> 4) 


1) La scomparsa di tutte le correzioni alla funzione di Green nel vuoto 
esprime semplicemente il fatto che una sola particella non ha nessun oggetto 
con cui potrebbe interagire. Ricordiamo a questo proposito che l’esistenza 
nella teoria relativistica di correzioni nel vuoto alla funzione di Green della 
particella è legata alla possibilità di comparsa negli stati intermedi di coppie 
virtuali di elettroni e di fotoni. 
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Qui alle linee continue interne corrispondono le funzioni di Green 
per il vuoto 


GTO (0, p)=[o- +10] (16,2) 


(la formula (9,7) con u = 0). Rivolgiamo l’attenzione al fatto che 
(data la mancanza di u a denominatore) il polo di questa funzione 
si trova sempre in un determinato semipiano (inferiore) della va- 
riabile complessa w. L’annullamento dei suddetti diagrammi si 
produce, dal punto di vista matematico, perché tutti i poli delle 
espressioni integrande si trovano in un medesimo semipiano; l’an- 
nullamento degli integrali diventa evidente chiudendo il cammino 
di integrazione in un altro semipiano. 

La serie a scala (16,1) si può sommare riducendola a un’equazione 
integrale (vedi più avanti la sommatoria della serie analoga (17,3)). 
Se da prima omettiamo i diagrammi con gli estremi 3 e 4 permutati, 
questa equazione sarà equivalente all’equazione di Schròdinger per 
due particelle, senza tener conto della loro identità, scritta nella 
rappresentazione degli impulsi (vedi III, l'equazione (130,9)). Ri- 
spettivamente la funzione di vertice I° verrà espressa in funzione del- 
l'ampiezza di diffusione f di due particelle mediante la formula 


4 
l'r6, a8 (Ps, Pai Pi Pa) =Bayi8s — f. (16,3) 


Quanto all'aggiunta dei diagrammi con gli estremi 3 e 4 permutati, 
essa conduce all’antisimmetrizzazione dell’ampiezza, come dovreb- 
be essere per i fermioni. În prima approssimazione della teoria delle 
perturbazioni restano soltanto il primo diagramma (16,1) e il dia- 
gramma a estremi permutati in cui Guoto) in generale non entra. 
Allora per l'ampiezza di diffusione si avrà la formula ordinaria della 
prima approssimazione di Born. I diagrammi successivi, dopo l’in- 
tegrazione nelle frequenze intermedie, forniscono le note espressioni 
per le correzioni all’ampiezza nelle approssimazioni successive di 
Born. 

Nel liquido di Fermi l’interazione fra le particelle collidenti e 
le particelle del mezzo ne implica la sostituzione effettiva con le 
quasi-particelle. Tutte le correzioni alle linee interne del diagram- 
ma, dovute a questa interazione, sono prese in considerazione auto- 
maticamente dalla definizione della funzione IT. Tuttavia, occorre 
anche tener conto delle correzioni alle linee esterne. Nella teoria 
quantistica dei campi si mette in evidenza che, già in virtù delle 
condizioni generali di unitarietà della matrice di diffusione, queste 
correzioni implicano la comparsa dell’ampiezza di diffusione del 
fattore V Z per ogni estremità libera, dove Z è la costante di rinor- 
malizzazione della funzione di Green (vedi IV, $ 107); per i diagram- 
nii a quattro estremi ciò significa la moltiplicazione per Z?. Sebbene 
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la deduzione tratta dalla teoria quantistica dei campi resti valida 
anche per le quasi-particelle nel liquido di Fermi, precisiamo qui 
l’origine di questo fattore mediante ragionamenti più semplici 
(anche se non rigorosi). 

Infatti, la funzione di Green del liquido nell’intorno del suo 
polo (il primo termine nella (10,2)) differisce dalla funzione di Green 


del gas perfetto soltanto per il fattore Z. Sostituendo a P e d+ gli 


operatori Prini = Y/VZ e Wrias = Y+/VZ, allora la funzione 
di Green composta di questi operatori, Gquas = G/Z, sarà identica 
nell’intorno del polo a quella per il gas perfetto. In questo senso i 
suddetti operatori si possono considerare come operatori y del gas 
perfetto di quasi-particelle. La funzione di Green a due componenti 
da essi definita avrà la forma Kquas = X/Z? e, di conseguenza (in 
accordo con la definizione (15,7)), la componente di vertice sarà 
Tquas = TZ, come dovevasi mostrare. 

Nell’ applicazione alle quasi-particelle presenta interesse non 
tanto la sezione della diffusione quanto il numero di urti (in 4 s per 
4 croì del liquido). Per gli urti con una data variazione degli impulsi 

e delle proiezioni degli spin delle particelle (p,a, pod > Ps), Psò) 
soi numero è dato dalla formula 


dW =2n |\Z?2Tyo, ab (Pa, P,; P,, P.)|? 6 (e3-+E4— &14— £3) x 


d3p, d3p, d3 
X Np,Np.(1-np,)(1-np,) o . (16,4) 


dove p, + p. = ps + P. e np è la funzione di distribuzione delle 
quasi-particelle. I fattori rp, e rp, esprimono semplicemente il 
fatto che il numero di urti fra le quasi-particelle a dati impulsi ini- 
ziali (a proiezioni di spin) è proporzionale ai numeri di queste quasi- 
particelle per unità di volume. Quanto ai fattori (1 — np,) e 
(1 — np), essi sono legati dal fatto che secondo il principio di Pauli 
l'urto può prodursi soltanto se gli stati finali sono liberi. 


$ 17. Funzione di vertice per piccole 
trasmissioni dell’impulso 


Nella teoria del liquido di Fermi un ruolo importante è svolto 
dalla funzione di vertice per valori vicini delle coppie di variabili 
P,, Ps e P., P, (vedremo, in particolare, che essa è strettamente le- 
gata alla funzione di interazione fra le quasi-particelle). Tenendo 
conto del legame 


P,+ Pa= Pat Py 


poniamo Ps = P, + K, P,= Pa—- K e introduciamo la nota- 
zione semplificata 


Tro,ap (Pa + K, Pa — K; Py, Pa) = To,ep (K; Pa. Pa); (17,1) 
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considereremo questa funzione per piccoli valori di X. Nei termini 
dei processi di diffusione fra le quasi-particelle ciò significa che sono 
in gioco urti con piccola trasmissione del quadrimpulso, vicini alla 
« diffusione in avanti ». 

Per K = 0 la funzione IT ha, come vedremo, una singolarità; 
ci interesserà proprio quella parte della funzione in cui è compresa: 
questa singolarità. L'origine di quest’ultima diventa ben chiara dal-- 
l'esame del diagramma scheletro 


Pi, Qx A 


(17,2) 
P+X BK 


che comprende in sé quell'insieme di diagrammi della funzione di: 
Green a due componenti, che si possono tagliare fra le coppie di 
estremità P,, P; e P., P, in due parti congiunte da due linee conti- 
nue !). Alle linee di congiunzione in grassetto corrispondono le 
funzioni di Green esatte a una sola componente G (0) e G (0 + XK), 
mentre l'integrazione nel diagramma si effettua nel quadrimpulso 
Q. Per XK +0 gli argomenti di queste due funzioni si avvicinano e, 
quindi, anche i loro poli si avvicinano. I poli che si avvicinano pos- 
sono « stringere » il cammino di integrazione (vedi più avanti), il 
che genera la comparsa della singolarità nella funzione T. 

Per calcolare la funzione di Green esatta, occorre sommare tutta: 
la serie della teoria delle perturbazioni. Poiché ci siamo proposti 
di individuare la parte che ha la singolarità per X = 0, dobbiamo 
‘prima di tutto separare il contributo da tutti i diagrammi che non 
possono essere tagliati in coppie di linee continue a valori vicini 
(ma differenti su X) del quadrimpulso. Indichiamo con I’ questa: 
parte della funzione T non avente singolarità per XK = 0; in essa si 
può porre X = 0 in modo che È sarà funzione soltanto delle varia- 
bili P,, P>, cioè ap (P,, Pa). Quanto ai diagrammi « pericolosi », 
essi possono essere classificati in base al numero di coppie di linee- 
ad argomenti vicini in essi contenute. Pertanto la parte di vertice 
completa di T sarà rappresentata dalla seguente serie « a scala »- 
infinita di diagrammi: 


& A 
DEA IR = 19) 
PYK PEK 


7 


. 1) Così, nel secondo ordine/della teoria delle perturbazioni (rispetto al-. 
l'interazione a due a due) nella (17,2) figurano i diagrammi (15,41a, b, c) e ik 
diagramma (15,11e) a estremità permutate 3 e 4. 
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Qui al cerchietto chiaro corrisponde il cercato, mentre i cerchietti 
tratteggiati rappresentano il. Le linee esterne in questi diagrammi 
non fanno parte della definizione di I° e servono unicamente per 
indicare numeri e valori dei quadrimpulsi d’entrata e d’uscita. 
Tutte le linee interne dei diagrammi (17,3) sono tracciate in 
«grassetto; vuol dire che ad esse corrispondono funzioni G esatte. 
Sottolineiamo a questo proposito che la possibilità di rappresentare 
I sotto forma di questi diagrammi scheletro (e quindi tutte le con- 
‘“seguenze ulteriori tratte da essi) non suppone affatto che l’intera- 
zione fra le particelle sia a coppia, poiché le linee tratteggiate non 
‘esistono qui in forma esplicita; dalla natura dell'interazione dipende 
effettivamente soltanto la struttura interna (che qui non ci interessa) 
dei blocchi rappresentati dai cerchietti 1). 
Il problema della sommatoria della serie (17,3) si riduce alla 
risoluzione di un’equazione integrale per ottenere la quale « molti- 


plichiamo » tutta la serie per un'altra I, cioè la sostituiamo con la 


Il confronto con la serie iniziale (17,3) conduce all’uguaglianza 


nb 
i 1 04 f p LÀ p p, 


= - %Y (17,4) 
RK DX P,-K P+K D-K 


Co 


Questa uguaglianza dei diagrammi scritta in forma analitica dà 
‘l'equazione integrale richiesta 


Tre, a8(K; Pi, Pa)=lv6,a8 (Pi P.)— 
o. ; | p d40. 
—i {Fran (Pi, 0)G(0+E)G(0) Tuo. tn (K; 0, Pza. (17,5) 


In accordo con quanto detto sopra, nelle funzioni T si è posto X (“= 0; 


ssi sono utilizzate le notazioni semplificate suindicate per I' e I' e si 
è posto anche Gas = GÒag- 


1) E supposta soltanto una proprietà generale quale la conservazione dal 
numero di particelle. Quest'ultima viene espressa dalla costanza della differenza 
del numero di linee passanti a destra e a sinistra in ogni sezione del diagramma 
«uguale a zero per le sezioni del tipo indicato nella (17,3)). 
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Per esaminare questa equazione, consideriamo soprattutto il 
prodotto G (Q + X)G (0) che figura nel suo nucleo. Come è stato 
già detto, per piccoli K i poli dei due fattori sono vicini l’uno all’al- 
tro. In prossimità di questi poli le funzioni G vengono rappresentate 
dai termini polari (10,2). Indicando le componenti dei quadrivettori 
KedQ in base a 


K = (0, k), Q = (Zo» q), (17,6) 
scriviamo in questo dominio 


G(Q)G(0+kK)= 
= Z° la — ve (d— Pr) + id," [Qg + 0 — 
== (| q t k | Pr) x i6,]}, (17,7) 


dove è, e è, sono due aggiunte infinitesime il cui segno (in prossimità 
dei poli) è determinato in base a 


sign ò, = sign (9 — Pr), (17,8) 
sign è, = sign (|d +k|— pr). 


I segni di è, e 6, determinano la posizione dei poli: nei semipiani 
della variabile q, superiore o inferiore. La singolarità nel nucleo del- 
l'equazione integrale (e, quindi, anche nella sua soluzione) deriva. 

“dal fatto che il cammino di integrazione in dg, (asse reale) risulta 
essere stretto fra i poli, per cui questi ultimi devono giacere da parti 
opposte rispetto al cammino, cioè in semipiani diversi. 

Supponiamo dapprima che qk > 0, cioè che cos 9 > Q, dove 6 
è l'angolo fra q e k. Allora |q+k] >g, e è, e è, hanno segno di- 
verso (6, <0, è, > 0) se g<pre|[q-+ k | >pr, il che, essendo 
k piccolo, è equivalente alle condizioni | 


pr — kcos0 <q< pp. (17,9) 


Integrando dopo in dq nella (17,5), si può chiudere il cammino di 
integrazione con una semicirconferenza indefinitamente lontana 
(dall’alto o dal basso non importa), allora l’integrale sarà definito 
dal residuo dell'espressione integranda nel rispettivo polo. In questo 
caso, essendo stretto l'intervallo (17,9) (per piccolo), si può porre 
k = 0 nei fattori I e I sotto il segno di integrale e, rispettivamente, 
Qo < O per la disposizione dei poli (per £, © piccoli). 

In altre parole, il prodotto dei fattori polari (17,7), dato il suo 
ruolo nel nucleo dell’equazione integrale (17,5), è equivalente alle 
funzioni è 


Aò (go) è (gd — pr) 
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a coefficiente A definito come integrale 


A= | Z* dq, dq 
—_ d [do-ve(a-Pp)+id:] [dt+0®—vr(lg+k|— pr) + id] * 
Quando gq giace all’esterno dell’intervallo (17,9), ambedue i poli 
giacciono in un medesimo semipiano della variabile complessa go; 
chiudendo il cammino di integrazione in dg, con un altro semipiano, 
possiamo convincerci che l’integrale si annulla. Nel dominio (17,9), 
invece, chiudendo il cammino di integrazione attraverso uno dei 
semipiani e calcolando l’integrale in base al residuo nel polo di- 
sposto in questo semipiano, troviamo che 
A= | 2niZ? dq 
_ J 0—-vr(iG+k|—-9)+i0 


(si è tenuto conto che nel dominio (17,9) $, < 0 e è, > 0). Poiché 

in virtù della (17,9) qg® pr>k, allora si può porre | q + k | — 

— q È cos 0 per cui (tenendo conto dei limiti nella (17,9)) si ha 
re 2riZ?k cos 8 

— @®—kvpcos®0 ‘° 


È facile mostrare allo stesso modo che un’espressione identica 
per A (ma con un altro segno di i0) si ottiene anche per cos 0 < 0 
(quando l’intéegrazione va estesa al dominio q > pr; |JG+k]|< pr). 
Quindi, nel nucleo dell’equazione (17,5) abbiamo 


2riZ21k $ (95) 8 (a— pp) coi 
G(0)G(0+K)= Teecno LO) (17,10) 
dove si è scritto lk al posto di X cos 0 (1 = q/9), e la funzione @ non 
contiene una parte 6-funzionale (per X piccoli) e quindi, si può porre 
in essa XK = 0. 

Sostituendo la (17,10) nella (17,5), otteniamo l'equazione inte- 
grale fondamentale della forma 


To, ap (K; Pi, Pa)=Tua, ad (Pi Pa) — 


—i | lit an(Pi, 0) 9 (0) Tuo. te (K; O, Pa) tr + 


Z2p° Le, Ik d 
+ | Ly ax (Pi Qr) Tuo, tp (K; Qr, Po) TESTE (17,11) 


Nell'ultimo termine è stato sostituito d'‘Q = g°dq do; da, (dove 
do; è l'elemento dell'angolo solido nella direzione 1) e le funzioni 
ò sono state eliminate integrando in dg dg. L'argomento Q delle 


»J 


funzioni I e IT in questo termine è considerato sulla superficie di 
Fermi: Qpr = (0, pel). 

Prendiamo in considerazione la natura specifica del fattore 
Ik/ (0 — vpelk) nel nucleo dell’equazione (17,11): per k-+0 e 
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o — 0 il suo limite dipende dal limite cui tende in questo caso il 
rapporto w/k. La stessa natura avrà quindi anche la soluzione del- 
l'equazione: per X + 0 il limite della funzione IT (K; P,, P.) dipen- 
de dal modo in cui ® e k tendono a zero. 

Indichiamo con I® (P,, P.) il limite 


l%8. ag (Pi, P,)= lim, ag(K; P,, P.) per k/o+0 (17,12) 
A 


(come vedremo al $ 18, questa è la grandezza cui è legata la funzione 
di interazione fra le quasi-particelle). Con questo modo di passaggio 
al limite il nucleo dell'ultimo termine integrale nella (17,11) si an- 
nulla in modo che I® verifica l’equazione 


146, ap (Pi, P.)=Tys, ap (Pi Pa) — 
—i{Tuax (Pi. 0)9(0) Mis, (0, Par. (17,18) 
Osserviamo che in virtù della (15,8) si ha 
To. ap (Pi, P.)=T3y, pa (Pa, Pi). (17,14) 


Si può escludere Î° dalle due equazioni (17,11) e (17, 13). Come 
risultato si ottiene 


Ts, af (K; Py P.)=T%6, ab (P,, P.) + 


Z° p? Ik d 
+ se | Pax (Py Or) Pro, to (K; Or, PE. (7,15) 


Infatti, scrivendo formalmente (47,13) come Î' = LI®, la (17,14) 
diventa 


Ik 


Er=T4 ge (HE 


do;. 


Sostituendovi È = £T® e applicando ad entrambi i membri del- 


l'uguaglianza l'operatore L-!, otteniamo l’espressione (17,15). 
Introduciamo ora la funzione I” in base a 


T6, 08 (Pi, P,)= Di l'va, ag(K; P,4, P.) per @w/k+>O0. (417,16) 


Questa è esattamente la funzione (moltiplicata per Z?) rappresentante 
l'ampiezza di diffusione in avanti (cioè della transizione P,, Pa + P,, 
P.), che corrisponde a processi fisici reali che si producono fra le 
quasi-particelle sulla superficie di Fermi: gli urti per cui le quasi- 
particelle restano su questa superficie sono accompagnati da un 
cambiamento di impulso, ma senza cambiamento di energia, perciò 
il passaggio al limite della trasmissione nulla dell’impulso (k + 0) 
deve essere effettuato per una trasmissione rigorosamente. nulla del 
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l'energia (0 = 0). La funzione IT® introdotta sopra corrisponde, 
invece, al caso limite non fisico di « diffusione » con una piccola 
trasmissione dell'energia per una trasmissione rigorosamente nulla 
dell’impulso (k = 0). 

Ponendo nella (17,15) © = 0, passando al limite k + 0 e molti- 
plieando entrambi i membri dell'uguaglianza per Z?, otteniamo 


ZI, ap (Pi, P.)= Z°T6, ap (P1, Pa) 


pÎ 6 
— e | ZIP cu (Pu Qp)-Z°T%6,10 (Ore, Pa) dor. (17,17) 


In tal modo fra ambedue le forme dell’ampiezza di diffusione in 
avanti esiste una relazione generale. 

Le proprietà di antisimmetria (15,8) per T forniscono una certa 
informazione sull'andamento di I° e T© per P, + P,. Ponendo in 
questa uguaglianza P, = P,e a = Bf, otteniamo 


Toca (Pi + XK, P.— K; P,, P;)=0 (17,18) 


(qui non esiste sommatoria su a!) 1). Il passaggio a T® o I* in questa 
uguaglianza deve essere eseguito con precauzione in quanto in I°, 
T" si è posto dapprima X = 0, e nella (17,18) dapprima 7, = P.,. 

Siano contemporaneamente piccoli XK e P, — P,=5S = (50, S) 
Allora, oltre ai diagrammi (17,2), saranno pericolosi anche i dia- 
grammi 


ho ask È 


Q 
B-K B4K 


Per K, S+ 0 la funzione Ts, qa dipenderà quindi da due argomenti 
« singolari » 

A re. 

de” È de Is+k| 
e l’espressione (17,18) significa l'annullamento di questa funzione 
per x = y. Consideriamo i valori di T sulla superficie di Fermi; 
allora w = sy = 0 in modo che anche y = 0. Perciò in questo limite 
l'uguaglianza (17,18) si verifica soltanto se anche z = 0. In altre 
‘parole, sulla superficie di Fermi essa è valida per. ’*: 


là, ca (P,, P)=0 (17,19) 
(N.D. Mermin, 1967). 


1) Se si tiene conto soltanto dell'interazione di scambio fra gli spin delle 
uasi-particelle, allora fra tutte le T.,3, ga Soltanto le Tua, ca SONO diverse 
a zero. Questa affermazione esprime l’invarianza del vettore spin per diffu- 

sione. La si può verificare anche direttamente in base a un’espressione della 
forma (2,4). 
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$ 18. Legame fra la funzione di vertice 
e la funzione di interazione delle quasi-particelle 


Così come alla formazione dell’elemento matriciale (7,9), che- 
definisce una funzione di Green a una sola componente, partecipano» 
gli stati intermedi con numero di particelle N + 1, anche alla for- 
mazione di una funzione di Green a due componenti (l’elemento- 
matriciale (15,1)) partecipano gli stati intermedi con N, N+1, 
N + 2 particelle 1). 

Siccome esistono stati intermedi con N +4 particelle, la fun- 
zione di Green a due componenti ha i poli coincidenti con quelli della. 
funzione G, cioè con l’energia di una quasi-particella. Tuttavia, i 
fattori corrispondenti sono individuati in forma esplicita nella (15,7). 
Pertanto la funzione di vertice I definita da questa formula ha sol-- 
tanto i poli corrispondenti agli stati con N e N + 2 particelle. Il 
momento dell'impulso di questi stati differisce per 0 o 1 dal momento- 
dello stato fondamentale, cosicché le eccitazioni elementari corrispon- 
denti a questi poli hanno spin intero (0 o 1) e sono regolate dalla 
statistica di Bose. In altre parole, i poli della funzione di vertice-. 
definiscono le diramazioni di Bose dello spettro energetico del li- 
quido di Fermi. 

I poli provenienti dagli stati intermedi con numero di particelle- 
invariante corrispondono alle eccitazioni elementari rappresentanti 
quanti del suono nullo. Nella tecnica dei diagrammi agli stati inter- 
medi corrispondono varie sezioni dei diagrammi, che li dividono in: 
due parti fra questi o quelli dei suoi estremi esterni. Nel dato caso: 
agli stati intermedi che non implicano il cambiamento del numero. 
di particelle corrispondono le sezioni dei diagrammi (17,3) su una. 
delle coppie di linee continue congiungenti i blocchi vicini Î'; l’in- 
varianza del numero di particelle in questi stati viene espressa da: 
un-numero identico di linee che intersecano la sezione su entrambi 
i lati. La traslazione del quadrimpulso attraverso questa sezione è- 
(Q0+K)T—-Q= K; in accordo con ciò alle eccitazioni elementari 
senza cambiamento del numero di particelle corrispondono i poli della. 
funzione di vertice I (K; P,, P.) rispetto alla variabile K. 

Abbiamo visto sopra (nel dedurre la relazione (17,10)) che dei 
due impulsi q e q +- k (che fanno parte dei quadrivettoriQe Q + XK) 
uno deve essere maggiore e l’altro minore dell'impulso limite pp. 
D'altra parte, nel caso di eccitazione all’esterno della sfera di Fermi 
possono trovarsi soltanto le « particelle » dello stato fondamentale 
e al suo interno soltanto le « buche ». In questo senso si può dire- 


1) Gli stati con N particelle compaiono ad esempio .per una successione- 
di operatori nel prodotto T come È PIP}. Quanto agli stati con N + 2: 
particelle, essi corrispondono a successioni del tipo WyP,Wtti. 
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«<che le eccitazioni nulle nel liquido di Fermi si possono considerare 
come stati connessi di una particella e di una buca 1). 

Le eccitazioni elementari, invece, che corrispondono agli stati 
intermedi con N + 2 particelle (cui corrispondono i poli della fun- 
zione I (K; P,, P.) rispetto alla variabile P, + P3), si potrebbero 
considerare come stati connessi di due particelle o di due buche. 
L’esistenza di questi stati condurrebbe tuttavia (come verrà mostrato 
nel capitolo V) alla superfluidità del liquido di Fermi, il che, a 
sua volta, richiede che sia cambiato sostanzialmente tutto il forma- 
lismo matematico della tecnica dei diagrammi. 

Quindi, per determinare la ramificazione di Bose dello spettro 
energetico di un liquido di Fermi non superfluido occorre esaminare 
i poli della funzione di vertice I (K; P,, P,) rispetto alla variabile 
K = (©, k). Per ogni valore di k, al polo corrisponde una certa ener- 
gia ® = @ (k), ciò che definisce la legge di dispersione di queste 
‘eccitazioni. Per gli stati debolmente eccitati ® e k sono piccoli, co- 
sicché si possono utilizzare le equazioni dedotte per la funzione 
T (K; P.,, P.) nel dominio di K piccoli. 

In prossimità del polo della funzione T il primo membro e l’in- 
tegrale a secondo membro dell’equazione (17,15) sono grandi a pia- 
‘cere; il termine T® (P,, P;), invece, resta finito e perciò può essere 
‘omesso. Osserviamo inoltre che la variabile P, e anche gli indici 
fi e è non partecipano alle operazioni eseguite nell'equazione (17,15) 
‘sulla funzione I’, cioè fungono in essa da parametri inessenziali. In- 
‘fine, considereremo la funzione I'sulla superficiedella sfera di Fermi, 
ponendo cioè P, = (0, prn), dove n è un vettore unitario variabile. 
"Tenendo conto di tutto quanto, concludiamo che la determinazione 
«delle eccitazioni sonore nel liquido di Fermi si riduce al problema 
‘degli autovalori dell'equazione integrale 

Z° pi k do 
tiva (0) = Tae | Pian (0 tg (ET, (18,1) 
dove Ya (n) è una funzione ausiliare. 

Trasformiamo questa equazione sostituendovi y con una funzione 


nuova 


k 
Yra (n) TA TESI Xva (n). (18,2) 


Allora l’equazione (18,1) diventa 
P Z° P) TÀ #? 
(0 —vphk) v)a (n)= kn Lia | Tot, ax (N, n') vxt (n°) do” (18,3) 


(1 è sostituita con n'). 


1) In questa impostazione il problema formalmente ha molto in comune 
con il problema della determinazione dei livelli degli stati connessi di elettrone 
e positrone in elettrodinamica quantistica (vedi IV, $ 122). In particolare, 
ion (17,4-5) è analoga all’equazione di Bethe-Salpeter (122,10-11) del 
volume IV. i 
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Questa equazione coincide esattamente come forma con l’equa- 
zione cinetica (4,10) per le vibrazioni del liquido di Fermi. Il con- 
fronto di ambedue le equazioni conduce alla seguente corrispondenza 
fra la funzione di interazione delle quasi-particelle e la funzione T°®: 


fv8, ap (Pr, Pel) = Z°T 6,0 8 (n, n°). (13,4) 


Ciò mette in evidenza il legame esistente fra la funzione f e le pro- 
prietà di diffusione delle quasi-particelle 1). 

L’uguaglianza (18,4) stabilisce un legame fra f e l'ampiezza del 
processo di diffusione non fisico. Ricorriamo ora alla formula (17,17) 
e deduciamo suo tramite una relazione esplicita fra f e l'ampiezza 
« fisica » di diffusione in avanti per le quasi-particelle sulla super- 
ficie di Fermi, che denotiamo nel seguente modo: 


A 8, a B (n, No) dai Z°TN0.aB (n, Ns). (13,9) 
La relazione (17,17) sulla superficie di Fermi diventa 


Ays, ab (n, No) = fvs, af (n, No) Sa 


Pf 7, LA do'_. 
a | fran n°) Axo,te (n°, no) 2. (18,6) 


La dipendenza dallo spin delle funzioni A e f può essere espressa 
mediante le matrici o di Pauli. Nel caso generale queste funzioni 
possono contenere qualsiasi combinazione scalare dei quattro vet- 
tori n,, My, 0), 05. Ma se fra le particelle si produce l’interazione di 
scambio, allora sono ammissibili come prodotti scalari soltanto 
nn, e G;0,. In questo caso le funzioni A e f si possono rappresentare 
(come abbiamo già fatto per f nella (2,4)) nella forma 


Pî | 
= fs, af (n, n;)= F (9) Savdss +G (0) O.n95p1 (18 7) 
Pî 
Fio xd, ab (149 02) = B (9) 82993 +C (9) 010000) 


dove i coefficienti F, G, B, C sono funzioni soltanto dell’angolo @ 
formato da n, e ny. Sviluppiamo queste funzioni in”polinomi di 
Legendre 


00 


B(9)= di (214+-1) BiPi(cos 8), ... (18,8) 


1) Questa conclusione generale appartiene a Z. D. Landau (1958). Per 
un gas di Fermi debolmente non perfetto, la deduzione dell'equazione cinetica 
sommando diagrammi concreti del tipo (17,3) è stata eseguita prima da 4. B. Mig- 
dal e V. M. Galitskij (1958). Osserviamo che nel caso di gas nelle funzioni G 
(nell’approssimazione nulla) non esistono termini polari per cui non sorge il 
problema della loro eliminazione. 
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Dopo aver sostituito le (18,7-8) nella (18,6) e calcolato l’integrale 
(utilizzando a tale scopo il teorema sulla somma dei polinomi di 
Legendre) otteniamo 


Bi= Fi(1—- Bi), Ci=Gi(1— Ci). (18,9) 


Queste formule permettono di stabilire un legame algebrico sem- 
plice fra i coefficienti dello sviluppo di f ed A. 

Le condizioni di stabilità (2,19-20) conducono a disuguaglianze 
analoghe per i coefficienti B, e C;: 


Bi<1, Ci<1. (18,10) 


Inoltre, questi coefficienti verificano la seguénte relazione che 
è conseguenza della formula (17,19): B (0) + C (0) = 0 ossia 


O 


Y (21+1)(B:+C))=0. (18,11) 


1=0 


Le uguaglianze (148,9) e (18,11) assieme alle condizioni (18,10) sono 
sufficienti per la dimostrazione della interessante proposizione 
seguente: in ogni liquido di Fermi stabile esiste almeno un ramo 
(ordinario o di spin) del suono assiale simmetrico 1). 


$ 19. Le identità per le derivate 
della funzione di Green 


Nel formalismo matematico delle funzioni di Green un ruolo 
essenziale è svolto da alcune identità fra le derivate di queste fun- 
zioni e l'ampiezza di diffusione delle quasi-particelle. La deduzione 
di queste relazioni è la solita: si calcola la variazione della funzione 
di Green sotto l’influsso di un dato « campo esterno » virtuale, il 
risultato della cui azione è noto a priori. 

Pertanto calcoliamo prima di tutto la variazione 6G della fun- 
zione di Green sotto l’azione di un « campo esterno » di forma arbi- 
traria. A tale campo corrisponde nell’operatore hamiltoniano il 
termine 


sPw= { di (1, 1) SUP, (6, 1) d8r, (19,4) 


dove $U è un operatore agente sulle funzioni di r (e che può anche 


dipendere dal tempo tf). 
In presenza di campo esterno la funzione di Green dipende già 
dai due quadrimpulsi P, e P,. Nella tecnica dei diagrammi questo 


1) Vedi N. D, Mermin, Phys. Rev. 159, 161 (1967). 
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campo verrà rappresentato da un elemento grafico nuovo, ossia 
dalla linea tratteggiata 


I 
dn 
he A 


e a questa linea corrisponde, fra l’altro, il fattore 
— i$U (P,, P)= —i | eiP2X8Ue-iP1% q4X.. (19,2) 
Nel primo ordine rispetto al campo esterno la correzione alla 


funzione di Green esatta viene rappresentata dalla somma di due 
diagrammi scheletro 


i86(p,p)=ReleA + (19,3) 


dove tutte le linee continue sono in grassetto (le funzioni G esatte} 
e il cerchietto esprime la funzione di vertice esatta (iT). In forma. 
ànalitica questa uguaglianza si scrive come segue: 


‘8Gpa (Pa, P4) = Ggy (Pa) SU (Pa, P.) Gra (P)— Gy me vl 1) X 
X (r v6, €E (Po, Q,; 10 Q2) Ò6U (03, Q,) Giu (0.) Gus (o) La SE 9 (19, 4), 
dove Q, + P,= P, +0; 


Le prime due identità che ci interessano sono legate alla conser-- 
vazione del numero di particelle nel sistema. Questa proprietà. 
è espressa nell’operatore hamiltoniano del sistema dal fatto che: 
gli operatori w figurano in esso a coppie: un solo Y*(X) e Y (X): 
per ogni argomento X. 

Effettuiamo la trasformazione di gauge degli operatori 


$_ (X)= PL (XK), VPi= Pei), (19,5): 


dove Y (X) è una funzione reale 1). In virtù della proprietà suindicata: 

dell'operatore hamiltoniano, se W verifica l’« equazione di Schrò-- 

dinger » (7,8) anche &’ verifica la stessa equazione sostituendovi. 
0 E 0 d OY 


A-+(V—iVy)?, di i Di * 


1) Essa è analoga alla trasformazione di gauge in elettrodinamica quanti-- 
stica. (cfr. III, le formule (4111,8-9)). 
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Per x = $y infinitesimo questa variazione dell’equazione è equiva- 
lente all'aggiunta all'operatore SAIIELMONIAnO del « campo esterno » 


680=- LL (A48y+2(V82)V). 


In particolare, se 
Sx (X) = Re (ge #£%), K= (0, k) 


(dove si può omettere il segno Re data la linearità delle operazioni 
successive), allora 


6U (Pa, P)=i (20x00 (P.—P,—K){o—-k(p1+P3)}. 
(19,6) 


D'altra parte, la funzione di Green, costruita in base agli opera- 
tori w 


Pa= Ya (1+i6%), Ya=Yi(1_- 1682), 
differisce da quella costruita in base agli operatori P, p+ per 
òGa p (X,, X o) = iGap (X, sli X o) [Ox(X,) di òY (X2)] 
ossia, in componenti di Fourier, 
8G,p (P., P;)= | 8Gan (Xy, X3) ePaX1-P1%2) DX, d'X,= 
= i [Gap (P.) — Gas (P.)] 6x(P.— Pi), (19,7) 
dove 
6y (P)= | 6Y (X) eiPX d'X =(27)* y960 (P— K). 

Quindi, la stessa variazione 6G,g è espressa in due forme: la 
(19,7) e la (19,4), dove occorre sostituire èU presa dalla (19,6). 
Eguagliando queste due espressioni, noi otteniamo (dopo la sosti- 


tuzione Gyg = Gòxg e alcuni cambiamenti della notazione delle 
variabili) 


8a9[G (P+K)—G(P))=G(P+K)G(P){[-0+ECPTD ]8,5+ 


+i { Pro, co (K; P, 0)G(0)C(0-K)[o- EMISE), 


Le identità cercate si ottengono passando al, limite in questa 
uguaglianza per ®©, k+ 0; in questo caso 


G(P+K)— —G(P)+ 0 +k (19,8) 


Fa 
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(dove P = (po, P)). Eseguendo questo passaggio per la condizione 


k/o + 0, otteniamo la prima identità 


Ò ab Sai “i =46° (P)}o [Ban—i | The. aò (P, Q) ) {G? (O) rr Ta S|. 
(19,9) 


Qui abbiamo introdotto la notazione 
{G? (P)}» = lim G(P)G(P+K) per k/o-+0. (19,10) 
©, k+0 


Analogamente passando al limite per la condizione w/kK + 0, 
MRI: ancora l’altra identità 


Bag -S> = {62 (P)} [E dani | Fio, as (P, 0)-1 {6° (0)}a 7 | 
(19,11) 
con la medesima notazione {G®(P)},. 
Inoltre, consideriamo la variazione della funzione di Green al- 
lorché sul sistema agisce un campo costante 


SÙ = SU (r) = Ueikr. (19,12) 


Per k+ 0 questo campo varia lentamente nello spazio in modo che 
il suo influsso sul sistema può essere supposto macroscopico. In 
accordo con la condizione di equilibrio termodinamico nel campo 
esterno si deve avere up + èU = costante (vedi V, $ 25); perk-+0 
ciò significa che il potenziale chimico p varia di una quantità piccola 
—U,. La variazione corrispondente della funzione di Green è 


G(X1— 
6Gag (Xy, X)= — Uta ata, 


e la sua componente di Fourier (definita come nella (19,7)) vale 


6G56 (Ps, P)= — (20) 8 (P,—P.)U ero 


dp 
D'altra parte, la stessa variazione della funzione di Green si 
può calcolare mediante la formula (19,4) ponendovi questa volta 
6U (P., P.)= (2r)tU,64 (P, — Pa— K), K= (0, k). 


Il passaggio al limite k-+ 0 corrisponde in questo caso (campo 
costante, © = 0), alla condizione 0/X + 0. Come risultato, otte- 
niamo l'identità 


Bag D- = — {G° (P)}a | 8 aBT i | Tio, ad CP, Q) ) {G? (0)} rave E S|. 
(19,13) 


Infine, l’ultima identità compare come conseguenza dell’inva- 
rianza galileiana del sistema. Per dedurla, consideriamo un sistema 
di coordinate che si muove a piccola velocità éw (6) = woeTi®! 
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lentamente variabile con il tempo. Il passaggio a questo sistema 
è equivalente alla sovrapposizione di un campo esterno il cui ope- 
ratore !) è 


SU = —$w.p= iéw-w. (19,14) 
ossia, nella rappresentazione degli impulsi, 


SU (P,, P.) = —Piwo (2r)!809 (P) — Pi £), K= (0,0). 


Questa espressione va sostituita nella (19,4) dopo di che possiamo 
eseguire il passaggio al limite 0 +0. 

D'altro canto, per 0 + 0 si tratta della trasformazione galileiana 
da un sistema di riferimento inerziale a un altro che si muove a velo- 
cità costante déw. Se nel liquido esiste un'eccitazione elementare 
di energia e (p), allora l’energia di questa eccitazione nel sistema 
di riferimento, che si muove rispetto al liquido a velocità éw, vale 
e — pòw ?). Questa è la ragione per cui, nel nuovo sistema di rife- 
rimento, la frequenza p, deve figurare nella funzione G (P) in com- 
binazione po + pòw (in modo tale che il polo della funzione si 
sposti di —péw). In tal modo 


0G 


e si arriva all’identità 


G(P 
Bagp 7 — — {G? (P)}o {BapP— 


—i | Pf6.a0(P, 0) 4 {0° (Oo Fr}. (19,15) 


Dovremo applicare più avanti le identità così ottenute, in parti- 
colare, per i valori P = (pe, p) della variabile libera sulla super- 
ficie di Fermi: Pr = (0, pr). Portando il fattore G? (P) dai secondi 
membri delle identità ai primi, sostituiamovi le derivate di G (P) 
con quelle di G-! (P); in questo caso il passaggio al limite K£ + 0 
in G(P)G(P + K) è inessenziale. 

D'altro canto, in prossimità della superficie di Fermi la funzione 
di Green viene definita dal suo termine polare in modo che 


G-1(P)= [po— vr (P— Pr]: 


1) Nella lagrangiana classica L = mv?/2 della particella libera il passaggio 
a un sistema di coordinate in moto si effettua mediante la sostituzione v > v 
Sw e implica la comparsa di una piccola (per $w piccolo) aggiunta òL = 
mvéw. Rispettivamente (cfr. I, la formula (40,7)) l'aggiunta all'hamiltoniana 
5H - —pòw, e in meccanica quantistica le corrisponde l'operatore (19,14). 
*) Per considerazioni più dettagliate vedi più avanti ($ 23). 


© [+ 
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Di qui abbiamo su questa stessa superficie 
0G-1 1 0G-1 VE dpf 


6 Z° da Z du * 


Come risultato, ad esempio, le identità (19,9) e (19,13) sulla supere 
ficie di Fermi diventano 


i | The, as ( (Pr, Q) {G2 (Q) Ho 337 DÒ = (1 x 7) dap» (19,16) 
i È Pa ao (Pr 0V{G°(0)}a = (1 TERE) deg. (19,17) 


$ 20. Deduzione della relazione esistente 
fra l'impulso limite e la densità 


Le relazioni ottenute nei paragrafi precedenti permettono di 
fornire una dimostrazione conseguente della tesi fondamentale della 
teoria di Landau inerente al liquido di Fermi, e cioè: il legame esi- 
stente fra l’impulso limite px e la densità del liquido N/V viene 
determinato dalla stessa formula (14,1) che per un gas perfetto. 

L'idea della dimostrazione è basata sul calcolo indipendente delle 
variazioni di N e py per una variazione infinitesima del potenziale 
chimico u e, in seguito, sul loro confronto. 

In accordo con la (7,24) il numero completo di particelle (in un 
dato volume V) come funzione del potenziale chimico è dato dal- 
l’integrale 


N= —2iV lim i |G(P) e-tPot a is P=(Po. P)- (20,1) 


t+-0 


Di qui ricaviamo la derivata 
AdN __9j { dG(P) dp 
VV du du (n) * 


Poiché questo integrale converge per po grandi (0G/dy > 1/pî 
per | po | + 00), non occorre più scrivere il fattore e7!P0 nell’espres- 
sione integranda. Sostituendovi il rapporto 0G/òu ricavato dal- 
l'identità (19,13) (sommato su a = Bf), otteniamo 


1 dN i d*P 
Frati {Phat 
d4P d'Q 


=P | {G2(P)}, I" (P, 0){G2(0)}, © > 


dove, per brevità, I = l'a», ay» Lo scopo del calcolo ulteriore con- 
siste nell’esprimere il secondo membro di questa uguaglianza in 
funzione dell’integrale esteso unicamente alla superficie di Fermi. 


(20,2) 
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Prima di tutto sostituiamo nel secondo integrale la funzione 
T* con la sua espressione ottenuta dalla (17,17) (cambiandovi la 
notazione Qr con Sp): 


Fri ( {Er + | {2} 1°, OX 


d4P di P5Z° 
Xx {G2(0)}x e = RITA | {G? (P)}, Tar. ax X 


d4P d*Q dos 
x (P, Sr) int (Se, OO. (20,3) 


Trasformiamo dapprima l’ultimo termine. Nell’espressione inte- 
granda dipendono da Q soltanto i due ultimi fattori; il loro integrale 
in d'Q è dato (sulla superficie di Fermi S = S5£) dalla formula 
(19,17) in modo che questo ultimo termine assume la forma 


phz? d d*P dos ( ve__dPp 
Tone ) (6 (PIP, Sa) e (1-4) 


In seguito, ricordiamo che, integrando in d*P, i valori limite 
G (P) G(P + K) vanno intesi nel senso della (17,10); perciò {G?(P)}o= 
= p(P)o 


2niZ° 


{G° (P)}x ={G°(P)}o - — 6 (Po) d (P— pr). (20,4) 


Dopo questa sostituzione otteniamo 


, PZ? vr dpr 0 /) d4P dos ss 
iva (17) | \ {G°(P)}oT (P, Sf) CEST — 8niF}, 
dove, in accordo con la (18,4), è introdotta la funzione di interazione 
fra le quasi-particelle e utilizzata l’espressione di fog. at in fun- 
zione di / (è) in accordo con le formule (2,6-7); il trattino orizzontale 
sopra / significa l’integrazione in do/4nx. L’integrale restante in 
d'P viene dato dalla formula (19,16) dopo di che l’integrazione 
in do; fornisce ancora il fattore 4x. Infine, ilterzo termine nella (20,3) 
risulta uguale a 
P32° ( ve dpr | 1.7 
e) (20,9) 
Allo stesso modo si trasforma il secondo termine nella (20,3): 
le Do {G® (P)}, e {G?(0)}, vanno espresse, in accordo con 
la (20,4), in funzione di @ (P)io e {G"(0)}s dopo di che si ricorre 
alle identità (19,9) e (19,16). Come risultato questo secondo termine 
risulta uguale a 


a TERI COMA EA). 
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Il primo integrale si annulla integrando in dp, in quanto G+@® 


per Po > 100. 
Infine, il primo termine nella (20,3), dopo aver sostituito in 


esso l’espressione (20,4), dà 


d'p P}:Z? 
2i { {G? (P)}o Coi +07 A (20,7); 


Sommando ora tutti i contributi (20,5-7) troviamo 


1 dN _ Pà dpr , PAZ! dpr FI) 
V du n° du nl 21 F {1- dp vr (14-F)}. (20,3) 


D'altra parte, ponendo nella (2,14) 


p on' , 
On = dPe=8 (P — Pr) pr 


è facile ottenere 


+= vr (44 F). (20,9): 


Sottolineiamo che nella deduzione della formula (2,14) non è stata 
utilizzata la dipendenza concreta di pr da N/V, e perciò abbiamo: 
la possibilità di applicare qui questa relazione al fine di trovare la 
detta dipendenza (l'uguaglianza (20,9) si può ottenere, ovviamente,. 
anche mediante le relazioni per le funzioni di vertice, che sono state. 
utilizzate per la deduzione della formula (20,8)) 1). 

Tenendo conto di questa uguaglianza, vediamo che la parentesi: 
graffa nella formula (20,8) si annulla e, quindi, abbiamo 


da N . Pà dpr d { 83PpE ] (20,10) 


du VO n du  dul 3a} J 
Per N/V+ 0 abbiamo a che fare con un gas, in modo che in questo» 
limite la dipendenza di pr da N/YV deve coincidere in ogni caso con 
quella gassosa. Questa condizione determina la costante di integra-- 
zione nella (20,10), e noi arriviamo, infine, alla relazione cercata, 
(1,1): 
N 81pî, 


n 


Vo 3025: 


$ 21. Funzione di Green per un gas 
di Fermi quasi-perfetto 


Per illustrare il modo di applicazione della tecnica dei diagrammi,. 
l’applicheremo in questo paragrafo al calcolo della funzione di Green: 
di un gas di Fermi quasi-perfetto nei limiti dello stesso modello 


1) La formula (2,11) per la massa efficace può, invece, essere dedotta me-- 
diante la relazione (17,17) e le identità (19,11) e (19,15). 


406 CAPITOLO II 


‘che è stato esaminato al $ 6 mediante la teoria delle perturbazioni 
ordinaria (V. M. Galitskij, 1958). Ricordiamo che si tratta di un 
‘gas con repulsione fra le particelle e che il procedimento descritto al 
$ 6 permette di applicare a questa interazione la teoria delle pertur- 
bazioni finché nel risultato finale del calcolo entra soltanto l’am- 
‘piezza di diffusione. | 
Come è stato mostrato al $ 14, la determinazione della funzione 
«di Green si riduce al calcolo dell’autofunzione energetica 2g (P). 
Essa viene data, in prima e seconda approssimazione della teoria 
delle perturbazioni, dall’insieme dei diagrammi (14,9) e (14,10). 
Rappresentiamo qui questi diagrammi nel seguente modo: 


P-Q 
+, = P la + i + 
p Pele— p 
a) 3) 
(21,1) 
+t p i I + i 
p pelee—p 
0) d) 


1 diagrammi (21,1a-b) abbracciano i diagrammi del primo ordine 
(14,10a) e (14,9a) e quelli del secondo ordine (14,10b-c) e (14,9 b-c); 
gli ultimi differiscono dai primi soltanto per correzioni alla linea 
continua interna. Nei diagrammi (21,1a-b) queste linee sono date 
in grassetto e, quindi, devono essere poste in corrispondenza non 
con le funzioni di Green G‘® del gas perfetto, bensì con le funzioni 
G corrette a meno dei termini del primo ordine. Infine, i (21,1c-d) 
sono i diagrammi del secondo ordine (14,10d-e). Tutti i diagrammi 
sono deformati in modo tale da rendere evidente la natura della loro 
struttura; questi sono i primi termini della serie « a scala » dei 
diagrammi a quattro gambe in cui ogni coppia di linee esterne è re- 
ciprocamente « accorciata » in due modi diversi. 

Iniziamo dal calcolo del diagramma (21,1a). La sua espressione 
analitica è 


[—iX (P)la= | U (0) G(P-0) 07, 
Q= (90, q), P=(@, P) 


(il fattore comune 6ag è omesso). Integriamo dapprima in dgo. 
Tuttavia, poiché il fattore U (Q) = U (q) è indipendente da 9 
e Goo 1/% per 190 |++ c0, dobbiamo precisare preliminarmente 


(24,2) 
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il modo di integrazione. A tal fine occorre tornare all'origine del 
diagramma (21,1a) e osservare che la sua linea continua corrisponde 
alla convoluzione di una coppia di operatori y all’interno di un 
medesimo operatore V. Ciò vuol dire che P e Y+ vengono calcolati 
a un medesimo istante e che per la convoluzione Y'* si trova a sinistra 


di Y. In altre parole, nella rappresentazione delle coordinate com- 
pare la funzione G che va calcolata per t = t, — tg + —0. Nella 
rappresentazione degli impulsi, invece, ciò significa che, passando 
al limite t + —0, all’espressione integranda nella (21,2) va aggiunto 
il fattore exp (—ig,t). Applicando ora la formula (7,23) otteniamo 


[-iZla=i {U(N(P-9 47, (24,3) 


dove N (p) è la funzione di distribuzione delle particelle. 

La componente di Fourier U (q) dipende essenzialmente dal valore 
di q soltanto per g = 1/, dove ry è il raggio d’azione del campo 
U (r); questi valori sono grandi a priori (per il gas rarefatto) rispetto 
a pr. Se ci limitiamo ai valori | p— pr |< 1/Fo, allora per i detti 
valori di q avremo N(p— q) 0. Perciò U (q) nella (21,3) si 
può sostituire con U (0) e portare fuori dal segno di integrale 1). 
L'integrale restante è uguale alla metà della densità del gas r (u o) 
(valore dato della proiezione di spin}) e, quindi, [Z]a= —n (u) V(0)/2 

Quanto al diagramma (21,1b) con la linea continua chiusa su 
se stessa, esso dà [Z], = n (u) U (0). In tal modo il contributo 
in X di ambedue i diagrammi vale 


[Dan = (4) U (0)=2 n (1)a, (21,4) 


dove a è la lunghezza di diffusione definita in base alla formula (6,2). 

L'espressione (21,4) contiene in sé, in particolare, tutto l’effetto. 
del primo ordine. In questa approssimazione occorre intendere 
n (4) come la densità del gas perfetto rn‘ (u) in modo che 


20 = [E] = SE N00 (1) (0). (21,5) 


Per il calcolo ulteriore introduciamo quale notazione intermedia 
la funzione definita dai diagrammi a scala 


1) L'errore così commesso ha, come è facile vedere, un ordine di grandezza 
relativo -— (p pro)? e perciò non incide neanche sui termini in pp dell'ordine 
successivo. 


108 CAPITOLO II 
(come sempre, P, + P, = P3 + P.). In forma analitica abbiamo 


iFso, ap (Ps, Ps Ps Pa) = idar890 (PV + FO), (24,7) 


dove 
iF® = —iU (P,— P)), (21,8) 
iP® = | G® (P')U (P,—P')G® (P,+ P,— P')U (P'—P3) ra 
(21,9) 


Sviluppando ambedue i diagrammi (241,1c-d) ed esprimendoli in 
funzione di F‘®, otteniamo 


[- i (P)l,a=— | GO (0) FO P, Q: Ò N Tar + 
+2 ( GO (0) FO (P, Q; P, 0)È0_ Tr (21,10) 


(gli stessi integrali con F al posto di F‘® danno la (24,5)). La dif- 
ferenza di segno davanti ai due integrali è dovuta alla presenza de} 
cappio chiuso nel diagramma (241,1d); i fattori è nel primo dia- 
gramma danno è, y0,g = dag, e nel secondo diagramma òpdyy = 
— dbag- | 

Passiamo al calcolo di F‘®. Poiché U (0) non dipende da go, 
l'integrazione in dp; si riduce all’integrale 


J 6‘ (P') GO (P,+P,— P') ÎPe. 


Sostituendovi G‘® dalla (9,9) (e tenendo conto della convergenza 
dell’integrale per | p, 1» 00), chiudiamo il cammino di integra- 
zione con una semicirconferenza indefinitamente lontana in uno dei 
semipiani della variabile complessa p;; l'integrale è diverso da 
zero soltanto se i poli delle due funzioni G‘® giacciono in semipiani 
diversi, cioè se 


sign (p’ — pr) = sign (Ip. + pa — Pl pr). (24,11) 
Come risultato otteniamo 
F® (Pa, P.;-Py P.,)= 
” i U (pi p)U (p'— pa) sign (p'— pr) i 
01t+ 094 2h —-— [p'+ (P1+P2— p)°]4 (0-sign (p'— pr) 
| (21,12) 
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{dove ©, = Dio, 02 = Pao). In questo caso, affinché automatica- 
mente sia tenuto conto della condizione (21,11), a numeratore del- 
l’espressione integranda occorre effettuare la sostituzione 


sign (p' — pr)r>-1—-0(p)—-0(p.+P2—- P), 


dove 0 (p) è la funzione a gradini (4,10). 

Come abbiamo visto al $ 16, la serie di diagrammi a scala deter- 
mina (nel vuoto) l’ampiezza di diffusione reciproca di due particelle. 
Pertanto l’espressione (21,12) contiene in sé la correzione ai termini 
del primo ordine nell’ampiezza di diffusione. Si può tener conto di 
questa correzione sostituendo nell’espressione (21,8) per FM 


4 
U (P3— Pi) > A Re f (P3, Pi) 


(dove f è l’ampiezza di diffusione esatta a meno del secondo ordine 
nel vuoto) 1) e, al tempo stesso, sottraendo dall'espressione (21,12) 
per F‘® la parte reale del suo valore nel vuoto, cioè per pr = 0, 
u = Dei valori ©, =: pî/2m, @®, = pî/2m corrispondenti alle energie 
di due particelle reali collidenti (gli estremi esterni « fisici » dei 
diagrammi). Dopo queste operazioni si può sostituire a —Re f 
un valore per l’energia nulla, cioè la lunghezza di diffusione 4a ?). 
Avremo così 

4na \2 

) x 


mm 


F® (P., P.; P,, P.))= —( 


x { 1_-0(p°)_ 60 (p:+p.—P') __ 
1 , TI + L , 
| 01+02+2p—= [P?+(P1+P:—P)?]+ i0-sign (p — pp) 


am d3p' 
n Pî+P3-P*—(Pp,+ p:— p)° (270)3 * (21,43) 


Il segno P nel secondo termine significa che l’integrale viene consi- 
derato nel senso del valore principale; ciò è il risultato della sepa- 
razione della parte reale dell’integrale mediante la regola (8,11). 


1) Non confondere f in questo paragrafo con la funzione di interazione fra 
le quasi-particelle! 

?) Questa sostituzione non poteva essere eseguita nella (21,12) in quanto 
avrebbe condotto alla divergenza dell’integrale per p' grandi. Dopo la sottra- 
zione effettuata, invece, l’integrale converge (per p' — pp) anche con questa 
sostituzione, ciò che permette di eseguirla. La sottrazione della sola parte reale 
dell’integrale (e, rispettivamente, la sostituzione di U con Re f) è stata effet- 
tuata per evitare la difficoltà legata alla parte immaginaria dell’ampiezza di 
diffusione. Infatti, per impulsi piccoli Re f si sviluppa in potenze pari dell’im- 
pulso e Im f in potenze dispari (vedi III, $ 132). Perciò se avessimo tenuto conto 
della dipendenza di f dall’impulso, ciò avrebbe implicato correzioni dell'ordine 
relativo di grandezza di (ppa)?, cioè trascurabili. Quanto alla sostituzione 
U + —4nf/m, essa richiederebbe di tener conto della parte immaginaria di f 
che conduce a correzioni dell’ordine relativo di grandezza di p pa. 
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Poiché l’espressione (241,13) è simmetrica rispetto a P, e P,, 
entrambi gli integrali nella (241,10) coincidono in modo che 


[12 (P)lo,a= | 00 (0) FO (P, 0; P, Or 


Sostituendovi il primo termine dalla (21,13), otteniamo che l’in- 
tegrale in dg, è diverso da zero se 


sign (p' = pr) = —sign (9 — pr); (21,14) 


quindi, i due poli dell'espressione integranda di nuovo si trovano 
in semipiani diversi di g,. Se sostituiamo, invece, il secondo termine 
dalla (21,13), soltanto il fattore G‘®(Q) dipenderà da go, mentre 
l'integrazione in dg, va eseguita in base alla formula (7,23) e dà 
N° (q), la funzione di distribuzione delle particelle nel gas perfetto, 
cioè la funzione a gradini 0 (q). Otteniamo infine (riunendo i contri- 
buti di tutti i diagrammi (24,1a-d)) 


Z (0, p)= 2 n (1)a +2 (0, P), (21,15) 


dove 


Z@ (©, p,= ( sno VO 


9 | [1-0 (p")—0 (p+a—p")][0(q)—0 (p’)] SIR 
o+p+— [@—p?-- (+9 p')}?]+10-sign (P'— Pr) 


| 2mb(q) d3q d3p' 
sù) FIAEFTA TASSI | ON (SEA) 


;il fattore 0 (q) — 0 (p’) a numeratore del primo termine dell’espres- . 
sione integranda sostituisce —sign (g — pr) per la condizione 
(21,14)). 

Osserviamo innanzitutto che 2 ha una parte immaginaria che 
si ricava dalla (21,16) in base alla regola (8,11) ed è data dall’espres- 
sione 


ImE (o, p=—(-2)"n | {0(M11-0(p)M1-0(+a—p)]+ 


+[1—9(q)]0(p')0(p+q—p')} è [0+n +3 (gp; 
— (P+a-p))]-Fs (21,17) 


(l’espressione fra parentesi graffa è stata trasformata in base al fatto 
che 0° (p)= 0 (p)). 


FUNZIONI DI GREEN DEL SISTEMA DI FERMI PER T— 0 {1£ 


Lo spettro energetico delle quasi-particelle viene calcolato me- 
diante la (14,13) come 


e (= + n (ua +S®(# n, p) (21,18) 


(in X‘® si può porre, con la precisione richiesta, e & p?/2m). La; 
natura complessa di % significa l’esistenza di uno smorzamento- 
delle eccitazioni (Im e #0). 

La comparsa di questo smorzamento esprime l’instabilità delle 
quasi-particelle, dovuta alla possibilità reale di un loro decadi- 
mento. La quasi-particella può cedere parte della sua energia, per 
tener conto della quale nasce una coppia di quasi-particelle (parti- 
cella e buca). Consideriamo, ad esempio, il primo termine fra paren- 
tesi graffa sotto il segno di integrale nella (21,17). In accordo con 
le proprietà della funzione a gradini, questo termine è non nullo se: 


P'>Ppr, |d+PpT_Pp |>Pr, I<Pr- 


Queste disuguaglianze corrispondono al processo in cui la quasi- 
particella con impulso iniziale p (p > pr) passa allo stato p' (p > 
> p' > pr) e, inoltre, l’impulso p— p' viene trasmesso alla par- 
ticella all’interno della sfera di Fermi (impulso q < pr), che è ec- 
citata fino allo stato con impulso q + p — p' all’esterno di questa. 
sfera; questa transizione è equivalente alla comparsa di due nuove: 
eccitazioni elementari di impulsi — q (buca) e q+ p — p'. La legge 
di conservazione dell’energia in questo processo è espressa dalla 
funzione $ nella (21,17), dove © + u funge da energia iniziale € (p) 
della quasi-particella 


e(p)=e(p)+le(d+p— p)— e (q)l 


(qui è sufficiente porre, in prima approssimazione, € (p) = p?/2m). 
In accordo con il significato suindicato, l’energia e (p) definita da 
questa uguaglianza corrisponde effettivamente a una quasi-parti- 
cella all’esterno della sfera di Fermi (e > pu). 

Analogamente, il secondo termine fra parentesi graffa nella 
(21,17) compare per processi di generazione di coppia da una buca. 
Questo termine dà lo smorzamento delle eccitazioni elementari 
con € < pu. Nel linguaggio della tecnica dei diagrammi la possibilità 
di generazione di una coppia da parte di una quasi-particella è espres- 
sa dalla possibilità di tagliare il diagramma della funzione G in 
due parti, con un attraversamento lungo tre linee continue di cui 
due sono dirette in un verso e una nell’altro. Nei diagrammi (21,1c-d): 
sono tali le sezioni passanti. fra le due linee tratteggiate. 

Il caso di un gas debolmente non perfetto è specifico (rispetto al 
caso generale del liquido di Fermi arbitrario), nel senso che lo spet- 
tro delle quasi-particelle in esso ha significato in tutto il dominio 
di valori degli impulsi e non soltanto in prossimità della superficie 
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di Fermi: lo smorzamento delle quasi-particelle (Im e) risulta essere 
relativamente piccolo già per il fatto che è piccolo il « parametro 
di gassosità » app. Tuttavia daremo qui il risultato finale dei cal- 
coli soltanto per due casi limite. 

In prossimità della superficie di Fermi (|p — pr|<«pr) si 
ottiene 


: Re e = u + (p — pr) prlm* 


con p della (6,14) e 1m* della (6,17). Per lo smorzamento delle quasi- 
particelle, invece, si ottiene 


1 : | 
Ime=— “sn (pra) (P— pr) sign(p — pr). (21,19) 


La proporzionalità di questa espressione al quadrato (p — pr)? 
è di origine ben chiara: un fattore p — pr compare come larghezza 
di quel dominio dello spazio degli impulsi (strato stretto sferico) 
in cui va a finire l'impulso della quasi-particella dopo che essa ha 
generato la coppia, e l’altro fattore di questo tipo compare come 
larghezza dello strato in cui nasce la coppia. Notiamo a proposito 
cche questi ragionamenti riguardano anche qualsiasi liquido di Fermi 
in modo che in prossimità della superficie di Fermi si ha sempre 
Imec (p—_ pr) 1). 
Per grandi impulsi p > pr (ma pa« 1) abbiamo 


2 2p? ; 
e=(17 +75 pra)_i PEÈ (Pra)°. (21,20) 


3nam 
In entrambi i casi il rapporto Im e/Re e è piccolo. Il massimo: 
di questo rapporto si ottiene per p — pr, ma iù. in questo caso. 
esso — (pra) < 1. ù 

Infine, diamo il valore della costante di rinormalizzazione della 
funzione di Green di un gas debolmente non perfetto. Essa si calcola 
come 

1 _|_ 920) 


VAI d0 lo=0, p=Pp 


e vale 


Zz=1-22° (pra. (24,21) 


1) A temperature non nulle la media di questa grandezza rispetto alla 
distribuzione termica implica i proporzionalità dello smorzamento al quadrato 
T? di cui si è parlato già al $1 
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$ 22. Eccitazioni elementari nel liquido 
di Bose quantistico 


Passiamo ora allo studio dei liquidi quantistici a spettro energeti- 
co di tipo assolutamente diverso, che si potrebbe chiamare tipo Bose 1). 

Questo spettro è caratterizzato dal fatto che le eccitazioni ele- 
mentari (non esistenti nello stato fondamentale del liquido) possono 
comparire e scomparire separatamente. Ma il momento di ogni 
sistema quantomeccanico (del liquido nel caso in questione) può 
subire cambiamenti soltanto di un numero intero. Pertanto le ecci- 
tazioni elementari che compaiono separatamente a una a una devono 
avere momento di valore numerico intero e, quindi, obbedire alla 
statistica di Bose. Comunque ogni liquido quantistico composto 
di particelle a spin intero (tale è l’isotopo liquido He*) deve pos- 
sedere uno spettro di questo tipo. 

A titolo di confronto ricordiamo che queste eccitazioni possono 
comparire o scomparire soltanto a coppie nel liquido di Fermi, 
quando esso viene descritto in termini dello spettro delle eccita- 
zioni elementari non esistenti nello stato fondamentale (vedi la 
fine del $ 1). Questa è la ragione per cui le eccitazioni elementari 
in questo tipo di spettro possono avere spin semintero. 

Nel liquido di Bose quantistico le eccitazioni elementari con 
piccoli impulsi p (la lunghezza d’onda è grande rispetto alle distanze 
interatomiche) corrispondono alle onde sonore idrodinamiche ordi- 
narie, cioè rappresentano fononi. Ciò significa che l’energia di queste 
quasi-particelle è una funzione del loro impulso 


e = up, (22,1) 


dove u è la velocità del suono nel liquido. Quest’ultima è data dalla 
formula u?.= 9P/90, dove non occorre precisare che la derivata 


1) La teoria di questi liquidi quantistici è stata creata da ZL. D. Landau 
nel 1940-41 subito dopo la scoperta di P. L. Kapitsa della superfluidità dell’elio 
liquido. Questo scoperte hanno dato origine allo sviluppo della fisica moderna 
dei liquidi quantistici. 
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è calcolata a temperatura 7 o entropia $S costanti in quanto 7 + 0 
così come S+ 01). 

Il numero di eccitazioni elementari nel liquido di Bose tende 
a zero per 7 + 0, e a temperature basse le quasi-particelle di densità 
sufficientemente piccola si possono supporre non interagenti mutua- 
mente, cioè costituenti un gas di Bose perfetto. Pertanto, dal punto 
di vista statistico, la distribuzione d'’equilibrio delle eccitazioni 
elementari nel liquido di Bose è data dalla formula di Bose (a poten- 
ziale chimico nullo; vedi la nota alla pag. 20) 


n (p) = [e&PYT — 4]. (22,2) 


Con l’ausilio di questa distribuzione e conoscendo la dipendenza 
€ (p) per p piccoli, si possono calcolare le grandezze termodinamiche 
del liquido a temperature così vicine allo zero assoluto per cui prati- 
camente tutte le eccitazioni elementari esistenti nel liquido abbiano 
energie piccole, essendo cioè fononi. Si possono scrivere immediata- 
mente le formule corrispondenti a partire dalle espressioni per le 
grandezze termodinamiche dei solidi alle basse temperature (cfr. V, 
$ 64). La sola differenza è che al posto delle tre direzioni di polariz- 
zazione possibili delle onde sonore nei solidi (una longitudinale e due 
trasversali) nel liquido ne esiste una sola (longitudinale); pertanto 
tutte le espressioni per le grandezze termodinamiche devono essere 
divise per 3. Così, per l’energia libera del liquido abbiamo 


n274 | 


dove F, è l’energia libera allo zero assoluto. L’energia del 
liquido vale | 


1274 
E=E+Vi Gas: (22,4) 
e il calore specifico 
2r273 o 


esso è proporzionale al cubo della temperatura. 

| La legge fononica della dispersione (22,1) è valida soltanto perché 
la lunghezza d’onda della quasi-particella %/p è grande rispetto 
alle distanze interatomiche. A misura che l’impulso aumenta, la 
curva & = e (p) devia, certamente, dalla dipendenza lineare; il suo 


1) La nozione dei fononi è stata introdotta in V, $$ 71, 72 per le eccita- 
zioni elementari nei solidi. Sottolineiamo che l'impulso di un’eccitazione ele- 
mentare in un sistema microscopicamente omogeneo — liquido — è il vero 
impulso e non un quasi-impulso,, come nel campo periodico del reticolo 
cristallino di un corpo solido. 
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andamento ulteriore dipende dalla legge di interazione concreta 
fra le molecole del liquido e non può essere definito, quindi, in forma 
generale. 

Nell’elio liquido la legge di dispersione delle eccitazioni elemen- 
tari ha la forma rappresentata nella fig. 2; dopo la crescita lineare 
iniziale la funzione £ (p) raggiunge un massimo, in seguito decresce 
e per un determinato valore dell’impulso p, passa attraverso un 
minimo !). In equilibrio termico la maggioranza delle eccitazioni 


€,K 


10 


1 2 3° p/h,i0%n' 
Fig. 2 


elementari nel liquido hanno energie nell’intorno dei minimi della - 
funzione € (p), cioè nel dominio degli e piccoli (l’intorno di e = 0) 
e nel dominio del valore di e (po). Pertanto sono questi domini ad 
avere importanza sostanziale. In prossimità del punto p= pesi 
può sviluppare la funzione € (p) in potenze di p — po. Il termine 
lineare non esiste nello sviluppo e abbiamo, a meno dei termini 
del secondo ordine, 


e=A+(e_Po, (22,6) 


2m* 


1) Questa forma dello spettro, proposta originariamente da ZL. D.{ Landau 


(1947) in base all'analisi dei dati sperimentali sulle grandezze; termodinamiche 
dell’elio liquido, in seguito è stata confermata empiricamente dall’esperienza 
di diffusione dei neutroni. | 

La teoria qualitativa dello spettro del dato tipo appartiene a R.P. Feyn- 
man (1954); si veda più avanti la nota alla pag. 442. 
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dove A = € (po) e m* sono costanti. Le quasi-particelle di questo 
tipo sono dette rotoni. Sottolineiamo, tuttavia, che ambedue i tipi 
di quasi-particelle — fononi e rotoni — corrispondono soltanto a di- 
versi tratti di una medesima curva fra i quali si ha una transizione 
continua. 

I valori empirici dei parametri dello spettro energetico dell’elio 
liquido (estrapolati per pressione nulla nel caso di densità p = 
= 0,145 g/cm*) sono i seguenti 1): 


u = 2,4-104 cm/s, A = 8,7 K, 
Po/h = 1,9-10% cm-1,  m* = 0,16m (Het). 


Poiché l’energia del rotone contiene sempre la grandezza A 
grande rispetto a 7 — a temperature sufficientemente basse per 
poter parlare di un « gas rotonico » — si può descrivere quest'ultimo 
mediante la distribuzione di Boltzmann al posto di quella di Bose. 
In accordo con ciò, per calcolare la parte rotonica delle grandezze 
termodinamiche dell’elio liquido, noi partiamo dalla formula per 
l'energia libera del gas di Boltzmann: 


"= — NTInS ( e- ax, di 
a) 


(22,7) 


___PPp 
— (2rh)8 


(vedi V, $ 441). Allora in questa formula si deve intendere con N 
il numero di rotoni nel liquido. Ma questo numero stesso è definito 
dalla condizione di equilibrio termodinamico, cioè dalla condizione 
di minima energia libera. Eguagliando a zero 0F/0N, troviamo che 
il numero di rotoni vale 


N,=V { e-e/T dî (22,8) 


{ciò che corrisponde, ‘naturalmente, alla distribuzione di Boltzmann 
con il potenziale chimico nullo). Il valore corrispondente dell’energia 
libera è 


F.=- VT \ e-3IT dt. 


Bisogna sostituire in questa formula l’espressione (22,6). Poiché 
pè > m*T, allora, integrando in dp, si può portare il fattore p? 
all'infuori dal segno di integrale rimpiazzandolo con pè con una 
precisione sufficiente. Integrando l’espressione esponenziale, si può 
estendere il dominio di integrazione da —c0 a co. Come risultato 
otteniamo 


*T)1/2 i 
N;= È GA — LI e-MT, F=-TNy (22,9) 


1) Diamo anche il valore del potenziale chimico dell’elio liquido per 7 = 


= U. u= —4;, 
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Di qui i contributi dei rotoni nell’entropia e nel calore specifico sono 


Si-N($44), Gm ($+444). 2240 


Vediamo che la dipendenza termica della parte rotonica nelle gran- 
dezze termodinamiche è essenzialmente esponenziale. Questa è la. 
ragione per cui a temperature sufficientemente basse (più basse al- 
l’incirca di 0,3 K per l’elio liquido) la parte rotonica è più piccola 
della parte fononica, ma a temperature più alte la situazione si 
capovolge e il contributo rotonico supera quello fononico. 


$ 23. Superfluidità 


Il fluido quantistico a spettro energetico del tipo testé descritto 
gode di una proprietà sorprendente, detta superfluidità, ossia la 
capacità del liquido di passare per stretti capillari o fenditure senza 
manifestare viscosità. Iniziamo lo studio del liquido allo zero asso- 
luto quando esso si trova nel suo stato normale, non eccitato. 

Consideriamo un fluido passante per un capillare a velocità 
costante v. La presenza della viscosità consisterebbe in ciò: grazie 
all’attrito contro le pareti del tubo e all’attrito all’interno del fluido 
stesso si produrrebbe dissipazione dell'energia cinetica del fluido 
e il flusso rallenterebbe gradualmente. 

Sarà più comodo considerare il flusso in un sistema di coordi- 
nate che si muove con il fluido. In questo sistema l’elio è in quiete, 
mentre le pareti del capillare si muovono a velocità —v. In pre- 
senza di viscosità l’elio in quiete dovrebbe anch'esso cominciare 
a muoversi. Fisicamente è evidente che il trascinamento del fluido 
da parte delle pareti del tubo non può implicare il movimento del 
fluido come tutt'uno. La comparsa del moto deve iniziare da un'’ec- 
citazione graduale dei movimenti interni, cioè dalla comparsa di 
eccitazioni elementari nel liquido. 

Supponiamo che nel liquido esista un’eccitazione elementare 
di impulso p ed energia £ (p). Allora l’energia £, del liquido (nel 
sistema di coordinate in cui prima era in quiete) sarà uguale all’ener- 
gia di questa eccitazione € e il suo impulso P, uguale all'impulso p. 
Torniamo ora al sistema di coordinate in cui il capillare si trova 
a riposo. In accordo con le note formule meccaniche di trasformazione 
dell'energia e dell'impulso, in questo sistema abbiamo i seguenti 
valori per l’energia £ e l'impulso P del liquido: 


Mv? 


DI ? Pa Po+ Mv, (23,1) 


E=E,tPov+t 
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dove M è la massa del liquido. Rimpiazzando £,, Py con €, p, 
scriviamo 


E=e+ pv +0 | 


(23,2) 


Il termine Mv?/2 rappresenta l'energia cinetica iniziale del liquido 
in moto; quanto al termine e + pv, esso esprime la variazione del- 
l'energia grazie alla comparsa dell’eccitazione. Questa variazione 
deve essere negativa in quanto l’energia del liquido in moto deve 
diminuire 

e +pv<0. 


Per un dato p la grandezza a primo membro della disuguaglianza 
ha il valore più piccolo per p e v antiparalleli; perciò in ogni caso 
si deve avere e — pv<0, cioè 


>. (23,3) 


Questa disuguaglianza deve essere verificata almeno per certi 
valori dell’impulso p dell’eccitazione elementare. Pertanto possiamo 
ottenere la condizione di comparsa possibile delle eccitazioni nel 
liquido passante per il capillare dopo aver trovato il minimo del 
rapporto e/p. Dal punto di vista geometrico il rapporto e/p rappre- 
senta la tangente dell’angolo d'inclinazione della retta tracciata 
dall’origine delle coordinate (nel piano p, €) verso un punto della 
curva € = e (p). Il suo termine minimo sarà definito, evidentemente, 
dal punto in cui la retta tracciata dall'origine delle coordinate è tan- 
gente alla curva. Se questo minimo è diverso da zero, allora per velo- 
cità del flusso non troppo grandi nel liquido non possono comparire 
eccitazioni. Ciò significa che il suo flusso non si rallenterà, cioè 
che si verificherà il fenomeno della superfluidità. 

La condizione di superfluidità ottenuta si riduce di fatto all’ipo- 
tesi che la curva € = e (p) non tocchi l’asse delle ascisse nell'origine 
delle coordinate (a prescindere dall’eventualità poco probabile che 
nel suo andamento ulteriore essa tocchi questo asse). Perciò ogni 
spettro in cui le eccitazioni, sufficientemente piccole, siano fononi 
condurrà infatti alla superfluidità. 

Consideriamo ora lo stesso liquido a temperatura diversa dallo 
zero assoluto (anche se vicina ad esso). In questo caso il liquido non 
si trova più nello stato fondamentale e contiene eccitazioni. I ragio- 
namenti sopra citati restano di per sé validi, poiché in essi non è stato 
tenuto conto del fatto che il liquido si trovava inizialmente nello 
stato fondamentale. Il movimento del liquido relativamente alle 
pareti del tubo, essendo soddisfatta ia detta condizione, non potrà 
implicare, come prima, la comparsa di eccitazioni elementari nuove. 


SUPERFLUIDITA 119 


Tuttavia dobbiamo precisare come si comporteranno le eccitazioni 
già esistenti nel liquido. i 

Supponiamo a tal fine che il « gas di quasi-particelle » si muova 
come un tutt'uno di moto traslatorio a velocità v relativamente al 
liquido. La funzione di distribuzione per il gas moventesi come un 
tutt'uno si ottiene dalla funzione di distribuzione r (€) per il gas 
in quiete sostituendovi l’energia e della particella con la grandezza 
€ — pv, dove p è l'impulso della particella. Per un gas ordinario 
questa circostanza non consegue direttamente dal principio di rela- 
tività di Galileo e si dimostra semplicemente passando da un sistema 
di coordinate a un altro. Nel caso considerato, invece, queste consi- 
derazioni sono inapplicabili in quanto il gas di quasi-particelle si 
muove non nel vuoto, ma « attraverso il liquido ». Ciononostante, 
l'affermazione resta valida, come deriva dai ragionamenti seguenti. 

Supponiamo che il gas di eccitazioni si muova relativamente 
al liquido a velocità v. Consideriamo un sistema di coordinate in 
cui il gas come un tutt'uno è in quiete, mentre il liquido si muove 
rispettivamente a velocità —v (sistema XK). Secondo la formula di 
trasformazione (23,1) l'energia £ del liquido nel sistema X è legata 
all'energia £, nel sistema in cui il liquido è in quiete (sistema Xo) 
dalla relazione 
Mu? 
O 
Supponiamo che nel liquido compaia un’eccitazione elementare di 
energia € (p) (nel sistema X,). Allora l’energia supplementare del 
liquido nel sistema X sarà € — pv, ciò che dimostra l’affermazione 
fatta 1). 

Quindi, l’impulso completo del gas di quasi-particelle (riferito 
all'unità di volume) sarà 


E = Eo— Pov + 


P= | pr (e — pv) di. 


Supponiamo che la velocità v sia piccola, e sviluppiamo l’espressione 
integranda in potenze di pv. Il termine di ordine zero scompare 
(integrando sulle direzioni del vettore p) e resta. 


d 
= - {pom -7® ar, 


ossia, dopo aver calcolato la media rispetto alle direzioni del vet- 
tore p, 


=> |(-T)par. (23,4) 


.__ !) Per le quasi-particelle nel liquido di Bose n (€) rappresenta la distribu- 
zione (22,2). Rivolgiamo l’attenzione sul fatto che la condizione di superfluidità 
(v < e/p) coincide esattamente con la condizione che garantisce la positività 
e la finitezza dell’espressione n (e — pv) per tutte le energie. 
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Vediamo soprattutto che il movimento del gas di quasi-particelle 
è accompagnato dal trasporto di una certa massa: la massa efficace 
dell’unità di volume di gas è determinata dal coefficiente di propor- 
‘zionalità fra l'impulso P e la velocità v nella formula (23,4). D'altra 
parte, quando il liquido scorre in un capillare, ad esempio, niente 
impedisce alle quasi-particelle di urtare contro le pareti del tubo 
e di scambiare con esse l’impulso. Come risultato il gas di eccita- 
zioni sarà arrestato, come si verificherebbe con qualsiasi gas nor- 
male passante per un capillare. 

Siamo giunti così al risultato fondamentale seguente. A tempe- 
rature diverse da zero una parte della massa del liquido si comporterà 
come un liquido viscoso normale che si « appiccica » in moto alle 
pareti del condotto; la parte restante della massa si comporterà, 
invece, come un liquido superfluido privo di viscosità. Il fatto essen- 
ziale è che fra queste due parti della massa liquida, che si muovono 
« l’una attraverso l’altra », non esiste attrito, vale a dire che non 
si produce la trasmissione d’impulso da una all’altra. Infatti, ab- 
biamo già ottenuto l’esistenza stessa di questo movimento reciproco 
di una parte della massa liquida relativamente all’altra considerando 
l'equilibrio statistico nel gas di eccitazioni in moto uniforme. Ma 
se un certo movimento relativo può prodursi nello stato di equilibrio 
termico, ciò significa che esso non viene accompagnato da attrito. 

Sottolineiamo che considerare il liquido come « miscela » delle 
sue due « parti », normale e superfluida, non rappresenta altro che 
un'espressione comoda per la descrizione dei fenomeni che si veri- 
ficano nel liquido quantistico; ciò non significa affatto che si può 
separare realmente il liquido in due parti. Come ogni altra descri- 
zione dei fenomeni quantistici in termini classici, questo modo non 
è completamente adeguato. In realtà è più corretto dire che nel 
liquido di Bose quantistico possono prodursi contemporaneamente 
due moti, ciascuno dei quali è legato alla sua massa efficace (cosicché 
la somma di queste masse è uguale alla massa reale completa del 
liquido). Uno di questi moti è « normale », cioè gode delle stesse 
proprietà del moto di un liquido viscoso ordinario; l’altro, invece, 
è « superfluido ». Entrambi questi moti si producono senza trasmis- 
sione d'impulso dall’uno all’altro. 

Quindi, dal punto di vista idrodinamico, la densità del liquido 
di Bose può essere rappresentata sotto forma della somma p = pn + 
+ g; delle parti normale e superfluida, ciascuna delle quali è legata 
alla sua velocità idrodinamica rispettiva: v, e vs. La potenzialità 
è una proprietà importante del movimento superfluido: 


rot vs = 0. (23,9) 


Questa proprietà è l’espressione macroscopica del fatto che le eccita- 
zioni elementari di grande lunghezza d’onda (cioè di impulsi piccoli) 
sono quanti sonori, ossia fononi. Pertanto l’idrodinamica macro- 
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scopica del movimento superfluido non deve ammettere altre vibra- 
zioni, tranne le vibrazioni sonore !); ciò è garantito fra l’altro dalla 
condizione (23,5) (alla cui giustificazione noi torniamo ancora al 
$ 26) 2). 

Per 7 = 0 la parte normale della densità è p, = 0; il liquido 
può eseguire soltanto il movimento superfluido. A temperature 
diverse da zero p, è data dalla formula (23,4): 


o=3|(--)P°d (23,6) 


Per calcolare il contributo fononico in p,, poniamo nella (23,6) 
e = up: 


00 
DE 1 dn _, 4np* dp 
(Pnt= 37) PC 
0 


e dopo integrazione per parti troviamo 


n f 4np°dp ___A 
(Pn)t=37 RP nn: — du en dt. 
0 


L’integrale rimanente qui non rappresenta altro che l’energia del- 
l’unità di volume del gas fononico; ricavando questa grandezza dalla 
(22,4), otteniarno infine 


4E 29274 . 
(Pn)r = sar ==i 45h3ud * (23,7) 


Per calcolare, invece, il contributo rotonico in p,, osserviamo 
quanto segue: poiché i rotoni si possono descrivere mediante la di- 
stribuzione di Boltzmann, allora per ‘essi drn/de = —n/7, e dalla 
(23,6) ricaviamo 

E 1 2 _P Nr 
(Pr)r= 37 | p ndt= 391. V° 


Ponendo, con precisione sufficiente, p? = pè e ricavando N; dalla 
(22,9), otteniamo 
\ ___P$èN 2(m*)/ pè. _ 
(Pn) = 377 = Fenner €. (23,8) 


Alle temperature più basse il contributo fononico in f, è grande 
rispetto a quello rotonico. Essi diventano uguali pressappoco per 


1) E supposto che il liquido sia illimitato. In presenza di superficie libera 
sono possibili anche delle oride capillari superficiali (ciò conduce a una deter- 
minata dipendenza termica della tensione superficiale; vedi il problema 1). 

?) Per uno studio più dettagliato dell’idrodinamica del liquido superfluido 
vedi un altro volume del presente Corso (volume VI). 
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0,6 K, e per temperature più elevate il contributo rotonico diventa 
prevalente. 

Al crescere della temperatura una parte sempre più grande della 
massa liquida diventa normale. Nel punto in cui si ottiene l’ugua- 
glianza op, = la proprietà di superfluidità scompare completa- 
mente. Questo punto, detto À-punto del liquido, rappresenta un 
punto di transizione di fase di seconda specie !). Quanto alle for- 
mule quantitative (23,7-8), esse, ovviamente, sono inapplicabili 
nell'intorno del A-punto, dove la concentrazione di quasi-particelle 
è così grande che la stessa nozione di esse in misura notevole perde 
senso. 

Soffermiamoci ancora sulla questione inerente al comportamento 
degli atomi di impurità sciolte nell’elio liquido; la concentrazione 
di queste impurità è supposta così piccola che i loro atomi si possono 
considerare come non interagenti gli uni con gli altri (ZL. D. Landau, 
I. Ja. Pomerancuk, 1948). 

La presenza di un atomo estraneo nel liquido implica la comparsa 
di una diramazione nuova dello spettro energetico, corrispondente 
al passaggio di questo atomo attraverso il liquido; è ovvio che, data 
la forte interazione fra l’atomo dell’impurità e gli atomi del liquido, 
questo movimento rappresenta in realtà un'azione comune cui pren- 
dono parte anche gli atomi del liquido. A questo movimento si può 
attribuire un certo impulso risultante p che si conserva. Quindi, 
nel liquido compaiono quasi-particelle di tipo nuovo (di numero 
uguale al numero di atomi dell’impurità), la cui energia &;m (PD) 
è una funzione dell'impulso. Le energie di queste quasi-particelle 
in equilibrio termico saranno concentrate in prossimità del più 
piccolo dei minimi della funzione gm (p). Infatti, si tratta dell’im- 
purità dell’isotopo He?, e i dati empirici mostrano che questo minimo 
si trova per p = 0; nel suo intorno l’energia della quasi-particella 
ha la forma 


2 
Em (PD) = ga (23,9) 


um 


con la massa efficace mi, = 2,8 masse dell'atomo He?. 

Le quasi-particelle di impurità interagiscono con i fononi e i ro- 
toni entrando in collisione con essi e, quindi, appartengono alla com- 
posizione della parte normale del liquido. Poiché la concentrazione 


DI 


di queste quasi-particelle è piccola, la loro distribuzione termica 


1) L’'elio liguido alle temperature al di sotto di questo punto è detto elio II. 
I À-punti formano una linea sul diagramma delle fasi nel piano P, 7. Questa 
linea interseca la linea)di ‘equilibrio fra il liquido e il vapore alla temperatura 
di 2,19 K. | 
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è rappresentata da quella di Boltzmann e il loro contributo in p, 
(definito dalla (23,6)) è dato dalla formula 


N 2 Ni: 
(Pn)im = E 7 = E im (23,10) 


dove Nim/Vèilnumero di atomi dell’impurità nell'unità di volume. 


PROBLEMI 


1. Trovare la legge limite della dipendenza dalla temperatura del coeffi- 
ciente di tensione superficiale a dell’elio liquido in prossimità dello zero asso- 
luto (K. R. Atkins, 1953). 

Soluzione. Il coefficiente @ è l’energia libera dell'unità di superficie del 
liquido (vedi V, la formula (154,6)). Questa grandezza si calcola in base alla 
formula (64,1) del volume V, nella quale le frequenze ©, sono riferite ora alle 
vibrazioni superficiali. Nel caso bidimensionale, il passaggio dalla somma 
all'integrazione (in vettori d'onda delle vibrazioni) va eseguito introducendo 
il fattore d?k/(2x)? o 2nk dk/(2n)?. L’integrazione per parti dà 


non mnosr, kdk _ h k2 dw 
ia= 9 +7 | In (1—-e / para | IT 

(ci è la tensione superficiale per 7 = 0). A temperature sufficientemente basse 
hanno importanza soltanto le vibrazioni a frequenze piccole, cioè a lunghezze 
d'onda grandi. Queste vibrazioni rappresentano le onde capillari idrodinamiche 
per le quali 0? = ak3/p & agk*/p, dove p è la densità del liquido. Pertanto 


; 00 
i 4/3 
Lù hì (£)°° | wi/3 dm 


“— 41 \ ao ho/T _q 
A 


(la convergenza rapida dell’integrale permette di rendere infinito il limite 
superiore). Il calcolo dell’integrale (vedi la nota al $ 58, V) dà 


at anna N3I°\3IT O piltag8 * 


Questo risultato riguarda l’He4 liquido a temperature così basse che tutta la 
massa del liquido può essere considerata superfluida 1). | 
2. Trovare la legge di dispersione &gim (p) per le particelle di impurità 


in un liquido superfluido in moto se questa legge ‘im (p) è nota per il liquido 
in quiete (J. Bardeen, G. Baym, D. Pines, 1967). 

Soluzione. Dopo aver aggiunto al liquido in quiete (per 7 = 0) un atomo 
di impurità (di massa m) di impulso p, la sua energia e il suo impulso (nel 
sistema di coordinate in cui il liquido inizialmente era in quiete) sono £, = 
= gim (Po). P, = Po- Nel sistema di coordinate, invece, in cui il Îiquido si 
muove ‘a velocità v, secondo la (23,1) abbiamo 


E-=eim (Po) +Povtt+ 5 (M+m)v, P=po+(M+m)v. 


1) Nel liquido di Fermi (He? liquido) le onde capillari del tipo considerato 
(così come le onde volumetriche del suono normale) non esistono a causa di 
un aumento indefinito della viscosità per 7 + 0. 
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Di qui si vede che le variazioni dell’energia e dell'impulso del liquido in moto 
con un atomo di impurità associato sono 


&im= €; (Po) + Pov + n, p=Potmv.. 
Esprimendo &m in funzione di p, troviamo 


v2 


€1m (P)=€{î (p_—mw+pv— "5 x 


Per piccoli valori di v, per lo spettro im (7) della forma (23,9) abbiamo, a meno 
dei termini del primo. ordine, 


p° m 
€1m (P)= Im +wp (1- mE ). 
m 


im 


$ 24. Fononi nel liquido 


Passando dal quadro classico delle onde sonore alla rappresenta- 
zione quantistica dei fononi, le grandezze termodinamiche (densità, 
velocità del fluido ecc.) vengono sostituite con operatori che sì 


esprimono in funzione degli operatori cx, ct di distruzione e crea- 
zione dei fononi. Deduciamo le formule che forniscono queste espres- 
sioni. 

Ricordiamo che nella descrizione classica di un'onda sonora la 
densità del liquido è sottoposta a piccole vibrazioni di frequenza 
e vettore d'onda legati dalla relazione ®© = uZ. La velocità del 
liquido v ha lo stesso ordine di grandezza infinitesimale che la 
parte variabile della densità p' = pf — po (essendo py la densità 
in equilibrio). Il movimento del liquido nell’onda è potenziale, 
cioè può essere descritto dal potenziale scalare della velocità @ 
che determina la velocità secondo la relazione 


= Vo. (24,1) 
La velocità e la densità sono legate reciprocamente dall’equazione 
di continuità dp'/0t = —div (pv) 2 —pe div v, ossia 
è LA 
Ln PoAP. (24,2) 


dt 
L'energia del liquido in un'onda sonora è data dall’integrale 


2 20/2 
E = | (fe) d3x. (24,3) 
Il primo termine dell’espressione integranda è la densità dell'energia 
cinetica e il secondo dell’energia interna del liquido; ambedue 
i termini sono quadratici nelle grandezze piccole v e gp‘. 

L’ulteriore procedimento di quantizzazione si potrebbe effettuare 
completamente in modo analogo, come è stato fatto per i fononi nei 
cristalli solidi (vedi V, $ 72). Tuttavia, seguiremo qui wn'’altra via 
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che fornisce alcuni momenti metodologici assai istruttivi. Conside- 
riamo dapprima gli operatori di densità e velocità del liquido, espressi 
in funzione di variabili microscopiche, cioè mediante le coordinate 
delle particelle. 

Nella teoria classica la densità fg e la densità del flusso della 
massa liquida j possono essere rappresentate dalle somme 


p(r)=Sm8 (rar), j(M= pad (0-3), 


calcolate su tutte le particelle (r, e p, sono raggi vettori e impulsi 
delle particelle); gli integrali di queste funzioni in un volume qual- 
siasi danno la massa e l'impulso completi del liquido in questo volu- 
me. Passando alla teoria quantistica, queste funzioni vengono sosti- 
tuite dagli operatori corrispondenti. L'operatore di densità ha la 
stessa forma 


p(r)=Y mad (rar), (24,4) 
mentre l’operatore di densità del flusso è 
LS 1 n A 
j(r)= IDE DI {Pad (ra —T) * ò (r_ i r) Po} (24,9) 
dove p, = —ilV, rappresenta l'operatore di impulso della parti- 


‘cella 1). 

Troviamo la regola di commutazione fra gli operatori j (r) e p (r’), 
calcolati nei punti r e r’; in questo caso si può considerare, per 
brevità, un solo termine nelle somme (24,4-5) in quanto gli operatori 
corrispondenti a diverse particelle sono commutativi. Sviluppando 
il commutatore, gli operatori della forma è (rr — r)Vj6 (rr — r’) 
si trasformano nel seguente modo: 


ò (rr —r)vid (rr - r)= dr -r)(Vé@e—r)+ 
+6 nb r)V, 


dove l’espressione (Véò (r — r')) del primo termine non significa 
altro che il gradiente della funzione è; dato che questo termine con- 


1) Supponiamo, per semplicità, che il sistema sia composto di una sola 
particella. La media dell’operatore p (r) = mò (r, — r) rispetto allo stato con 


funzione d’onda  (r;) dà | p* (11) PY (r.) d°r, = m | w (r) [?, come deve essere. 


Analogamente, la media dell'operatore Î (©) fornisce l’espressione corretta per 
la densità del flusso 


(4/2%) {* (1) Vw (r) — w (1) Vpt (1)}. 
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tiene il fattore è (r, — r) vi si può scrivere (Vé (r — r’)) al posto 
di (V36 (r, — r°)). Come risultato otteniamo 


imMoplr)-p(r)jlm= ip (ve (er). (24,6) 


Introduciamo ora, al posto di Î, l'operatore di velocità dei liquidi 
‘v. in base alla definizione 


La regola di commutazione degli operatori f © vi è determinata 


dalla condizione che per il commutatore di p e j si abbia l'espres- 
sione (24,6). È facile provare che a tal fine occorre porre 


vnper)—p(r)v@n=—i (Vr) 


(tenendo intanto conto della commutatività evidente degli operatori 
p (r) e p (r’)). Infine, ponendo v (r) = Veg (r), otteniamo la seguente 
regola di commutazione fra gli operatori di densità e di potenziale 
della velocità: 


© (1) p' (1) — p'(r)p(r) = —ihd (er — r°) (24,7) 
(è evidente che al posto di p si può scrivere quì l'operatore = 
= f — po della parte variabile della densità). La regola (24,7) 
è analoga alla regola di commutazione fra la coordinata e l’impulso 
della particella; in questo senso le grandezze p’ e © fungono nel 
caso considerato da « coordinate » ed « impulsi » generalizzati cano- 


nicamente coniugati. 
Utilizzando le espressioni (24,4-5) per stabilire la regola (24,7), 


scriviamo ora gli operatori q e p’ nella rappresentazione della seconda 
quantizzazione (esprimendoli cioè in funzione degli operatori di 
distruzione e creazione dei fononi) chiedendo in questo caso che essi 
soddisfino la regola (24,7). A tal fine scriviamo 


@(r)= 77 DI (Axcrette + Ae 10) 
k 


a coefficienti Ax per il momento indeterminati; la sommatoria va 
estesa a tutti i valori che il vettore d’onda descrive in un volume 


V grande ma finito 1). Gli operatori cx e ci verificano le regole 


1) A differenza degli operatori y delle particelle, l'operatore di una grandez- 
za reale p è hermitiano e contiene contemporaneamente gli operatori di annichi- 
lazione e creazione dei fononi. Ricordiamo che questa proprietà (così come la 
stessa proprietà degli operatori di campo in elettrodinamica quantistica) è dovu- 
ta alla non conservazione del numero di « particelle » nel campo fononico. 
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di commutazione di Bose 
Cxck: =" CÈ:CK = Òkk' è (24, 8) 


Per gli ulteriori rimandi ricordiamo che gli elementi matriciali 
non nulli di questi operatori sono 


(mx — 1|cx] rx) = (ect — 1) = Vr, (24,9) 


dove ny sono i numeri di riempimento degli stati fononici. 
Tuttavia, nel seguito avremo bisogno dell’operatore di Heisenberg 


q  (t, r), anziché di quello di Schròdinger n (r). Esso si ottiene sem- 


Micca da @ (r) introducendo i fattori exp (tiot) a frequenze 
o = uk in ciascun termine della somma 


9 (t, r) IR D, (Aycgeitur-hut) 1 Attct e i(kr_Rut)). 


VT 


(cfr. quanto detto a questo proposito per gli operatori w all’inizio 
del $ 9). Quanto all'operatore di densità p’ (t, r), esso deve essere 
connesse all’operatore @ (#, r) mediante la relazione (24,2) e, di 
conseguenza, viene dato dalla stessa somma coi fattori îAypok/u 
al posto di Ax. In seguito i fattori Ax si devono determinare tali 
che si verifichi la regola di commutazione (24,7). Infine, otteniamo 
le seguenti espressioni: 


; 1 2 ia 2 - È 
P) (£, r) = y ( 37” 2 / (cgeitkr-uRt) L cre-i(kr-uAt)), 
u 
k 


(24,10) 


hk \1/2 

o' (t,r)= DE (E e) (cye!(ke-uht) — cte-i(kr-uht)), 
ù i 

Infatti, sostituendo queste espressioni nel primo membro della 

regola (24,7) e tenendo conto della (24,8), otteniamo la funzione è 

cercata 


—in 4 D (Got — ct) tte — 
k 
il —P° __ih n V d3k 2% 
= — 7 De ik(rer )s: a { eik(r-r°) Cn) = ih6$ (er). 
k DE 


È facile convincersi anche che l'operatore hamiltoniano del liqui- 


do, che si ottiene rimpiazzando v e p’ conv= vp e p’, nell’integrale 
(24, 3) ha, come deve, la forma 


Î= Y uhk (cicx+3): 
k 
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i suoi autovalori sono uguali a Zuhk (rx + 1/2) in accordo con la 
rappresentazione dei fononi di energie e = uk. 

L’ espressione (24, 3) per l’energia del liquido nell’onda sonora 
rappresenta i primi termini (dopo quello zero) Seo sviluppo del- 


l’espressione esatta 
nuo | | TASTO e (0) a 
= 5 pe (E X 


(dove e (0) è l’energia interna dell'unità di massa del liquido). 
Questo, integrale, nel quale v e p sono sostituiti dagli operatori 
v=Vpep= po + p congep' ricavati dalla (24,10), funge da 
operatore hamiltoniano esatto 


me | [= A (6) | a2 (24,11) 


“ 


(l'operatore dell'energia cinetica è scritto nella forma simmetriz- 


zata vpv/2 per essere hermitiano). In questo caso è importante che 
f e ® rappresentino « coordinate ed impulsi generalizzati » canoni- 
camente coniugati mediante i quali deve essere espresso l’operatore 
hamiltoniano. Ciò si vede dal fatto che la regola di commutazione 
(24,7), cui soddisfano gli operatori (24,10), è esatta in quanto per 
la sua deduzione non è stato mai supposto che le oscillazioni fossero 
piccole. 

I termini di grado più elevato (di terzo ecc.) dello sviluppo di 
questo operatore hamiltoniano esprimono la natura anarmonica delle 
vibrazioni sonore, mentre in termini di rappresentazione fononica 
«descrivono l’interazione fra i fononi. Questi termini hanno elementi 
matriciali per le transizioni con variazione simultanea di alcuni 
numeri di riempimento dei fononi e, quindi, fungono da perturba- 
zione che genera processi disparati di diffusione e decadimento dei 
fononi. In questo caso gli elementi matriciali degli stessi operatori 


cx e ct hanno, ovviamente, la precedente forma (24,9), poiché (come 
:si fa sempre nella teoria delle perturbazioni) si usa una rappresenta- 
zione in cui l'operatore hamiltoniano imperturbato è diagonale. 
. Diamo qui le espressioni per i termini del terzo e del quarto ordine: 


ROnd(E7 E) fd 04 


$ 25. Gas di Bose quasi-perfetto degenere 


Le proprietà fondamentali dello spettro energetico del tipo di 
Bose sono evidenti in un modello di gas di Bose debolmente non 
perfetto a temperature vicine allo zero. Questo modello verrà studia- 
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to nel presente paragrafo, così come abbiamo fatto al $ :6 per il gas 
di Fermi !). Quanto detto al $ 6 riguardo alla caretteristica gene- 
rale dei modelli di un gas quasi-perfetto degenere si riferisce ugual- 
mente al caso in questione. In particolare, la condizione per cui un 
gas è debolmente non perfetto (il parametro gassoso vale a (N/V)!/3 « 
< 1 con a come lunghezza di diffusione) può essere formulata, come 
prima, nella forma della condizione (6,1) di piccolezza degli impulsi 
delle particelle: pa/lì < 1 ?). 

L'operatore hamiltoniano di un sistema di bosoni (che supporremo 
non aventi spin) interagenti a coppie ha una forma che differisce 
dalla (6,6) soltanto per mancanza degli indici di spin: 


a e ue 1 It e e STO 
H= x 3 abap +3 x (P,P310] P1P2) Qp:Ap:ApyAp, (29,1) 


(la sommatoria è estesa a tutti gli impulsi che figurano negli indici). 
Quanto agli operatori di distruzione e creazione delle particelle, ora 
essi verificano le regole di commutazione 


ApAp - ApAp = Ii 
Come al $ 6, in accordo con l’ipotesi di impulsi piccoli, sostituiamo 


di nuovo tutti gli elementi matriciali nella (25,1) con i loro valori 
per impulsi nulli; allora 


ie aa L | 


La seguente osservazione serve come punto di partenza per l’ap- 
plicazione della teoria delle perturbazioni a questo operatore hamil- 
toniano. Nello stato fondamentale del gas di Bose perfetto tutte le 
particelle si trovano in condensato, ossia nello stato di energia nulla; 
i numeri di riempimento Np-o=N, = N, Np=0 per p=#0 
(vedi V, $ 62). Quanto al gas quasi-perfetto, i numeri Np nello 
stato fondamentale e negli stati debolmente eccitati sono diversi 
da zero, ma sempre molto piccoli rispetto al numero macroscopica- 


mente grande N,. Ciò che la grandezza ajaa = No & N è assai 
grande rispetto all'unità significa che l’espressione 


A A Cal A 
a04î, —_ aiao — 1 


1) Il metodo che viene esposto sotto appartiene a N. N. Bogoljubov (1947). 
L'applicazione di questo metodo al gas di Bose è stato il primo esempio 
di deduzione microscopica conseguente dello spettro energetico dei « liquidi 
quantistici ». 

2) Noi vedremo più avanti che nel gas di Bose degenere la massa principale 


di particelle (fuori del « condensato ») ha impulsi p » ® VaN/V per i quali 
la detta disuguaglianza è effettivamente valida. 
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è piccola rispetto ai valori stessi a), aj; perciò. questi ultimi si 
possono considerare come numeri ordinari (uguali a V N.) trascu- 
randone la non commutatività. 

Formalmente l'applicazione della teoria delle perturbazioni si- 
gnifica ora losviluppo della somma quadrupla nell'espressione (25,2) 


in potenze delle grandezze piccole ap e aj (p # 0). Il termine nullo 
dello sviluppo vale 


a454040 = A: (25,3) 
I termini del primo ordine mancano (poiché è impossibile osservare 
in essi la legge di conservazione dell’impulso). I termini del secondo 
ordine sono 


ai D (apa_p + ajatp + 4apap). (25,4) 


Se ci limitiamo alla precisione fino ai termini del secondo ordine, 
possiamo sostituire a} = N, nella (25,4) al numero completo di 
particelle N. Nel termine (25,3), invece, si deve tener conto della 
relazione più precisa 


p#0 
Come risultato la somma dei termini (25,3-4) diventa uguale a 
N°4+N Y (apa_p+a3atp+2a$ap), 
p70 | 


e dopo la sua sostituzione nella (25,2) otteniamo la seguente espres- 
sione per VARA AN A 


À=3-U ot 2 dm Da —_ Ggan + 57 5 57 Vo DI (Gpa_p + a542p+ 2a50p). 
p#0 


(25,9) 


Il primo termine di questa espressione definisce, in prima appros- 
simazione, l'energia £, dello stato fondamentale del gas, mentre la 
sua derivata rispetto a N definisce rispettivamente il potenziale 
chimico u per T =0: 


Ey=3 Un np=-<-U (25,6) 


Gli altri termini (nella (25,5)) danno, invece, la correzione ad £o 
e lo spettro di stati debolmente eccitati del gas. 

L’integrale U, che figura nella (25,5) deve essere ancora espresso 
in funzione di una grandezza fisica reale, ossia della lunghezza di 
diffusione a. Nei termini del secondo ordine ciò si può eseguire diret- 
tamente in base alla formula (6,2): U, = 4n%?a/m. Quanto al primo 
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termine, qui occorre la formula più esatta (6,5), che tiene conto. 
della seconda approssimazione di Born nell’ampiezza di diffusione. 
Inoltre si tratta di due particelle collidenti del condensato per cui 
nella somma della (6,5) bisogna porre pi = p. = 0, pj = —p,=P 
in modo che si abbia 


Ue Sa (143 4nh?a D+) 


p#0 
Sostituendo questa espressione nella (25,5), avremo per l’operatore 
hamiltoniano 
è 2ahta N° sl 14 
H= = (1 + > 3) +; 
p#0 
2rh°a N < 
5: n : Vv DI (Gpd-_p + 230: p + 2azap) SF DE Pi ctan (25,7) 
p#0 P 


Per determinare i livelli energetici, occorre ridurre l’operatore 
hamiltoniano alla forma diagonale, il che si ottiene mediante una 


trasformazione lineare appropriata degli operatori dp, at. Intro- 
duciamo i nuovi operatori bp, di in base alla definizione 


ap — Upbp + Dobbxi at = updi + Doblsi 
e, inoltre, chiediamo che essi verifichino le stesse relazioni di com- 
mutazione 
bpbp — dbp'bp =0, Bpbie—bi-bp=8pp, 
degli operatori ‘Op, aÌ. Si vede facilmente che a tal fine deve essere 


us — v$ = 1. Tenendone conto, scriviamo la trasformazione lineare 
come segue: 


b+ b 
SILE (25,8) 


La grandezza Lp deve essere definita in modo tale che nell’operatore 


hamiltoniano scompaiano i termini non diagonali (bpb_p, dib_}). 
Un semplice calcolo dà 


1 iù 2 
L= {e (P) —;_ mu} (25,9) 
dove si sono introdotte le seguenti notazioni: 
2 \231/2 
e()=|@P+ (TO (25,10) 


_ { 45h°aN \1/2 | 
nin ar (25,11) 
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In questo caso l'operatore hamiltoniano diventa 
= Eo + d LS (p) dj sb: (25,12) 


dove 


N 1 2 3u4 
E= mu? +3 > {e (p,—_ 7 — mu? + = n (25,13) 
p#0 
La forma dell’operatore hamiltoniano (25,12) e le relazioni di 
Bose della commutazione fra gli operatori bp, dj permettono di 


concludere che di e bp rappresentano operatori di creazione è distru- 
zione delle. quasi- -particelle di energia e (p) che obbediscono alla 


statistica di Bose. Gli autovalori dell'operatore diagonale bi do 
rappresentano i numeri rp di quasi-particelle con impulso p, mentre 
la formula (25,10) determina la dipendenza della loro energia dal- 
l'impulso (di nuovo i numeri di riempimento delle quasi-particelle 
sono indicati con np a differenza dei numeri di riempimento N, 
delle particelle vere e proprie del gas). Con ciò lo spettro energetico 
degli stati debolmente eccitati del gas considerato è completamente 
determinato. 

La grandezza £,, invece, è l’energia dello stato fondamentale 
del gas. Sostituendo alla sommatoria sui valori discreti di p (nel 
volume YV) l’integrazione in Vd?p/(2rà)" ed eseguendo i calcoli, 
otteniamo la seguente espressione: 


E, = Si E +95 19 (2° (25,14) 


(T. D. Lee, C. N. Yang, 1957). Rispettivamente, per il potenziale 
chimico del gas (per 7 = 0) abbiamo 


er SS dataN fi +32 ga de (25,15) 


Queste formule rappresentano i due primi termini dello sviluppo in 
potenze di (2°N/V)W?. Ma già il termine successivo non potrebbe 
essere calcolato con il suddetto metodo. Esso deve contenere il 
volume come V=, e una grandezza di questo ordine dipende ormai 
non soltanto dagli urti doppi, ma anche da quelli tripli. 

Per grandi valori dell’impulso (p > mu) l'energia delle quasi- 
particelle (25,10) tende a p?/2m, cioè all'energia cinetica di una sin- 
gola particella del gas. 

Invece, per piccoli impulsi (p « mu) abbiamo e up. È facile 
vedere che il coefficiente u coincide con la velocità del suono nel 
gas, cosicché questa espressione corrisponde ai fononi, in accordo 
con le affermazioni generali fatte al $ 22. Per 7 = 0 l’energia libera 
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coincide con l’energia £,; considerando il termine generale nello 
sviluppo di quest’ultima, troviamo la pressione 

0E __2rh°aN° 

OV mV 2 


Quanto alla velocità del suono, otteniamo u = V dP/dp (dove p > 
= mNI/V è la densità del gas), il che coincide con la formula (25,11). 

Notiamo che nel modello considerato del gas di Bose la lunghezza 
di diffusione 2 deve necessariamente essere positiva (interazione di 
repulsione fra le particelle). Formalmente ciò si vede già dal fatto 
che nelle formule ottenute comparirebbero termini immaginari per 
l'energia se a fosse negativa. Il significato termodinamico della con- 
dizione a > 0 è che essa è necessaria, affinché nel suddetto modello 
del gas di Bose sia verificata la «disuguaglianza (0P/0V), < 0. 

La distribuzione statistica delle eccitazioni elementari (dove 
np sono le medie dei loro numeri di riempimento) a temperatura 
non nulla è data semplicemente dalla formula di distribuzione di 


Bose (22,2). Quanto alla distribuzione N degli impulsi delle par- 
ticelle vere del gas, la si può calcolare mediante la media dell’ope- 


ratore atap. Utilizzando la (25,8) e tenendo conto che i prodotti 
b_> bp e bib', non hanno elementi matriciali diagonali, otteniamo 


—-  n+L?(n. +1) 
N = —- (25,16) 
Questa espressione è valida, ovviamente, soltanto per p =#4 0. Il nu- 
mero di particelle di impulso nullo è 


# Pena V SERI 
No=N— XN= Ng | Nodp. (25,17) 
P# 


In particolare, allo zero assoluto tutti gli np = 0, e mediante 
la formula (25,9) ricaviamo dalla (25,16) la funzione di distribuzione 
nella forma 1) 


N m2u4 
=) (25,18) 


(per 7 = 0i valori medi di Np coincidono con i valori esatti; perciò 
omettiamo il trattino orizzontale sopra la lettera). La natura non 
perfetta del gas di Bose implica, naturalmente, la comparsa di 


1) Notiamo che il massimo del numero di particelle con dato valore del- 
l'impulso (= p?Np) si trova per più = V aNIY, dove si produce il passaggio 


n 


da un'espressione limite di e (p) a un’altra. Questa circostanza è stata già 
menzionata nella nota alla pag. 129. 
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particelle con impulso non nullo anche allo zero assoluto; l'integra- 
zione nella (25,17) con Np della (25,18) è semplice e dà 
Na” 
N°=N[1-$ = |: (25,19) 
Infine, facciamo un’altra osservazione a proposito dello spettro 
qui ottenuto. Per p piccoli la derivata d?£/dp* > 0, vale a dire che 
la curva e (p) si piega in alto sopra la tangente iniziale e = up. 
In questo caso (vedi più avanti, $ 34) lo spettro diventa instabile, 
il che è dovuto alla possibilità di decadimento spontaneo delle quasi- 
particelle (fononi). Tuttavia, la larghezza corrispondente dei livelli 
è piccola (proporzionale a p° per p piccoli) e non incide sulle espres- 
sioni che si ottengono nelle approssimazioni considerate. 


$ 26. Funzione d’onda del condensato 


Come è stato detto già al $ 23, la comparsa o la scomparsa della 
superfluidità nell’elio liquido avviene per transizione di fase di 
seconda specie. Questa transizione è sempre legata a un certo cam- 
biamento qualitativo delle proprietà del corpo. Nel caso del À-punto 
dell’elio liquido, questo cambiamento può essere descritto macrosco- 
picamente come la comparsa o la scomparsa della componente super- 
fluida del liquido. Da un punto di vista macroscopico più appro- 
fondito, qui si tratta di proprietà determinate della distribuzione degli 
impulsi delle particelle (vere!) del liquido. A differenza di un liquido 
non superfluido, una parte finita di particelle (cioè un loro numero 
macroscopicamente grande) nel liquido superfluido ha un impulso 
rigorosamente nullo; queste particelle formano il condensato di 
Bose-Einstein (0, semplicemente, condensato) nello spazio degli im- 
pulsi. Ricordiamo che in un gas di Bose perfetto, per 7 = 0, tutte 
le particelle si trasformano in condensato (vedi V, $ 62), e in un 
gas quasi-perfetto quasi tutte. Nel caso di liquido di Bose a forte 
interazione fra le particelle, la frazione del numero di particelle 
che per 7 = Osi trovano in condensato non è affatto vicina all'unità. 

Mostriamo come la proprietà di condensazione bose-einsteiniana 
viene formulata in termini di operatori y. 

Per un gas di Bose perfetto — sistema di bosoni non interagenti — 
l'operatore p di Heisenberg si scrive in forma esplicita nel seguente 
modo 1): 


n 1 n i 2 
Y(,r)h)= v7 2%» exp {+ pr SA i th. (26,1) 
P 


) Vedi la formula (9,3). Supponiamo che le particelle del gas siano senza 
spin per cui l’indice di spin manca. Nella (26,1) si è tenuto anche conto che 
per il gas di Bose perfetto il potenziale chimico u è nullo per 7 = 0, e perciò 
il termine —ut/f negli esponenti è omesso. 
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Come è stato spiegato al $ 25, si può trascurare la non commutatività 


degli operatori a, a aj, considerandoli cioè come grandezze classiche. 
In altre parole, parte dell'operatore y (26,1), denotiamola con &, 
risulta essere un numero ordinario: 


A 


do 
VV 
Per formulare questa proprietà degli operatori p nel caso generale 
di un liquido di Bose qualsiasi, osserviamo quanto segue: poiché 
nel condensato si trova lo stesso numero di particelle macroscopica- 
mente grande, la variazione di questo numero di 1 non cambia sostan- 
zialmente lo stato del sistema; si può dire che, aggiungendo (o sot- 
traendo) una particella al condensato da un certo stato del sistema 
di N particelle, si ottiene lo « stesso » stato del sistema di N + 1 
particelle 1). In particolare, lo stato fondamentale resta tale quale 
era. Indicando con &, Z* la parte degli operatori y, che cambia 


di 1 il numero di particelle nel condensato, abbiamo, quindi, per 
definizione 


Im, N-+1)=E|m, N), &*|m, M)=&*[m,N+1), 


dove i simboli |m, N) e |m,N4+- 14) esprimono due stati 
« uguali » che differiscono soltanto per il numero di particelle nel 
sistema, e £ è un certo numero complesso. Queste affermazioni sono 
valide rigorosamente nel limite N + co. Pertanto la definizione della 
grandezza £ deve essere scritta nella forma 


lim (m, N|8|m, N+1)=E, 
N-+00 i 


Pa 
ma 
li — 
lo — 


(26,2) 


x (26,3) 
lim (m, N+1[|E+|m, N)=&*; 
N400 


il passaggio al limite va eseguito per un dato valore finito della den- 
sità del liquido N/V. | 
Se rappresentiamo gli operatori p come 


PELÙ, Pot, (26,4) 
la loro parte restante («sopra condensato ») trasforma lo stato 
| m, N) negli stati ortogonali ad esso, cioè gli elementi matriciali ?) 

lim (m, N|Y'|jm,N+1)=0, lim (m, N+1|®"*|m, N)=0. 
N-+00 Ta N+c0o0 


(26,5) 


1) L’aggiunta o la sottrazione di una particella deve essere supposta come 
un processo indefinitamente lento, ciò che esclude un'’eccitazione del sistema 
da parte di un campo variabile. | 

?) A scanso di equivoci, ricordiamo ancora una volta che queste uguaglianze 
si riferiscono unicamente alle transizioni fra stati « uguali »! 
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Nel limite N-+ co la differenza fra gli stati |m, N) e |[m, 

N + 1) scompare completamente, e in questo senso la grandezza 
£ diventa il valore medio dell’operatore UÙ rispetto a questo stato. 
Sottolineiamo che la finitezza di questo limite è caratteristica 
per un sistema con condensato. 
Le uguaglianze (26,3) esauriscono le proprietà « operatoriali » di 
Z, &* e si possono supporre commutative con Y'", Y'*. In partico- 
lare, gli operatori £, #* verranno sostituiti con £, &*, cioè si com- 
porteranno come grandezze classiche, qualunque siano i valori medi 
rispetto allo stato fondamentale. Sottolineiamo di nuovo che questa 
approssimazione implica (dato il numero macroscopico di particelle 
nel condensato) che vengano trascurate soltanto le quantità di ordine 
relativo di grandezza di 1/N 1). 

Se la dipendenza temporale delle funzioni d'onda è determinata 
in base all'operatore hamiltoniano 7’ = f — uN, la grandezza £ 
non dipende dal tempo. Infatti, l'elemento matriciale (m, N {2 |m, 
N + 1) è proporzionale a 


exp {-- IE(N+1)—E(N)—(N+1)p+Nu]}. 


Ma questo esponente si annulla poiché E (N +1) E(N=bw 
(a meno della grandezza "1/N). 

In un liquido omogeneo fisso, E è indipendente anche dalle coor- 
dinate e (per una fase appropriata di questa grandezza complessa) 


vale semplicemente 
E=Vh (26,6) 


dove ny è il numero di particelle condensate per unità di volume del 
liquido. Infatti, #* E è l'operatore di densità del numero di parti- 
celle nel condensato, e il valore medio di questo operatore vale esat- 
tamente ro. 

L'esistenza del condensato conduce a una differenza qualitativa 
fra le proprietà della matrice densità di particelle del liquido di 
Bose e della matrice densità di un liquido normale. La matrice den- 
sità del liquido di Bose omogeneo in uno stato arbitrario è data dal- 
l'espressione 

Np (14, ro) =(m, N|Y+ (6, ra) Y(t,r,)]|m, N), (26,7) 


dove questa funzione dipende unicamente dalla differenzar = r, — r, 
(cfr. la formula (7,13)). Sostituendovi gli operatori w della forma 
(26,4) e tenendo conto delle proprietà (26,3) e (26,5), otteniamo 


No (r1; ra) = No + No' (ra, r2). (26,8) 


1) In particolare, con questa approssimazione si devono supporre coinci- 


denti gli elementi matriciali jdegli operatori Y’ per le transizioni fra diversi 
stati che differiscono per un numero uguale (piccolo) di particelle nel sistema. 


pP 
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La matrice densità « sopra condensato » p' tende a zero per |r, — 
— rx | + 00; invece la matrice densità p tende, in questo caso, a un 
limite finito ry/N. Con ciò si spiega l’esistenza nel liquido superfluido 
di un « ordine distante », assente nei liquidi normali in cui sempre 
p- 0 per |r, — r, |++ co. Questa è la proprietà di simmetria che 
distingue la fase superfluida del liquido da quella non superfluida 
(V. L. Ginzburg, L. D. Landau, 1950). 

La componente di Fourier della matrice densità determina la 
distribuzione degli impulsi delle particelle del liquido in base alla 
formula 


N (p)=N | p (r) e-iPr d3x (26,9) 
(vedi la (7,20)). Sostituendovi p nella forma (26,8), otteniamo 
N (p)= (2)? n06 (p)+ N {o' (r) e-iPt dir. (26,10) 


Il termine con la funzione è corrisponde alla probabilità finita chela 
particella abbia impulso rigorosamente nullo. 

Se il liquido rivela superfluidità, o se si trova in condizioni esterne 
non omogenee e non stazionarie (che variano sostanzialmente, però, 
soltanto a distanze più grandi di quelle interatomiche), allora la 
condensazione bose-einsteiniana si verifica, come prima, ma non si 
può più affermare che essa si produce nello stato con p= 0. La 
grandezza E, definibile come prima in accordo con la (26,3), sarà 
ora una funzione delle coordinate e del tempo, che ha il significato 
di funzione d'onda della particella allo stato condensato. Essa è nor- 
malizzata dalla condizione | & |? = n, e perciò può essere rappre- 
sentata nella forma 


E (i, r)=Vno(i, r)eidt. n, (26,11) 


‘Siccome allo stato condensato si trova un numero macroscopica- 
mente grande di particelle, la funzione d’onda di questo stato diventa 
una grandezza macroscopica classica !). Quindi, nel liquido super- 
fluido compare una caratteristica nuova degli stati macroscopici, 
compresi quelli in equilibrio termodinamico. 

La densità del flusso calcolata mediante la funzione d'onda 
(26,11) è 


° rh men mea h 
jcona = 57 (EVE*— E*VE) = + mVv9, 
dove m è la massa della particella del liquido. Per il suo significato, 


questa è la densità del flusso macroscopico di particelle condensate 


1) Analogamente a come l’intensità del campo delle onde elettromagnetiche 
diventa una grandezza classica per grandi numeri di riempimento di fotoni 
in ciascuno stato (vedi IV, $ ©). 
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e la si può rappresentare nella forma nyv,, dove v, è la velocità macro- 


scopica di questo movimento. Dal confronto di ambedue le espres- 
sioni risulta che 


vel vo. (26,12) 
m 


Poiché questo movimento può avere luogo in stato di equilibrio 
termodinamico (caratterizzato dalla grandezza È), esso è non dis- 
‘sipativo, in modo che la relazione (26,12) determina la velocità del 
moto superfluido. Arriviamo così di nuovo alla proprietà del moto 
superfluido già menzionata al $ 23, ossia alla sua potenzialità. In 
questo caso il potenziale g risulta essere coincidente (a meno di un 
fattore costante) con la fase della funzione d’onda condensata 


g=t 0. (26,13) 


A scanso di equivoci sottolineiamo, tuttavia, che sebbene la 
velocità del condensato coincida con quella della componente super- 
fluida del liquido (e sebbene il condensato e la componente super- 
fluida compaiano contemporaneamente nel Z-punto), la densità del 
condensato mn, e la densità della componente superfluida ps non 
coincidono per niente, senza citare che un’identificazione di queste 
due grandezze non potrebbe essere in nessun modo giustificata: la 
sua infondatezza si vede anche dal fatto che allo zero assoluto tutta 
la massa del liquido è superfluida, mentre le sue particelle sono ben 
lungi dall'essere tutte nel condensato 1). 


$ 27. Dipendenza della densità del condensato 
dalla temperatura 


” 


La densità del numero di particelle nel condensato è massima per 
T =0e all'aumentare della temperatura cala. La legge limite della 
dipendenza di questa densità dalla temperatura per 7 + 0 può essere 
trovata considerando le fluttuazioni di una grandezza macroscopica, 
ossia della funzione d'onda condensata E (AR. A. Ferrell, N. Meny- 
hard, H. Schmidt, F. Schwabl, P. Szépfalusy, 1968). 

Ricordiamo anzitutto che E è una grandezza classica, cuì nel for- 


malismo quantomeccanico corrisponde l'operatore W. Così, per cal- 
colare le fluttuazioni si dovrebbe, in principio, ricorrere a questi 
operatori. D'altra parte, in prossimità dello zero assoluto sono le 
vibrazioni di grande lunghezza d’onda a giocare il ruolo principale 
nello spettro delle fluttuazioni di una grandezza macroscopica. 
Queste vibrazioni in un liquido sono delle onde sonore che vengono 


1) Infatti, la densità del condensato nell’elio liquido costituisce, eviden» 
temente, soltanto una piccola parte della densità totale del liquido. 
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descritte dalle equazioni idrodinamiche macroscopiche; perciò sorge 
la possibilità di costruire un operatore che corrisponda alla RrAnUezza 


rr] 


E mediante una sua quantizzazione indipendente. 


In questo caso, per la grandezza E = Vr, exp (iD) una flut- 
tuazione più forte nel limite di grande lunghezza d’onda, l’ha la 
fase D legata direttamente al potenziale della velocità superfluida 
dalla formula (26,13). Ricordiamo che le due grandezze @ e ® non 
sono univoche, e ad esse si può associare una qualsiasi costante. 


Quanto alla grandezza univoca Vn,, essa può essere espressa sol- 
tanto mediante le derivate di ®, e perciò le componenti di Fourier. 
delle sue fluttuazioni non contengono altro che potenze ridondanti 
del vettore d’onda k, cioè sono piccole per k piccoli. 

Il legame fra la fase © e il potenziale p permette di legare diret- 
tamente questa fase a grandezze che stanno a caratterizzare la distri- 
buzione dei fononi nel liquido. A tal fine consideriamo @ e, quindi; 
© come operatore di seconda quantizzazione esprimendolo, in accordo 
con la (24,10), in funzione degli operatori di creazione e distruzione 
dei fononi: 


d= Di (57) (petto iene) (27,4) 


scriviamo la densità imperturbata del liquido nella forma p = nm, 
dove n è la densità del numero di particelle; l'indice 0 è omesso). 
In accordo con quanto detto sopra ciò vuol dire che l'operatore della 
grandezza macroscopica &, cioè la parte di grande lunghezza d'onda 


dell'operatore , può essere rappresentata nella forma 


Y=YVn exp(id), (27,2) 
dove n, è la densità di particelle condensate, 

Prima di tutto ricorriamo a questa formula per calcolare la 
distribuzione degli impulsi delle particelle « sopra condensato » del 
liquido di Bose (per valori piccoli di essi). Nella matrice densità 
a una sola componente gp (r,, r.), per grandi distanze |r, — r, |, 
si può utilizzare la seguente espressione in grande lunghezza d'onda 
per l'operatore w (27,2): 


No (1, 12) =(Y* (12) Vr) mne terid*trmeidte), | (27,3) 
dove Ia media viene calcolata rispetto allo stato del liquido a una 
data temperatura. Essendo piccole le fluttuazioni, occorre svilup- 


pare questa espressione in potenze di ®D, conservando unicamente 
i primi termini che non si annullano (quadratici). Tenendo presente: 


che d*= ©, otteniamo - 7 _ | 
Np (r,, ra) = n — No (DD (r)) + no (D(r,)D(r,)). (27,4) 


1l terzo termine teride a zero per | r, — rj |-+ co e fornisce la parte 
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« sopra condensato » cercata della matrice densità (il secondo ter- 
mine, invece, è indipendente in generale da r in un liquido omogeneo 
e fornisce una correzione alla densità del condensato che verrà cal- 
colata più avanti in un altro modo). Partendo dalla (27,1), riduciamo 
la parte « sopra condensato » alla forma 


nomu LL i 
No' (11, 12) ==3yao up {(6h0p) ecipirro/m + 
p 


+ (6p6}) eiP(ra-ro/n) — So Di (o ci 3) gib(e 1/1, 
p 
dove 
np = [ePWT — 1]. 
Passando dalla somma all’integrazione, abbiamo 
Pam np+ 1/2 
ema (E 


giblei-ra) LP (27,5) 


Np' (F4, r,)= di (2rh)3 


È ovvio che questa espressione è valida unicamente per un contri- 
buto fornito da p piccoli (f”/p è grande rispetto alle distanze intera- 


tomiche). L'espressione integranda nella (27,5) definisce immediata- 
mente la distribuzione degli impulsi delle particelle 


N (p}= e (np + 3). (27,6) 


Per 7=0 questa formula dà 


N (p)=5 (27,7) 
(J. Gavoret, Ph. Noziéres, 1964), e per 740, up<&T: 
T 
N (p)=<3 (27,8) 


(P. C. Hohenberg, P. C. Martin, 1965). 
Ora possiamo definire la dipendenza della densità del condensato 
dalla temperatura. Per definizione abbiamo 


mo (T)=n— {N (br. (27,9) 


Se sostituiamo direttamente questa espressione nella formula (27,6), 
l'integrale divergerà per vibrazioni nulle. Questa circostanza è dovuta 
all’inapplicabilità della (27,6) per p grandi e non significa altro 
che l’impossibilità di calcolare in questo modo il valore della parte 
condensata per 7 = 0, che deve essere supposto qui una grandezza 
data. Quanto alla definizione della dipendenza dalla temperatura, 
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occorre sottrarre da n, (7) il suo valore per 7 = 0, dopo di che 
l'integrale sarà convergente. Come risultato abbiamo 


no (7) no (0) _ __ mu (2 dip __ 
ra (0) th n po(270h)3 
00 
mT2 xdx mT? 
— TT 2n2nuh3 È —A17 TU 1(2nuh3 © (27,10) 
0 


Nei calcoli eseguiti abbiamo trascurato la dipendenza della densità 
completa del liquido dalla temperatura, il che è legittimo in quanto 
la dilatazione termica del liquido (dovuta all’eccitazione dei fononi) 
è proporzionale a una potenza più elevata della temperatura: 7* (vedi 
V, $ 67) 2). 

Infine, facciamo alcune osservazioni relative al liquido di Bose 
bidimensionale, questione che presenta un interesse metodologico. 
In questo caso, la parte dell’integrale (27,9), dipendente dalla tem- 
peratura, diverge logaritmicamente nel dominio dei p piccoli, dove 
la formula per N (p) dovrebbe essere vera. Ciò significa che nel caso 
bidimensionale l’ipotesi fondamentale dell’esistenza del condensato 
a temperature non nulle è falsa; in questo caso il condensato può 
esistere soltanto per 7 = 0 ?). La situazione qui è analoga a quella 
dei cristalli bidimensionali (vedi V, $ 137). Così come nei cristalli 
bidimensionali le fluttuazioni di spostamento degli atomi fanno 
«smussare » il reticolo, anche le fluttuazioni della fase distruggono 
il condensato. L’analogia formale fra le due situazioni è dovuta al 
fatto che in ambedue i casi l’energia dipende da grandezze che pos- 
sono entrare in essa soltanto sotto forma di derivate. Nel primo 
caso sono i vettori spostamento degli atomi, che da soli non possono 
entrare nell’energia essendo quest’ultima invariante rispetto agli 
spostamenti del sistema come un tutt'uno. Nel secondo caso è la 
fase della funzione d’onda condensata, che da sola non può entrare 
nell’energia per sua non univocità. Il fatto che l’energia dipende 
unicamente dai gradienti di queste grandezze conduce, in fin dei 
conti, alla divergenza delle fluttuazioni. 

In seguito, abbiamo visto nel volume V, $ 138, che la divergenza 
debole (logaritmicamente) delle fluttuazioni implica in un cristallo 
bidimensionale una decrescenza lenta (potenza) della funzione di 
correlazione del sistema. Analogamente, nel sistema di Bose bidi- 
mensionale la matrice densità (27,3) decresce per |r, — rg | + 00, 


1) Le formule ottenute sono valide per qualsiasi liquido di Bose e concor- 
dano, ovviamente, con le formule dedotte al $ 25 per un gas di Bose debolmente 
‘non perfetto. Confrontandole, si deve tener presente che per questo gas n) & n 
e che la condizione di piccolezza di p ha la forma p « mu = lì (an)}?. 

i J Queste affermazioni riguardano anche il gas di Bose perfetto bidimen- 
sionale. 
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ma in base a una legge potenziale 1), e non tende affatto a un limite 
costante come in presenza del condensato. Osserviamo che, grazie 
a questo fatto, questo sistema si differenzia qualitativamente da un 
liquido ordinario, cosicché nel caso bidimensionale è possibile la 
transizione di fase di seconda specie fra un liquido normale con 
decrescenza esponenziale di © (rj, rs) e un liquido con decrescenza 
in base a una legge potenziale. 


$ 28. Comportamento della densità superfluida 
in prossimità del )-punto 


Come è stato già detto al $ 23, all'aumentare della temperatura 
la parte superfluida della densità del liquido di Bose p;/p decresce 
e si annulla infine nel cosiddetto 4-punto della transizione di fase 
di seconda specie. La temperatura 7, di questo punto è funzione 
della pressione P; l'equazione 7 = 7, (P) determina la curva dei 
À-punti del diagramma di fase nel piano P, 7. 

Nella teoria generale delle transizioni di fase di seconda specie la 
variazione dello stato di un corpo viene descritta dall’andamento del 
parametro d’ordine che ne caratterizza le proprietà di simmetria. 
Per la transizione del liquido di Bose il ruolo di questo parametro 
è svolto dalla funzione d’onda condensata & che descrive, come 
è stato sottolineato al $ 26, l’« ordine distante » nel liquido. La 
complessità di © significa che il parametro d’ordine ha due compo- 
nenti e che, fra l’altro, l'operatore hamiltoniano efficace del sistema 
(vedi V, $ 147) dipende unicamente da |Z }?, vale a dire che esso 
è invariante rispetto alla trasformazione & + e'“ & quale che sia a 
reale. 

I dati empirici relativi alla transizione 4 nell’elio liquido testi- 
moniano, evidentemente, che per essa non esiste campo di applicabi- 
lità della teoria delle transizioni di fase di Landau: il criterio (146,15) 
del volume V non si verifica in nessun intorno del A-punto (cioè 
in nessun punto del dominio | T — 7, |< 7.). Perciò la descri- 
zione delle proprietà di questa transizione richiede l’uso della teoria 
fluttuazionale delle transizioni di fase di seconda specie che dà la 
possibilità di legare tra loro le dipendenze delle varie grandezze dalla 
temperatura. 

La dipendenza del parametro d’ordine (e, quindi, anche della 
densità del condensato »;) dalla temperatura è data, per T+ 7,, 
dall’indice critico B (vedi V, $ 148): 

(sj= Vr S (T-7).. (28,1) 

Tuttavia, la questione relativa all'andamento della densità super- 


fluida ps presenta maggiore interesse. Per il suo calcolo conside- 
riamo un liquido in cui la fase ® della funzione d’onda condensata 


1) Per dettaglio vedi J. W. Kane, L. Kadanoff, Phys. Rev. 155, 80 (1967). 
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varia lentamente nello spazio. Ciò significa che nel liquido si pro- 
duce un moto superfluido macroscopico di velocità (26,12) e, rispet- 
tivamente, di energia cinetica (per l’unità di volume del liquido) 


svi h° 
5° = Peppo (VO? (28,2) 


Questa espressione si può applicare anche alle fluttuazioni del 
parametro d’ordine nel dominio delle lunghezze d’onda grandi. In 
accordo con l'ipotesi dell’invarianza di scala, l’unico parametro di 
lunghezza, che descrive il quadro fluttuazionale nell'intorno del 
punto di transizione, è il raggio di correlazione r, delle fluttuazioni. 
Di conseguenza, sempre questo raggio definisce l'ordine di gran- 
dezza delle distanze sulle quali la variazione fluttuazionale della 
fase © è dell'ordine dell’unità; pertanto la media del quadrato della 
velocità di fluttuazione varia con la temperatura in base alla legge 


Di corit co (T,— 7), 


dove v è l'indice critico del raggio correlativo. D'altra parte, sic- 
come la singolarità delle grandezze termodinamiche nel punto di 
transizione è legata proprio alle fluttuazioni nel dominio delle 
grandi lunghezze d’onda, è naturale supporre che nell'intorno di 
questo punto l’energia cinetica fluttuazionale (28,2) varii con la 
temperatura in base alla stessa legge della parte singolare del poten- 
ziale termodinamico del liquido, cioè come (7, — 7)?-% (dove a 
è l'indice critico del calore specifico Cp). Troviamo così che 


pavî co ps (Ti, — T)? co (T, — TP), 


da cui p, co (7, — 7)?-*-2. Infine, tenuto conto della relazione 
Sv = 2 — a (la quale discende dall'ipotesi dell’invarianza di scala; 
vedi V, $ 149), otteniamo 


Ps © (Ti — T)270/3, (28,3) 


Con ciò abbiamo stabilito il legame fra le dipendenze di p, e del 
calore specifico dalla temperatura in prossimità del A-punto (B. D. Jo- 
sephson, 1966) 1). 


$ 29. Linee di vortice quantizzate 


Un liquido ordinario contenuto in un recipiente cilindrico ruo- 
tante attorno al proprio asse viene trascinato dall’attrito contro le 
pareti del recipiente e, infine, comincia a ruotare come un tutt'uno 
con il recipiente. Nel liquido superfluido viene trascinata dalla rota- 
zione soltanto la sua componente normale; quanto alla componente 


1) Infatti, gli indici & e $ ‘per l’elio liquido sono molto piccoli; pertanto. 
con buona approssimazione si ha fi x 1/3 in modo che p, co nno (7a — 7)? 
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superfluida, essa resta fissa in accordo con il fatto che, in gene- 
rale, questa componente non può ruotare come un tutt'uno, poiché 
in questo caso sarebbe violata la potenzialità del movimento super- 
fluido 1). 

Tuttavia, a velocità di rotazione sufficientemente grandi, questo 
stato diventa termodinamicamente svantaggioso. La condizione di 
equilibrio termodinamico è che debba essere minima la grandezza 


Erg = E — MS, (29,1) 


che rappresenta l'energia rispetto a un sistema di coordinate rotante; 
qui E e M sono rispettivamente l’energia e il momento dell'impulso 
del sistema relativamente a un sistema di coordinate fisso (vedi V, 
$ 26). In questa espressione è il termine —M a fornire il vantaggio 
termodinamico (per £? sufficientemente grandi) allo stato con M2 > 0 
rispetto allo stato con M = 0. 

Quindi, all'aumentare della velocità di rotazione del recipiente, 
deve comparire, in fin dei conti, il movimento superfluido. La con- 
traddizione apparente fra questa affermazione e la condizione di 
potenzialità del movimento superfluido può essere eliminata suppo- 
nendo che la potenzialità venga violata soltanto su certe linee sin- 
golari del liquido, le linee di vortice ?). Attorno a queste linee il 
liquido è animato da un movimento che si potrebbe chiamare rota- 
zione potenziale, cosicché in tutto il volume all’esterno delle dette 
linee si ha rot vs = 0. 

Le linee di vortice nel liquido sono di spessore misurabile in unità 
atomiche e, dal punto di vista macroscopico, si devono considerare 
come infinitamente sottili 3). La loro esistenza non contraddice l’e- 
spressione della velocità nella formula (26,12), in quanto quest’ultima 
parte dall’ipotesi che la variazione di vs nello spazio sia sufficiente- 
mente lenta, mentre in prossimità di una linea di vortice v, ha una 
variazione rapida a piacere (vedi più avanti la formula (29,3)). 
Essa non contraddice neanche la giustificazione della potenzialità 
del movimento superfluido, data al $ 23 in base alle proprietà dello 
spettro energetico del liquido di Bose, poiché a una linea di vortice 
è legata una determinata energia macroscopicamente grande (vedi 
più avanti la formula (29,8)), per cui lo stato del liquido avente una 
tale linea non può più essere considerato debolmente eccitato. 


1) Al ruotare del liquido come un tutt’uno la velocità vale v = [rl], 
dove Q è la velocità angolare e il raggio vettore r viene calcolato a partire da 
un punto giacente sull'asse. Inoltre, rot v = 22350. 

2) Questa supposizione è stata avanzata da L. Onsager (1949) e in seguito 

sviluppata da R.P. Feynman (1950). 

3) Questa affermazione non si riferisce, tuttavia, a un intorno vicino del 
A-punto; qui la linea di vortice è di uno spessore dell’ordine di grandezza del 
raggio di correlazione delle fluttuazioni. 
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Consideriamo dapprima le linee di vortice da un punto di vista 
puramente cinematico, ossia come linee singolari nella distribuzione 
delle velocità per un moto potenziale del liquido. Ogni linea di vor- 
tice è caratterizzata da un determinato valore della circuitazione 
(denotiamolo con 2xx) della velocità lungo un contorno chiuso che 
contiene questa linea: 


È v.dl=2nx. (29,2) 


Questo valore è indipendente dalla scelta del cammino di integra- 
zione. Infatti, se C, e C, sono due contorni che delimitano una linea 
di vortice, allora la differenza tra le circuitazioni della velocità 
lungo questi contorni è uguale, secondo il teorema di Stokes, al 
flusso del vettore rot v, attraverso una superficie costruita fra C, e Cs; 
siccome la detta superficie non interseca da nessuna parte la linea 
di vortice, in tutti i suoi punti rot v, = 0, cosicché l’integrale si 
annulla. Ne consegue ugualmente che la linea di vortice non si'inter- 
rompe: essa o è chiusa o termina sulla frontiera del liquido (quando 
questi è illimitato, i due estremi della curva si trovano all'infinito). 
Infatti, l’esistenza di un estremo libero della linea di vortice signi- 
ficherebbe la possibilità di costruire sul contorno C una superficie 
non intersecantesi in nessun punto con la linea e, come risultato, 
l'integrale a primo membro della formula (29,2) si annullerebbe. 

La condizione (29,2) permette di determinare la distribuzione 
delle velocità in un liquido che si muove intorno alla linea di vor- 
‘tice. Nel caso più semplice di linea di vortice in un liquido illimitato, 
le linee di corrente sono delle circonferenze su piani perpendicolari 
alla linea e con centri giacenti su di essa. La circuitazione della 
velocità lungo una tale linea è 2nrv,, in modo che 

% 


Vara (29,3) 
essendo r la distanza dalla linea. Notiamo che per rotazione poten- 
ziale la velocità cala allontanandosi dall'asse di rotazione (linea 
di vortice) contrariamente alla rotazione come un tutt'uno, in cui 
la velocità cresce proporzionalmente a r. 

Per una linea di vortice di forma arbitraria la distribuzione delle 
velocità è data dalla formula 


di-R 
vet (177, (29,4) 


dove si integra lungolla linea e R è il raggio vettore tracciato da dl 
al punto di osservazione della velocità 1). A distanze dalla linea di 


1) Si potrebbe scrivere direttamente questa espressione per. analogia con 
la nota formula di Biot-Savart per un campo magnetico di correnti lineari. 
La coincidenza formale di entrambi i problemi è immediata dal-confronto della 
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vortice piccole rispetto al suo raggio di curvatura è ovvio che la for- 
mula (29,4) si riduce approssimativamente alla (29,3). 

Come è stato già detto, le formule (29,2-4) sono conseguenze della 
sola potenzialità del movimento del liquido. Quanto alla natura 
quantistica delle linee di vortice nel liquido superfluido, essa si 
manifesta nel fatto che la costante x non assume altri valori che 
quelli di una serie discreta. Utilizzando infatti la formula (26,12) 
per la velocità v, espressa dalla fase ® della funzione d’onda con- 
densata, troviamo che la sua circuitazione è 


dv, d= £ A0, (29,5) 
m 


dove A© è la variazione della fase al descrivere il contorno. Poiché 
la funzione dondaLe monodroma, la variazione della sua fase nel 
tornare al punto di‘ partenza non può essere altro che un multiplo 
intero di 2n. Ne segue che 


x = nh/m, (29,6) 


dove n è un intero. Noi vedremo più avanti che di fatto sono termo- 
dinamicamente stabili soltanto le linee di vortice con il valore minimo 
possibile di circuitazione (rn = 1). Perciò porremo nel seguito 


x = h/m. (29,7) 


Determiniamo ora la velocità di rotazione critica di un recipiente 
cilindrico per la quale compare per la prima volta una linea di vor- 
tice. Da considerazioni di simmetria è evidente che questa linea 
sarà disposta lungo l’asse del recipiente. La variazione dell’energia 
a causa della linea di vortice comparsa è 


AE= (Lg dv= L\v3-2nr dr = Lom | È 


(L è la lunghezza del recipiente). Si deve integrare in dr nei limiti 
fra il raggio A del recipiente e un certo valore r — a dell'ordine 
di grandezza delle distanze atomiche, sulle quali la considerazione 
macroscopica perde senso; data la divergenza logaritmica dell’inte- 
grale, il suo valore è poco sensibile a una scelta esatta del valore 


di a. Quindi, 
AE=Ltp, In É (29,8) 


(questa espressione ha, come si dice, precisione logaritmica, vale 
a dire che è supposto grande non soltanto il rapporto R/a, ma anche 


circuitazione della velocità (29,2) con quella del campo magnetico H attorno 


alla corrente lineare J: H dl = sy . Un problema discende dall’altro cam- 


biando le notazioni: H +» vg, J/c x+/2. 
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il suo logaritmo) 1). Quanto al momento della quantità di moto 
del liquido rotante, esso vale 


M= {or dV = psx {dY = LaR? La Ps. (29,9) 


La comparsa di una linea di vortice è termodinamicamente vantage 
giosa se AZrot = A£ — ML<0, cioè se 


Q>Qe=eZ ii, (29,10) 


I ragionamenti esposti permettono ugualmente di capire la 
ragione per cui le linee di vortice con n > 1 nella (29,6) risultano 
essere termodinamicamente instabili. Infatti, sostituendo al valore 
n = 1 quello n > 1, l’energia AÉ aumenta di n? volte e il momento 
M di n volte; in questo caso AZ,0t aumenterà automaticamente. 

All’aumentare ulteriore della velocità di rotazione del recipiente 
cilindrico (oltre il valore critico (29,10)) compaiono linee di vortice 
nuove, e per 2 > x; il numero di queste linee sarà già molto grande. 
La loro distribuzione nella sezione del recipiente tende, in questo 
caso, ad essere uniforme e al limite la loro totalità imita la rota- 
zione di tutta la parte superfluida del liquido come un tutt’uno ?). 
È facile determinare il numero di linee di vortice per un dato (grande) 
valore di £ a condizione che il valore della circuitazione della velo- 
cità su un contorno che delimita un grande numero di curve corri- 
sponda alla rotazione del liquido come un tutt'uno. Se questo contorno 
include l’area unitaria (nel piano perpendicolare all’asse di rota- 
zione), allora 

dv, di=v.2nx=21v È, 
tm 
dove v è la densità di distribuzione delle linee di vortice,nella se- 
zione del recipiente. D'altra parte, per rotazione del liquido come 
un tutt’uno si ha rot v, = 22 e la stessa circuitazione vale 28. 
Eguagliando i due valori, troviamo che 


v= mQ/xh. (29,11) 


1) Il movimento attorno alla linea di vortice è accompagnato, in generale, 
dalla variazione di densità del liquido. Il fatto che nel calcolo esposto è stata 
trascurata questa variazione può essere giustificato da quanto segue: il contri- 
buto fondamentale all’energia (29,8) proviene (data la divergenza logaritmica 
dell’integrale) da grandi distanze r sulle quali la variazione della densità è ormai 
piccola. Per la stessa ragione si può trascurare il contributo proveniente dalla 
variazione dell’energia interna del liquido in A£. 

2) E facile convincersene osservando quanto segue: poiché il numero di 
linee cresce proporzionalmente a 2 (vedi a avanti la formula (29,41)), il 
secondo termine nella relazione AErot = AZ — MA cresce come A? e il primo 
come Q, perciò lo si può trascurare per Q > Qcr. Allora la minimizzazione di 
AErot. si riduce alla massimizzazione di M, che si ottiene appunto per rota- 
zione del liquido come. un tutt'uno. 
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La comparsa di linee di vortice viola in un certo senso la proprietà 
di superfluidità del liquido. Le eccitazioni elementari, che costitui- 
scono la componente normale del liquido, verranno diffuse ora sulle 
linee, cedendo ad.esse (e, quindi, alla componente superfluida del 
liquido) parte del loro fimpulso. In altre parole, ciò significa la 
comparsa di una forza d'attrito reciproco fra ambedue le componenti 
del liquido. 

In generale, le linee di vortice si spostano nello spazio assieme 
al liquido in moto. Per 7 = 0, allorché il liquido è totalmente super- 
fluido, ogni elemento dl della linea si muove alla stessa velocità 
v; che il liquido possiede nel punto in cui si trova questo elemento. 
.A temperature non nulle la forza d’attrito applicata alla linea di 
vortice implica la comparsa di una certa velocità di spostamento 
relativamente alla componente superfluida. o 

Le linee di vorticefche compaiono per rotazione hanno forma 
rettilinea. Il flusso del liquido attraverso capillari, fenditure ecc. 
può essere accompagnato, invece, da formazione di linee di vortice 
‘chiuse, ossia di anelli vorticosi. Ciò implica la violazione della super- 
fluidità per correnti con°velocità superiori a un dato valore critico. 
In effetti, i valori di queste velocità critiche dipendono dalle condi- 
zioni concrete per le quali si verifica il flusso; essi'sono di graù lunga 
inferiori a quel valore, oltre il quale la condizione (23,3) risulta 
violata. 

Contrariamente alle linee di vortice rettilinee, che possono essere 
ferme in un liquido“‘in quiete (lontano da queste linee), gli anelli 
vorticosi si muovono relativamente al liquido. La velocità di sposta- 
mento di ogni elemento di lunghezza della curva è quel valore di v, 
cche è dato (secondo la formula (29,4)), nel punto in cui l'elemento 
si trova, dajtutti gli altri elementi della linea; in generale, questo 
valore per le linee incurvate è non nullo. Come risultato gli anelli 
vorticosi posseggono non soltanto determinate energie, ma anche 
determinati impulsi e rappresentano, in questo senso, un tipo parti- 
colare di eccitazioni elementari. | 


PROBLEMI 


1. Determinare la velocità e l'impulso di un anello circolare vorticoso, 

Soluzione. Ogni elemento dell’anello si sposta a velocità v, in un dato. 
punto; data la simmetria dell'anello circolare, questa velocità in tutti i suoi 
punti è identica. Pertanto è sufficiente determinare la velocità v, data in un 
certo punto dell'anello P dagli altri suoi elementi. Gli elementi di dell’anello 
e: i raggi vettori R tracciati da dl al punto P giacciono nel piano dell'anello; 
perciò la velocità nel punto P data dalla formula (29,4) è perpendicolare al 
piano dell’anello (per cui l’anello si sposta conservando invariate la sua forma 
e le dimensioni). 
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Determiniamo la posizione dell’elemento dl mediante l’angolo ® (fig. 3). 
Allora 
d 18 
di=R,dòd, R=2Ros8en 5» | [d1-R] \=R sen dl, 
dove Ro è il raggio dell'anello; dalla (29,4) ricaviamo la seguente espressione 
per la velocità v dell’anello: 


E. 2 | dd 
8Ro ; sen(09/2) © P 


Tuttavia, questo integrale diverge logaritmicamen- 
te nel limite inferiore e deve essere tagliato al 
valore è » a/R, corrispondente alle distanze ato- 
miche (-a) fra l'elemento dl e il punto P. Con d 
precisione logaritmica l’integrale viene determi- 
nato dal dominio dei valori a/Ro& 9 «n e vale 


ro 1 d 
248 1. Ro 
a 
= a/Ro Fig. 3 
in modo che 
sa -iato = P_i (4) 


2Ro a 2mRy a” 
Con la stessa precisione logaritmica l’energia dell’anello vorticoso è 


2 
e=2n2R0fs son In So (2) 


(utilizzando la formula (29,8) dopo avervi effettuato le sostituzioni R + Ro» 
.L-+ 2nRo). L'energia e è legata alla velocità v dalla relazione de/dp = », 
dove p è l'impulso dell’anello. Di qui abbiamo 


de h 
Ai RESSE (0 N 
dp=< = 4n120s Ro dRo 


(con precisione logaritmica si deve supporre costante, derivando, il logaritmo 
grande) e infine 


h 
p=2Nps Fm R$. (3) 


Le formule (2) e (3) definiscono in forma parametrica (parametro R;) la dipen- 
denza funzionale e (p) per gli anelli vorticosi. 

. Notiamo che per la natura logaritmica dell’integrazione, con cui si ottiene 
la formula (1), quest’ultima resta valida (con certe modifiche nelle notazioni) 
anche per la velocità di spostamento v di ogni dato elemento di una linea di 
vortice di forma qualsiasi: 


% À, 
=zR 7. 


Qui b è il versore perpendicolare al piano tangente in un dato punto alla curva 
(vettore binormale); R, il raggio di curvatura della curva nello stesso punto; 
A la distanza caratteristica alla quale varia la curvatura della curva. 


Vv 


(4) 
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2. Determinare la legge di dispersione delle piccole vibrazioni di una linea 
di vortice rettilinea (W. Thomson, 1880). 

Soluzione. Consideriamo la linea di vortice come asse z e supponiamo che. 
il vettore r = (x, y) dia la deviazione dei punti della linea per le vibrazioni; 
questo vettore è una funzione di z e del tempo # della forma exp [i (kz — @é)]. 
La velocità dei punti della linea è data dalla formula (4), nella quale con 4 
si deve intendere nel dato caso la lunghezza d’onda delle vibrazioni (A » 4/k): 


Welt ca a_i i 
Tn 3 k Ro° 


Il vettore binormale è b = [tn], dove t e n sono i versori della tangente e della 
normale principale alla curva, rispettivamente. In accordo con la nota formula, 
della geometria differenziale abbiamo d?r/dl? = n/R,, dove ! è la lunghezza 
calcolata lungo la curva. Per piccole vibrazioni la linea è debolmente incurvata 
in modo che si può porre {= zet= n, (versore lungo l’asse z); allora 


b!_C_ dr 
riad la da jeu [nz]. 


Troviamo così l’equazione di moto della linea 


pi RS 1 
— ior= -3- [nr] In apra 


Sviluppandola otteniamo un sistema di due equazioni omogenee lineari in 
x e y; eguagliando a zero il determinante del sistema, otteniamo la relazione 
cercata fra ® @ K: ° 


2 ak*. 


$ 30. Linea di vortice in un gas 
di Bose quasi-perfetto 


Come è stato già detto, lo spessore della linea di vortice stessa 
nel liquido è misurabile in distanze atomiche. Fa eccezione, però, 
il caso di un gas di Bose quasi-perfetto. Qui il « midollo » della linea 
di vortice, in cui le proprietà del mezzo sono essenzialmente modifi- 
cate, ha (come vedremo più avanti) uno spessore macroscopico e la 
sua struttura può essere descritta macroscopicamente (V. L. Ginzburg, 
L. P. Pitaevskij, 1958; L. P. Pitaevskij, 1961; E. P. Gross, 1961). 

Consideriamo un gas debolmente non perfetto alla temperatura 
dello zero assoluto. In questo gas quasi tutte le particelle si trovano 
allo stato condensato. Ciò vuol dire in termini degli operatori 


che la parte « sopra condensato » dell'operatore (P) è piccola ri- 
spetto alla sua media, cioè rispetto alla funzione d'onda condensata &. 


Se questa piccola parte è completamente trascurata, la funzione £ 
verificherà la stessa equazione di Schròdinger (7,8) che sussiste per 
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l'operatore completo ©. Tenuto conto delle sole interazioni a due 
a due, essa ha la forma (per particelle senza spin) 


nLEtn=-($ )E(&t,n+ 


2m 
+E @,1) (IE (8, e)PU (rr) da". (80,1). 


Supponendo la funzione & (t, r') poco variabile alle distanze inter- 
atomiche, possiamo portarla (sostituendo con & (t, r)) fuori dal 


segno dell’integrale che si riduce a { U (r)d'xr=U,. Sostituendo 


FE) 
f 


<< 


Fig. 4 


anche il valore pu = nU, (vedi la (25,6); n è la densità imperturbata 
del numero di particelle nel gas), otteniamo l'equazione 


ih = 57 05+U{5|5]-n8)}. (30,2) 


Nello stato stazionario £ è indipendente dal tempo !). Alla linea 
di vortice rettilinea corrisponde una soluzione della forma 


aR_-Vreof(L) a 

a=Vne (=), n= 7» (30,3) 
dove r e © sono rispettivamente la distanza dall'asse del rotore e 
l’angolo polare attorno ad esso. La fase di questa funzione corrispon- 
de al valore della circuitazione (29,7). Il quadrato | |? è la densità 
del numero di particelle nel condensato; nell’approssimazione con- 
siderata essa coincide con la densità totale del gas. Per r+ co 
quest’ultima deve tendere a un dato valore r, e la funzione f, rispet- 
tivamente, a 1. 

Introducendo la variabile adimensionale È = r/ry, otteniamo per 

la funzione f (È) PE 


7a (1a) _g+/f=0. (30,4) 


1) Ricordiamo che l'equazione (30, 1) corrisponde già all’operatore hamil- 
toniano #' = f — Nul 
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La fig. 4 rappresenta la soluzione ricavata dalla (30,4) per integra- 
zione numerica. Per È£+ 0 essa si annulla proporzionalmente a È, 
e per È ++ co tende a 1 in base alla legge f= 1 — 1/2È?. 

Il parametro r, determina l’ordine di grandezza del raggio del 
« midollo » del rotore. Introducendo al posto di U, la lunghezza 
di diffusione, in base a UV, = 4nh?a/m (vedi la (6,2)), troviamo che 


ro nn > nh, 


dove n = an” è il parametro gassoso. Quindi, questo raggio è 
effettivamente grande rispetto alle distanze interatomiche, se il 


° 


parametro n è sufficientemente piccolo. 


PROBLEMA 


Trovare lo spettro delle eccitazioni elementari in un gas di Bose quasi- 
perfetto, considerandolo come la legge di dispersione delle piccole vibrazioni 
della funzione d’onda condensata. 

Soluzione. Consideriamo le vibrazioni piccole di E attorno alla media 


costante Y n: 
E= Pn+ Aeikr-0t) 1 prg vi(kr-0t), 
dove A, B* sono ampiezze complesse piccole. Sostituendo questa espressione 


nell'equazione (30,2), linearizzandola e separando i termini con fattori espo- 
nenziali distinti, otteniamo il sistema in due equazioni 


2 
hoA=5— A+nU,(A+B), 
2 
— hoB=7— B+nU, (A+ B) 


(p = kk). Di qui, uguagliando a zero il determinante del sistema, ricaviamo 
: pî \2, p3 
(no)= (1) + nUo, 
che coincide con la (25,10). 


$ 31. Funzioni di Green del liquido di Bose 1) 


Il formalismo matematico delle funzioni di Green per il liquido 
di Bose è sotto molti aspetti analogo a quello per il sistema di Fermi. 
Senza ripetere tutti i ragionamenti, daremo qui soprattutto le defi- 
nizioni e le formule fondamentali sottolineando frattanto le distin- 
zioni dovute sia a una diversa statistica delle particelle sia all’esi- 
stenza del condensato ?). Come nei paragrafi precedenti del presente 
capitolo, le particelle del liquido sono supposte senza spin. 


1) Nei $$ 31-33 e 35 viene utilizzato il sistema di unità in cui a= 10 
?) L'applicazione del formalismo matematico delle funzioni di Green ai 
sistemi di Bose con condensato appartiene a S.7. Beljaev (1958). 
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Per definire la funzione di Green del liquido di Bose, occorre 
separare negli operatori w di Heisenberg la parte condensata e rappre- 
sentarli nella forma (26,4). La funzione di Green verrà definita 
rispetto alla parte « sopra condensato » degli operatori come 


G(X,, X3) = — i(TY'(X,) Y'+(X,)), (31,1) 


dove di nuovo la parentesi (...) significa la media rispetto/allo stato 
fondamentale e T è il segno di prodotto cronologico. In questo caso, 
tuttavia, a differenza del caso dei fermioni, la permutazione degli 
operatori w, al fine della loro riduzione a una disposizione necessaria, 
non deve implicare il cambiamento di segno del prodotto; quindi 
(a differenza della (7,10)) abbiamo 


(P(X,) P+(X2)), t>ta 
(P'+(X,) P(X)), di<ta 
La stessa media come la (31,1), ma con gli operatori p completi al 
posto di quelli « sopra condensato » darebbe 

—iTY (X,) Y*(X,)) = —ino + G (Xn Xa), (81,3) 


dove n, è la densità del numero di particelle] nel condensato !). 
In un liquido omogeneo la funzione di Green dipende, ovviamente, 
dalla sola differenza X = X, — X,. 

La matrice densità « sopra condensato » p’ si esprime mediante 
la funzione di Green in accordo con la formula 


Np' (ri, ra) = iG(t,r; tg +0, ra) = iGli= —0, r) (31,4) 
(porre attenzione al diverso segno comune rispetto alla formula 


(7,18)). In particolare, per r, = r, si ottiene la densità completa del 
numero di particelle « sopra condensato » 


+ m=iG(=—0,r=0) (31,5) 


iG (X,, x)=] (31,2) 


(cfr. la (7,19)). 

l passaggio alla rappresentazione degli impulsi va eseguito in 
base alle stesse formule (7,21-22). La normalizzazione della funzione 
G (©, p) è data dalla formula 


N_ RT “tor LO d'p 
frometi lim (Gioni 10 


(cfr. la (7,24)). 


1) Come nel caso di sistemi di Fermi, considereremo gli stati di un sistema 
di Bose per un dato valore del potenziale chimico p (anziché del numero N). 
Rispettivamente Îa differenza H' = XY — pyN (7,1) funge da operatore hamil- 
toniano del sistema. In questo caso la parte « sopra condensato » dell'operatore w 
è indipendente dal tempo. 
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Per la funzione di Green di un sistema di Bose nella rappresenta- 
zione degli impulsi si può ottenere uno sviluppo simile a quello che 
abbiamo ottenuto al $ 8 per i sistemi di Fermi. I calcoli, del tutto 
analoghi, conducono dapprima alla formula 


@+E (M_—-Em(N+1)+h+i0 


Bmò(P+Pm) 
—CEMTEnA Ira} (811) 


G(0, p)=(2n) Y, { Amò (P—Pm) 


dove 
Am= 101 ®* (0) |},  Bm= [(m] (0) [0){? 


{w' (r) è l'operatore di Schridinger « sopra condensato ») !). Per 
ridurre questo sviluppo alla forma definitiva, osserviamo che le 
«energie di eccitazione €m (NN) nel sistema di Bose vengono definite 
come differenze (sempre positive) fra le energie degli stati eccitati 
del sistema e l'energia del suo stato fondamentale per il numero di 
particelle N invariato. Tenendo conto che E, (N) +ux Z0(N+1), 
troviamo che 


Em (N +4) — E (N)— En (N+1)—E(N+1)= 
= €Em(N+1)>0, 

Em (N-—4) — E (N + En(N-1)-E(N-1)= 
= en(N—1)>0. 


Ma l’aggiunta o la sottrazione di una particella cambia le proprietà 
del sistema soltanto nei termini dell’ordine relativo di grandezza di 
-=1/N; per un sistema macroscopico questi termini sono trascurabil- 
mente piccoli in modo che le energie di eccitazione &m (N + 1) 
‘vanno supposte mutuamente coincidenti e coincidenti con &m (N). 
Infine otteniamo così 


a Amòm (P_Pm) Bmbòm (P+Pm) 
G(0, p\=(22)? >, rr i i ni . (31,8) 
m 


Allo stesso modo in cui è stata ottenuta la (8,14), di qui è facile 
‘trovare che per un sistema di Bose la parte immaginaria della fun- 


n 


zione di Green è sempre negativa 


Im G (0, p\z0. (31,9) 


1) La formula (31,7) corrisponde alla formula (8,7). Ora il fattore 1/2 è 
assente in quanto le particelle sono supposte senza spin. Badiamo che, a diffe- 
renza della (8,7), il secondo termine nella formula (31,7) è preceduto da un 
altro segno. 
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La forma asintotica della funzione di Green per © + co resta la 
stessa che nel caso dei sistemi di Fermi:. 


G(0, pp- 1/0 per |0]+ 00 (31,10) 


(cfr. la (8,15)). Nel dedurre questa formula si deve tener conto della 
regola di commutazione 


w (1,3) P+ (t,r.)— PH (t, r2) P(t,r)=6(1,—r2), 


in cui al posto dell’anticommutatore figura ora il commutatore degli 
operatori Y e Yt 1). 

In seguito, gli stessi ragionamenti del $ 8 permettono di conclude- 
re che i poli della funzione di Green definiscono lo spettro di eccita- 
zioni elementari 


G> (e, p\=0 (31,11) 

e che in questa equazione si devono calcolare soltanto le radici 
positive; a differenza della (8,16), qui non occorre sottrarre u da e. 
In prossimità del suo polo la funzione di Green assume la forma 


G (0, pix Z:>0, Z_.<0; (34,12) 


— 
FE (p)° 
il segno del residuo nel polo coincide con il segno di @, ciò che 
deriva dalla positività dei coefficienti Am, Bm nella (31,8) (il valore 
del residuo, invece, non è limitato da nessuna condizione simile, 
ad esempio, alla condizione (10,4) nel caso dei sistemi di Fermi). 
Utilizzando l’espressione (31,12) è facile vedere (così come abbiamo 
fatto al $ 8) che la disuguaglianza (31,9) garantisce automaticamente 
la positività del coefficiente di smorzamento delle quasi-particelle, 
cioè il segno necessario di —Im e >Q0ailorché i valori di € si sposta- 
no nel dominio complesso. 

La possibilità di transizione delle particelle « sopra condensato » 
nel condensato e viceversa fa sì che nell’apparato matematico delle 
funzioni di Green per i sistemi di Bose, accanto alla funzione (31,1), 
compaiano automaticamente (come vedremo al $ 33) anche le fun- 
zioni 


iF (Xx, XA) = (N—2|TY"(X;) P(X.) | N) (31,13) 
iF+ (Xa, X2) = (N|T®"+(X;) Y+(X)|N-2)= 
= N+2|T?"+(x,) P+(X.) [N), (31,14) 


1) Il fatto che nella definizione di G è distinta la parte condensata degli 
operatori p qui non ha importanza: al termine costante — in, della (34,3) 
nella rappresentazione degli impulsi corrisponde la funzione è è (©) 8 (p) che 
non incide sulla (31,10). 
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dove l'elemento matriciale è calcolato per le transizioni con varia- 
zione del numero totale di particelle nel sistema e il simbolo | N) 
significa lo stato fondamentale del sistema di N particelle (l’ultima 
uguaglianza nella (31,14) è valida a meno di grandezze -1/N; vedi 
la nota alla pag. 135). Le funzioni / e F* così definite sono dette 
funzioni anomale di Green. Mostriamo che in un liquido omogeneo 
in quiete le funzioni / e /* coincidono. 

Così come la funzione G, le funzioni F e F* per un liquido omo- 
geneo dipendono unicamente dalla differenza X = X, — X.!). 
Inoltre, dato che la permutazione di X, e X, cambia soltanto l'ordine 
di disposizione degli operatori nel prodotto, il quale viene comunque 
stabilito mediante l’operazione di cronologizzazione, si ha 


F(X)=F(-X) (31,15) 
Ne segue, ovviamente, che nella rappresentazione degli impulsi /, è 
una funzione pari del suo argomento 

F(P)=F(—P.) (31,16) 
Inoltre, una relazione definita fra F e F* compare come risultato 


della seguente proprietà dell'operatore w di Heisenberg per un liquido 
in quiete ?): 


Ù* i, = Lt, —r). (34,47) 


1) L'indipendenza della funzione F dalla somma dei tempi # + #, è dovuta 
al fatto che nella definizione dell'operatore hamiltoniano 4’ = H —'uN 


è stato introdotto il termine —puN, mentre dalla differenza!fra'gli autovalori 
dell'energia dei sistemi con numeri di particelle diversi è stato escluso il ter- 
mine 

E (N + 2) — E(N) & 20E/aN = 2p, 


e dagli elementi matriciali dell’operatore P!, wi rispettivamente il fattore 
exp [—ip (t, + t2)]. fai 
‘ 3) Si può convincersene nel seguente modo. Tutti gli elementi matriciali 


non nulli degli operatori Gp at, si possono definire come grandezze reali {ve- 
di III, le formule (64,7-8)); in questo senso gli operatori sono reali, cioè pe 


= a*= a. Pertanto l'operatore w di Schròdinger 
P p 
è (©) = V-1/2 3 a,etP 


gode della proprietà w* (r)=d(—r). Ne discende; a sua volta, l'uguaglianza 
(31,17) per l'operatore di Heisenberg 


P (t, r)= exp (8 t) O) (r) exp(— iftt), 


di cui è facile convincersi osservando che l’operatore hamiltoniano! 7 (per un 


sistema senza interazioni di spin) è reale (in modo che H* = È ) ed è invariante 
rispetto all’inversione. Sottolineiamo tuttavia che la natura reale dell’opera- 


SUPERFLUIDITA 457 


Ponendo, ad esempio, f; >t,, abbiamo perciò 
iF*(Xy, X2) = (N+2] ®'+(X3) È+(X,) IN)= 
=NÈ+ (x) Y+(X)]N+2= 
=(N|Y'(-X,) P'(-X) |N+2)=iF(—X,, — Xo), 


ossia F* (X) = 7 (—X). Tenuto conto della (31,15), ne deriva l’u- 
guaglianza cercata 


F*(X) = F(X). (31,18) 


Esprimendo la funzione / (.X) attraverso gli elementi matriciali 
degli operatori y, si può ottenere per / (©, p) uno sviluppo analogo 
a quello (31,8) e precisare in questo modo la questione relativa ai 
poli di questa funzione; senza soffermarci su ciò, limitiamoci ad 
indicare che i poli della funzione (©, p) coincidono con quelli 
della funzione G(®, p). 

Per concludere questo paragrafo, calcoliamo la funzione di Green 
G‘® per un gas di Bose perfetto. Poiché tutte le particelle di questo 
gas sono condensate nello stato fondamentale, si deve osservare che 


l’operatore di distruzione delle particelle « sopra condensato » Y”, 
agendo sulla funzione d'onda dello stato fondamentale, l’annulla. 
Pertanto la funzione G° (t, r) è non nulla soltanto per î = t} — 
— ta >0 (quando, secondo la (31,2), il primo ad agire è l’operatore 
di creazione Y'+). 

Sebbene per un gas perfetto il potenziale chimico u = 0, trascu- 
riamo questo fatto considerando u un parametro libero non definito 
preliminarmente; ciò è necessario per l’uso ulteriore della funzione 
G® nella tecnica dei diagrammi per un liquido qualsiasi in cui 
funge da parametro di questo tipo. Ciò premesso, scriviamo l’opera- 


tore i (t, r) nella forma 


L'A (i, )=77 x ap exp [i (pr- 214 ue) ] (341,19) 
p#0 


(differente dalla (26,1) per il termine iut nell’esponenziale). Sosti- 
tuendo questa espressione nella definizione di G‘®, secondo la (31,2), 
osserviamo che, prendendo la media (calcolando cioè l’elemento 


matriciale diagonale), soltanto i prodotti apaj e 230, possono fornire 


tore hamiltoniano suppone]l’assenza di movimento superfluido macroscopico 
nel liquido. Per il7sistema di Bose con condensato l’operatore hamiltoniano 
dipende da un parametro macroscopico, ossia dalla funzione d’onda conden- 
sata 2. In ‘un liquido animato dal moto questo parametro è complesso e con 
esso è complesso (ma, ovviamente, hermitiano) anche l’operatore hamiltoniano, 
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un risultato non nullo; ma poiché nello stato fondamentale del gas 
i numeri di riempimento di tutti gli stati delle particelle con p-+40 
sono nulli, allora 


(asa) =0, (G,03)=1. 


Passando in seguito, nel modo usuale, dalla sommatoria su p al- 
l'integrazione, otteniamo 


G® (t,r)= 
{7 Î exp [ig t+ipt+ipr]357 per t>0, 


0 per t<0. (31,20) 


Di qui ricaviamo la funzione di Green nella rappresentazione degli 
mpulsi 


0 (0, pj= —i Î exp ( -—1Pttinttiot) di 
0 


L'integrazione va eseguita mediante la formula 
(e. °) 


\ etat dt= (31,21) 
o 


i 
atio 


(nell'espressione integranda introduciamo il fattore e-* con 7 >0 
dopo di che passiamo al limite per A + 0). Infine otteniamo 


C° (0, p=[o-P+p+i0]". (341,22) 


Per quanto riguarda la funzione /, per un gas perfetto si ha 
F(X) = 0, come è immediato ‘dalla definizione (31,13), nella 
quale entrambi gli operatori annichilano le particelle « sopra con- 
densato ». Pertanto anche nella rappresentazione degli impulsi si ha 

F9 (0, p,=0. (31,23) 


Questa uguaglianza esprime il fatto che le particelle « sopra conden- 
sato » compaiono (per 7 = 0) soltanto per interazione. 


PROBLEMA 
Trovare la funzione di Green del campo fononico, definita come 
D(X1, Xa)=D(X1-Xa)= —i (Tp '(X1)p"(X%)), (1) 


dove la parentesi angolare significa la media rispetto allo stato fondamentale 


del campo; p‘ è l'operatore di densità ricavato dalla (24,10) e il prodotto crono- 
logico si sviluppa in base alla regola (31,2). 
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Soluzione. Portando la (24,10) nella definizione (1) vediamo che, essendo 
nulli nello stato fondamentale tutti i numeri di riempimento degli stati fono- 


nici, soltanto le medie (cuct ) = 4 sono diverse da zero. Passando in seguito 
dalla somma su k all'integrazione, otteniamo 


pk i (rzunt) dk 
Dt, = | SE i ere "Ta 


dove i segni negativo e positivo all’esponente si riferiscono a t > 0 e t<0, 
rispettivamente (nell’integrale per t < 0 è stato eseguito il cambiamento di 
variabile d’integrazione k + —k). L’espressione integranda (senza il fattore 


etkf) è già una componente dello sviluppo di Fourier della funzione D (t, r) 
nelle coordinate. Sviluppando allo stesso modo nel tempo, otteniamo la fun- 
zione di Green nella rappresentazione degli impulsi 


00 


0 
D (0, L= fe {| (0A) tg 4 { o Î(O+IA) di 
0 — 00 


L'integrazione va effettuata in base alla formula (34,21): 


Dio => lo ato Può E 0" — u?k8-110 * 


$ 32. Tecnica dei diagrammi per il liquido di Bose 


La costruzione ulteriore della tecnica dei diagrammi per il calcolo 
delle funzioni di Green di un sistema di Bose è la stessa che è stata 
fatta nei $$ 12-13 per i sistemi di Fermi. Come là, formuliamo le 
regole di questa tecnica per un sistema con interazione a due a due 
fra le particelle, che viene descritta dall'operatore 


V (1) =+ { + (£,r,) È+(t, r) U (rr) X 
x PW (t,r,) P(t,r,) dir, dr. (32,1) 


La cosa specifica dei liquidi di Bose con condensato è, soprattut- 
to, che tutti gli operatori y di Heisenberg devono essere rappresenta- 


ti nella forma Y = Y' + E, dove Y' è la loro parte « sopra conden- 
sato » e E la funzione d'onda condensata rappresentante semplice- 


mente un numero reale }/ n, !) (per un liquido fisso). Dopo questa 
sostituzione l'operatore (32,1) si decompone in più termini contenenti 


da quattro a zero operatori Y' (assieme con un numero additivo 


corrispondente di fattori Vino). 

Quanto detto al $ 12 relativamente al passaggio alla rappre- 
sentazione dell’interazione resta completamente in vigore, e lo 
sviluppo ulteriore delle espressioni che si ottengono viene realizzato 


1) Sottolineiamo quanto segue: siccome questa grandezza si ottiene per 
DORSnizione in parti di un operatore + (di Heisenberg) esatto, allora ny è il 
valore esatto della densità del condensato nel liquido (per 7 = 0). 
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mediante il teorema di Wick (con la sola differenza che la permuta- 
zione degli operatori wynel prodotto, la cui media deve essere calco- 
lata, non richiede il cambiamento di segno). La diversità dei termini 
in cui si decompone l’operatore (32,1) implica, tuttavia, la comparsa 
di elementi nuovi nei diagrammi di Feynman. Descriviamo questi 
elementi nuovi direttamente nella rappresentazione degli impulsi 
definitiva. 

A ciascun vertice del diagramma convergono, come prima, tre 
linee: una tratteggiata (cui è messo in corrispondenza il fattore 
—iU (Q) di quadrimpulso Q = (go, q)) e due linee di particelle (una 
d'entrata e l’altra d’uscita). Ma in questo caso si devono distinguere 
le particelle condensate da quelle « sopra condensato ». Le linee 
continue esprimeranno ora le particelle « sopra condensato », e a 
una linea di questo tipo (di quadrimpulso P = (©, p)) corrisponde, 
come prima, il fattore iG° (P). Le linee di particelle condensate, 
invece, verranno rappresentate ondulate; a queste linee viene attri- 
buito il quadrimpulso P = 0 e messo in corrispondenza il fattore 


Vr). Quindi, otteniamo vertici di quattro tipi: 


WON a 


Òd 
a) 5) 7) 


(i vertici con una o due linee ondulate sono detti incompleti). In ogni 
vertice deve essere verificata la « legge di conservazione del quadrim- 
pulso »; perciò nei vertici bd e c il quadrimpulso della linea tratteg- 
giata coincide con quello della linea continua, e nel vertice d il 
quadrimpulso è nullo. Le linee ondulate sono sempre linee esterne del 
diagramma, cioè aventi soltanto un estremo congiunto mentre l’altro 
resta libero. 

Ogni diagramma, che fa parte della definizione della funzione 
di Green G(P), ha due linee esterne continue di quadrimpulso P 
(una d'entrata e l’altra d’uscita) e, per di più, può possedere un 
certo numero (pari) di linee esterne ondulate; i numeri completi di 
estremi d'entrata e d'uscita in ogni diagramma sono gli stessi (il 
che esprime la conservazione del numero completo di particelle nel 
sistema: condensate insieme con quelle « sopra condensato »). Così 
come per i sistemi di Fermi (e per la stessa ragione; vedi il $ 13), 
sono ammissibili soltanto diagrammi che non si dividono in due 


1) Più precisamente, alla linea ondulata d’entrata deve corrispondere nel 
vertice il fattore E e a quella d’uscita il fattore £*; data la natura reale di: 8, 
questi fattori sono di fatto identici. | 
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(o più) parti non connesse reciprocamente. A differenza del caso di 
un sistema di Fermi, la regola, che definisce il segno generale con il 
quale i diagrammi entrano in iG, cambia: tutti i diagrammi entrano 
con segno uguale (cioè va eliminata la regola 3, data alla pag. 74). 

Ognuna delle linee tratteggiate del diagramma ha ai suoi due 
estremi un vertice completo o incompleto. Tuttavia, questi non 
possono essere due vertici del tipo (32,2d): non avendo un estremo 
continuo, in generale, tale figura non può essere associata al diagram- 
ma della funzione di Green. Non possono esserlo neanche i vertici 
dei tipi (32,2d) e (32,2c) (oppure dei tipi (32,2d) e (32,2b)): in presen- 
za di tre estremi ondulati la conservazione del quadrimpulso nei 
vertici implicherebbe in questa figura l’annullamento anche del 
quadrimpulso del quarto estremo, vale a dire che si avrebbe una 
figura a quattro estremi condensati (ondulati). 

Tuttavia, un numero notevole di diagrammi in ogni ordine della 
teoria delle perturbazioni, costruiti in base alle regole suindicate, 
si annulla identicamente. La causa di questa scomparsa è dovuta al- 
l'assenza nello stato fondamentale del gas di Bose perfetto di parti- 
celle « sopra condensato ». Ciò si vede in modo particolarmente chiaro 
studiando l’origine dei diagrammi nella rappresentazione delle coor- 
dinate: sono nulle tutte le convoluzioni della forma (Y’*Y) in cui 
l'operatore di annichilazione delle particelle « sopra condensato » 
sta a destra e agisce per primo sullo stato fondamentale; restano uni- 
camente convoluzioni della forma (Y'P'+) 1), 

| Così si annullano i diagrammi con linea continua « chiusa su se 
stessa »: questa linea deriva dalla convoluzione (P’* (£, r) Y (#, r)) 
rappresentante la densità di particelle « sopra condensato ». Inoltre, 
sono nulli i diagrammi contenenti una linea continua chiusa da una 
curva tratteggiata: 


Primi) 


Ca 


Questa linea deriva dalla convoluzione (‘Y’’*(t, r,) W' (t, rj)}) di 
due operatori all’interno di un medesimo operatore d’interazione 
V (t) in cui gli Y’+ stanno a sinistra di P”. 

Infine, sono nulli tutti i diagrammi nei quali si può percorrere 
un contorno chiuso lungo una successione di linee continue e tratteg- 
giate in modo tale che le direzioni delle linee continue su tutto il 
contorno siano identiche. Tracciamo un contorno di questo genere 


nn e e] 


1) Per ragione analoga si annullavano alcuni diagrammi per la diffusione 
di due particelle nel vuoto; vedi il $ 16. 
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indicando nei punti estremi delle linee gli argomenti temporali 
degli operatori y: 


tt 
È, x i h 
E di 
t 4 4 3 


Gli argomenti nei punti estremi di ogni linea tratteggiata sono ugua- 
li 1). Quanto agli argomenti delle funzioni G‘® corrispondenti alle 
linee continue, essi sono uguali alle differenze t, — ti, #3 — ta, 
t, — t3, t; — ty; quale che sia il contorno chiuso, la loro somma 
sarà nulla, in modo che almeno uno degli argomenti è negativo e la 
funzione corrispondente G si annulla. 

Le suddette regole si riferiscono anche ai diagrammi che defini- 
scono una funzione di Green anomala, con la sola differenza che en- 
trambe le linee esterne continue devono essere d’uscita (per la fun- 
zione F) o entrambe d’entrata (per la funzione F'*). Corrispondente- 
mente i numeri di linee ondulate d’entrata e d'uscita in questi 
diagrammi diventano diversi, affinché il numero generale di tutte 
le linee d’uscita resti uguale al numero generale di linee d’entrata. 
A una delle linee continue esterne si attribuisce il quadrimpulso P 
e all'altra il quadrimpulso —P (dove P è l’argomento della funzione 
da definire F (P) o F*(P))?); la somma dei quadrimpulsi di en- 
trambe queste linee deve essere nulla in virtù della « legge di conserva- 
zione del quadrimpulso » applicata al diagramma nel suo insieme. 

Le funzioni di Green calcolate mediante la tecnica dei diagrammi 
contengono due parametri: il potenziale chimico u e la densità del 
condensato rn; occorre ancora legare questi parametri alla densità 
del liquido n = N/V. Una relazione fra queste tre grandezze viene 
fornita dalla formula (31,6) che deriva immediatamente dalla defi- 
nizione di funzione di Green. Come-seconda relazione si può ricorrere 
all’equazione (33, 141), che verrà dedotta più avanti e che esprime 
esplicitamente u in termini di nozioni della tecnica dei diagrammi. 


$ 33. Funzioni autoenergetiche 


Studiamo in modo più dettagliato la struttura dei diagrammi 
«per le funzioni di Green prendendo in considerazione la nozione di 
funzione autoenergetica, così come abbiamo fatto al $ 14 per i sistemì 
di Fermi; consideriamo a tal fine l'insieme di tutti i diagrammi (a due 


1) Ricordiamo che nella rappresentazione spazio-temporale dei diagrammi 
alla linea tratteggiata fra i punti 1 e 2 viene messo in corrispondenza il fattere 
iU (Xx. — Xy) contenente la funzione è (#1 — ts). 

gd) Essendo F funzione pari del suo ‘argomento, la scelta del segno ‘generale 
di P è qui inessenziale. 
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linee continue esterne) che non si possono tagliare in due parti con 
l’intersezione di una sola linea continua. Tuttavia, contrariamente 
al $ 14, ora esistono più possibilità di orientamento delle linee ester- 
ne nei diagrammi: accanto ai diagrammi con una linea d’entrata e 
un’altra d’uscita esistono anche diagrammi con due linee d'uscita 
o con due linee d'entrata. In relazione a ciò compaiono parti auto- 
energetiche di tre specie: 


“i IL -Î Li; LL 


TA ra roi Var ras È era (33,1) 


P 


(in queste notazioni il primo indice di X esprime il numero di linee 
continue esterne d’entrata e il secondo il numero di quelle d'uscita). 
Oltre alle linee esterne continue i diagrammi autoenergetici in 
generale hanno anche estremi liberi ondulati (condensati). Questi 
estremi entrano in certe funzioni autoenergetiche indicate qui con 
un cerchietto. Noi vedremo più avanti che le funzioni X%,, (P) e 
Z so (P) di fatto coincidono 


Î 02 (P) = Zo20 (P). (33,2) 
Notiamo subito anche che, data la simmetria con la quale P e —P 


entrano nella definizione di queste funzioni, queste sono pari rispèt- 
to al loro argomento: 


Î 02 (P) “i Î 02 (—P). (33,3) 


A titolo di illustrazione diamo tutti i diagrammi non nulli delle 
funzioni XZ,, e Xo, nei due primi ordini della teoria delle perturba- 
zioni 


LAGziali SIE pisa pane dae Di VT 


ica È pre (33,5) 


Costruiamo ora le equazioni esprimenti le funzioni esatte G e F 
mediante le funzioni autoenergetiche. 
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Nei termini della teoria delle perturbazioni la differenza G (P) — 
— G‘® (P) viene espressa dalla somma di un numero infinito di 
diagrammi, ossia di successioni della forma 


composte di numeri diversi di cerchietti, congiunti in tutti i modi 
possibili da frecce nelle direzioni diretta e inversa (rispetto a due 
estremi). Analogamente la funzione esatta Y (la funzione F‘0 = 0) 
verrà espressa dalla somma di successioni in cui due frecce estreme 
hanno direzioni opposte: 


Tagliando in tutte queste successioni l'anello estremo (il cerchietto 
con la freccia), così come indicato con una verticale tratteggiata, 
l'insieme dei diagrammi restanti con direzioni identiche delle frecce 
estreme coinciderà con la funzione esatta G, e l'insieme dei diagram- 
mi con direzioni opposte delle frecce estreme darà la funzione esat- 
ta PF. 

Introduciamo la notazione grafica di queste funzioni con frecce 
uni- e bidirezionali in grassetto 


6/9) iF(P) ir*(9) 


p DPI (33,6) 


Allora le affermazioni fatte si possono scrivere in forma di ugua- 
glianze grafiche composte di diagrammi a scheletro: 


d p P_ PP 
(33,7) 
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(vedi l'equazione analoga (14,4)). In forma analitica queste ugua- 
glianze danno 1!) 


G(P) = + Zu (P)G(P) + 20 (P)F(P)IG® (2), (338) 
F (P) = GO (—P) [Xx (-P) F (P) + Zoa (P)G(P)]. 


Risolvendo queste equazioni rispetto a G e F e sostituendo l’espres- 
sione (31,22) per G‘, otteniamo le formule cercate 


G(P)=[0+4—p+Z(—P)], F(P)=—FZo(P), (33,9) 

dove 

D=[Zos (P)P—[Zu(P)—0—:0 +7 -u]x 
x[Zu(-P)+@o—10+1 up]. (33,10) 


Sottolineiamo che queste relazioni sono indipendenti dalla struttura 
delle funzioni autoenergetiche e perciò non sono legate all’ipotesi 
che l’interazione fra le particelle sia a due a due, in modo che sono 
valide per un liquido di Bose qualsiasi. 

L'energia delle eccitazioni elementari nel liquido in dipendenza 
dell’impulso p viene definita dai poli delle funzioni G e / rispetto 
alla variabile ©. Per impulsi p piccoli queste eccitazioni sono dei 
fononi e la loro energia tende a zero con p. Pertanto la funzione 
(33,10) deve annullarsi per p = 0, © = 0. Di qui troviamo l’ugua- 
glianza 


[11 (0) — ul? = Zi» (0). 


Questa uguaglianza come equazione in u ha due radici delle quali 
sì deve considerare 


Hi = Za1 (0) — Zoa (0). (33,11) 


Infatti, nel limite delle onde lunghe l'operatore w viene dato dall’e- 
spressione (27,2) e la sua parte «sopra condensato » vale dep _ 
— Vn & PA Van, in modo che Y'+= —P' e, inoltre, 7 & —Gj 

quest’ultima uguaglianza si verifica per la radice (33,11) quando i 
numeratori nella (33,9) (nel limite P + 0) differiscono soltanto per 
il segno. L'uguaglianza (33,11) è appunto quella seconda relazione 
(vedi la fine del $ 32) che, assieme alla relazione (31,6) dà la possibi- 
lità di esprimere i parametri u e n, in funzione della densità r del 
liquido. 


1) Si potrebbe scrivere un sistema analogo per G e F* che differirebbe dal- 
la (33,8) per la sola sostituzione reciproca di Zys @ Yo. Poiché F = F*, ne 
segue l'uguaglianza (33,2). 
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Lo sviluppo ulteriore dell'espressione (33,10) i. serie di © e p 
determina la forma della funzione di Green nel dominio dei valori 
piccoli dei suoi argomenti. In questo caso si deve tener presente che 
le funzioni scalari X,; e Zo, si sviluppano in potenze di p?, e lo 
sviluppo della funzione Z;s pari rispetto a tutti i suoi argomenti 
contiene soltanto le potenze pari anche della variabile @. Rappre- 
sentando la (33,10) nella forma | 


D={o-4 [Zu (P)—3u(— PI} — 


—{T-- #+3 Du (9) +2 (— PI} +38, (2), 


concludiamo immediatamente che i primi termini dello sviluppo che 
non scompaiono hanno la forma D = costante (0? — u?p? + i0), 
dove u è una costante rappresentante, evidentemente, la velocità 
del suono nel liquido. Osservando anche che, in virtù della (33,11), 
i numeratori nella (33,9) per ©, p-+ 0 differiscono soltanto per il 
segno, troviamo che 


Gera costante 
0? — u?p3 | i0 


(la regola di aggiramento è definita dal confronto con la (31,81)). 

Si può determinare il valore della costante a numeratore calco- 
lando in base a questa funzione di Green la distribuzione degli 
impulsi delle particelle N (p) (per p piccoli) e confrontandola con la 
già nota distribuzione (27,7). L’integrale 


0 


| “ua s do 
vp | G (0, p) e't0t —— 


(vedi la (7,23)) si calcola chiudendo il cammino d’integrazione con 
una semicirconferenza indefinitamente lontana nel semipiano su- 
periore (vedi la nota alla fine del $ 7) e si trova corrispondentemente 
mediante il residuo nel polo © = —up + i0. Infine otteniamo 
N (p) = costante/2up e il confronto con la (27,7) dà costante = 
= nmu*/n. Quindi, otteniamo la seguente espressione per le fun- 
zioni di Green per @ e p piccoli: 
nomu? 

Notiamo che il coefficiente di questa funzione coincide (a meno 
del coefficiente di normalizzazione) con la funzione di Green del 
campo fononico (vedi il problema del $ 31), risultato del tutto natu- 
rale in quanto nel dominio degli ©, p piccoli tutte le eccitazioni 
elementari in un liquido di Bose sono dei fononi. 
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Illustriamo infine le formule ottenute applicandole al modello 
di un gas di Bose quasi-perfetto con interazione a due a due fra le 
particelle, studiato al $ 25. Nella prima approssimazione della 
teoria delle perturbazioni, X,;} @ Zog vengono determinate dai due 
primi diagrammi (33,4) e dal primo diagramma (33,5). Sviluppandole 
in forma analitica, otteniamo 


Z,3 = no IU, + U (DI, Zo2 = nU (P). 


Con la stessa approssimazione si può sostituire la densità del conden- 
sato n, in queste formule con la densità totale del gas n. Come è 
stato detto al $ 25, in questo modello gli impulsi delle particelle del 
gas si possono supporre piccoli per cui le componenti di Fourier 
U (p) si possono sostituire con il loro valore U, per p= 0. Allora 


Zi == 2nUo, Zi0à = nUo. (33,13) 


La sostituzione di queste espressioni nella (33,14) ddà u= nU, 

ciò che è in pieno accordo con la (25,6). La sostituzione, invece, 

nelle (33,9-10) conduce alle seguenti formule per le funzioni di Green: 
—\_ O0+p?/2m+nU, 

G(0, P)= lapo 


i — nU 
Fo, P)= a FT0* 


(33,14) 


dove ica » 
°(9=[() +E nUp | ; 


Dalla forma dei denominatori di queste funzioni risulta con chiarezza 
che e (p) è l'energia delle eccitazioni elementari in pieno accordo 
con i risultati (25,10-11) ottenuti prima in un altro modo. 


$ 34. Disintegrazione delle quasi-particelle 


La durata finita della vita (smorzamento) della quasi-particella 
nel liquido quantistico può essere legata sia alle sue collisioni con 
altre quasi-particelle, sia alla sua disintegrazione spontanea in due 
(o più) nuove quasi-particelle. Alla temperatura 7 +0 la prima 
sorgente di smorzamento scompare (poiché la probabilità di colli- 
sioni tende a zero assieme alla densità del numero di quasi-particelle), 
e allora lo smorzamento è dovuto unicamente alla disintegrazione 
delle quasi-particelle. 

Consideriamo la disintegrazione di una quasi-particella (con 
impulso p) in due. Se q è l'impulso di una delle quasi-particelle 
comparse, allora l’impulso dell’altra è p— qe la legge di conserva- 
zione dell’energia fornisce la condizione 


e (p)=8(9)+e(Ip—q)) (34,1) 
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Può succedere che in un certo dominio dei valori di p questa ugua- 
glianza non si verifichi per nessun q; allora in questo dominio le 
quasi-particelle saranno in generale non smorzate (qualora sia im- 
possibile anche la disintegrazione in un numero più grande di quasi- 
particelle). Al variare di p lo smorzamento si produce per il valore 
P = p; (soglia di disintegrazione) per il quale compaiono per la 
prima volta le radici dell’equazione (34,1). 

Notiamo anzitutto che nel punto p = p. il secondo membro 
dell’uguaglianza (34,1) come funzione di q ha un estremo. Infatti, 
il valore estremale della somma e (g) + € (| p — q |) per un dato p 
sia E (p) (per fissare le idee, supporremo minimo questo valore). 
Allora il secondo membro dell'equazione 


ep) - Ep)= e(9+e(Ip—_ql)— £ ©) 


è non negativo. Per questa ragione l’equazione a priori non ha radici 

per i valori di p per i quali € (p) — E (p)<0; la radice compare 

soltanto nel punto p = p. in cui e (p.) = £ (peo). 
Rappresentando l’equazione (34,1) nella forma simmetrica 


e (p)= (9) + (42) dt 9= Pe 


vediamo che la condizione di estremo per il suo secondo membro si 
può scrivere come de/0q, = d£/0q, ossia 


Vi = Vas (34,2) 


vale a dire che nel punto di soglia due particelle disintegrate hanno 
velocità uguali. Qui si possono distinguere più casi (L. P. Pitaevskij, 
1959). 

a) La velocità della quasi-particella nel liquido di Bose è nulla 
per impulso p = p, corrispondente al minimo rotonico sulla curva 
della fig. 2. Pertanto se v, = v, = 0, ciò significa che nel punto 
di soglia la quasi-particella si decompone in due rotoni di impulsi po 
ed energie A. Rispettivamente l’energia della quasi-particella che si 
disintegra è e (p.) = 2Aeilsuo impulso p, è legato a p, dalla condi- 
zione po = Poi + Pos; Cioè 2py cos 0 = p., dove 20 è l'angolo forma- 
to dalle direzioni di volo dei due rotoni. Ne consegue che in ogni 


caso deve essere 
Pc < 2Po- (34,3) 


b) Se le velocità vj, = v, non sono nulle e se gli impulsi cor- 
rispondenti q, e q, sono finiti, ciò significa che la disintegrazione 
nel punto di soglia produce due quasi-particelle con impulsi colli- 
neari (paralleli o antiparalleli) 1). 


1) In virtù dell'isotropia del liquido le direzioni dell'impulso p della 
quasi-particella e della sua velocità v = de/0p sono collineari, ma possono 
essere orientate sia in direzioni uguali che opposte. 
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c) Se le velocità v, e v, sono diverse da zero, ma uno degli impul- 
si (q,, ad esempio) tende a zero nell’intorno del punto di soglia, la 
quasi-particella corrispondente sarà un fonone e la velocità v, = u. 
In questo caso abbiamo a che fare con una soglia oltre la quale è 
possibile la creazione di un fonone dalla quasi-particella. Nel punto 
di soglia stesso l'energia del fonone è nulla, mentre la velocità della 
quasi-particella raggiunge la velocità del suono (coincidendo con le 
velocità v, = v, = WU). 

d) Infine, ancora un caso particolare è la disintegrazione del 
fonone in due fononi allorché la soglia è il punto iniziale dello spet- 
tro p= 0. Tuttavia, questa disintegrazione è possibile soltanto per 
un determinato segno di curvatura della zona iniziale (fononica) 
dello spettro: deve essere de (p)/dp? >0, vale a dire che la curva 
€ (p) si deve incurvare in alto rispetto alla tangente iniziale e = up. 

facile convincersene rappresentando questa zona dello spettro 
nella forma 


e (p) = up + ap°, (34,4) 
in cui si è tenuto conto, oltre che del termine lineare, anche del 
termine successivo dello sviluppo in potenze dell’impulso piccolo 1). 
Allora l’equazione di conservazione dell’energia (34,1) dà 

up—-g_-lp_ql)=_-a(}?-9—-|p_qf). 


In prossimità della soglia il fonone viene emesso sotto un angolo. 
piccolo 6 nella direzione dell’impulso iniziale p della quasi-particel- 
la; a primo membro dell'equazione abbiamo 


p_g-|p—ql= —5-(1—cos0), (34,5) 


e a secondo membro è sufficiente porre |p— q|x p — g. Allora 
troviamo che 


41 — cosd= 3a (p — 9). (34,6) 


Ne risulta immediatamente che deve essere a >0. 

Noi vedremo più avanti ($ 35) che nei casi a) e b) la funzione 
€ (p) in generale non può essere prolungata-oltre il punto di soglia 
che, quindi, risulta essere punto finale dello spettro. Quanto ai casi 
c) e d), la disintegrazione della quasi-particella accompagnata dal- 
l'emissione di un fonone di grande lunghezza d’onda conduce alla 


1) L'equazione della dispersione delle vibrazioni sonore determina il 
quadrato della frequenza ©? quale funzione del vettore d'onda. Ciò premesso, 
il quadrato dell’energia del fonone e? (p) si sviluppa regolarmente in potenze. 
dell’impulso p; lo sviluppo inizia dal termine -p? e, in virtù dell'isotropia 
del liquido, prosegue in potenze di p?. Quanto allo sviluppo della funzione 
stessa € (p), esso contiene quindi le potenze dispari di p. 
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comparsa di uno smorzamento debole, che può essere determinato 
mediante la teoria delle perturbazioni 1). 

Calcoliamo lo smorzamento del fonone dovuto alla sua disin- 
tegrazione in due fononi (caso d)). Gli elementi matriciali di questo 
processo sono presenti nei termini del terzo ordine dell'operatore 
hamiltoniano, che sono dati dall’espressione (24,12). Durante il 
passaggio dallo stato iniziale (i) con un fonone p a quello finale (f) 
«con due fononi q; e q, l'elemento matriciale dell’operatore di per- 
turbazione vale 


È 31 (21h)? 1/2 2 d u3 
Vuy=—i8(p—a:—4) Spe (+ Pan) {+ 7) 4,7 


(l'indice 0 della densità imperturbata py è omesso). Notiamo la pre- 
‘senza del fattore (p9;93)!/? la cui piccolezza (si tratta della disintegra- 
zione di un fonone di grande lunghezza d'onda) garantisce l’applica- 
bilità della teoria delle perturbazioni ?). 

La probabilità differenziale di disintegrazione (in 1 s) è data dalla 
formula 


2 ;\_V?d991d? 
du= 5 |V;;|1:8(E,— Ei) Bahr 


(vedi III, la formula (43,1)). Sostituendovi l’espressione (34,7), 
‘compare il quadrato della funzione è, il quale deve essere inteso 
«come 3) 


[0(p_q,—-q,)]?= Ga ò(p_qi— g2). (34,8) 


La funzione delta restante va eliminata per integrazione in d?g3; 
ponendo inoltre E, = up, E;=u(g, + ga), otteniamo 


1 2 d 2 2 9r d3 
wW => {1 +6, ra Te \P@ (p_q)6(p_q,— |p_ql) Dale 


1) Quali dei casi elencati possono effettivamente essere realizzati, dipende 
-dall’andamento concreto della curva e (p) dello spettro delle quasi-particelle. 
I dati empirici relativi all’elio liquido (He) testimoniano che esiste (a pres- 
sioni <15 atm) una piccola zona iniziale dello spettro fononico che ha insta- 
bilità del tipo del caso d). Lo spettro nell’elio liquido ha termine in un punto 
-del tipo del caso a). 

2) Calcolando l’elemento matriciale (34,7), si deve tener conto che ognuno 


degli operatori fononici cp 8 cà può essere ricavato da ciascuno dei tre fattori 
di pd o V; di qui il fattore 3!. La funzione delta nella (34,7) compare per in- 


‘tegrazione del fattore exp [i (p — q1 — 2) r/f]. Infine, si è tenuto conto che 
te direzioni p, q; e q, sono quasi coincidenti. 


8) Infatti, la funzione delta $ (k) viene dall’integrale | e!“ g3r/(2n)8. 


Se calcoliamo un altro integrale di questo tipo per k = 0 (poiché una funzione 
delta già esiste) ed estendiamo l’integrazione a un volume finito Y, allora 
‘otteniamo V/(2)3, ciò che è espresso dalla formula (34,8). 
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(per integrazione separata in d*9; e in d*g, la risposta deve essere 
divisa per 2 così da tener conto dell’identità dei due fononi). Infine, 
esprimendo l’argomento della funzione delta nella forma (34,5) ed 
eseguendo l’integrazione in d°g, = 2x9? dg;d cos 8 (nel dominio 
b, < p), troviamo la probabilità totale di disintegrazione 


pi d u? \2 
WE F0nphe RE {1+57 3u? dp P 1a, : (34,9) 
Il coefficiente di smorzamento del fonone è y= —Im e = Èiu/2. 


In particolare, per un gas quasi-perfetto la grandezza u?/p = 4nh°a/m8 
è indipendente dalla densità in accordo con la (25,114). In questo caso 


3p° 
v== Gioni (40) 


(S. T. Beljaev, 1958). 

Per il processo di emissione di un fonone dalla quasi-particella 
in prossimità della soglia del tipo c) la forma dell’operatore di 
perturbazione viene stabilita considerando la variazione dell’energia 
della quasi-particella in un’onda sonora. Questa variazione è com- 
posta di due parti 


de = e +vr 


Il primo termine è legato alla variazione della densità del liquido 
dalla quale l’energia della quasi-particella dipende come da un 
parametro. Il secondo termine (in cui v rappresenta la velocità del 
liquido nell’onda sonora) è la variazione dell’energia della quasi- 
particella grazie al movimento macroscopico del liquido; poiché 
la lunghezza d’onda del fonone emesso (in prossimità della soglia) 
è grande rispetto alla lunghezza d’onda della quasi-particella, si può 
supporre che quest’ultima si trovi in un flusso omogeneo di liquido, 
e allora la variazione dell’energia va determinata così come è stato 
indicato all’inizio del $ 23. L'operatore di perturbazione si ricava 
da 6e sostituendo v = Vg e gp’ con gli operatori di seconda quantiz- 
zazione (24,10) e p con l'operatore d’impulso della quasi-particella 


p= —ilVt 

= dec, 12 ne 

Vago ? + (vP+Pv) (34,11) 
(nel secondo termine è stata eseguita la simmetrizzazione del prodot- 
to per ridurlo alla forma hermitiana). In seguito, il calcolo della 
probabilità di emissione di un fonone è analogo a quello eseguito 
sopra per la disintegrazione del fonone (vedi il problema). 
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PROBLEMA 


Determinare la probabilità di emissione di un fonone da parte di una quasi- 
particella di impulso p vicino al valore di soglia p,, per cui la velocità della 
quasi-particella raggiunge quella del suono. 

Soluzione. L'elemento matriciale dell'operatore (34,11) viene calcolato 
per la creazione di un fonone (di impulso q) con la transizione contemporanea 
della quasi-particella fra gli stati (onde piane) di impulsi p e p’. In prossimità 
della soglia l'impulso del fonone è gq « pc, mentre la direzione q quasi coincide 
con la direzione p!). Tenendone conto troviamo 


A u \1/2 
dove 
_ 42% 
A= Pet u dp box i 


Di qui la probabilità differenziale di emissione di un fonone è .. 
Ri ell = na algo Sd, 


(la funzione delta degli impulsi è stata già €liminata con l’integrazione in 
d3p'). Scrivendo l’argomento della funzione delta in forma approssimata 
—uq (1 — cos 6) e integrando in dg, otteniamo 
la ZA? (p— Pe)? 

Inphs 


$ 35. Proprietà dello spettro in prossimità 
del suo punto finale 


Nel presente paragrafo studieremo le proprietà dello spettro del 
liquido di Bose in prossimità delle soglie di disintegrazione delle 
eccitazioni elementari in due quasi-particelle di cui nessuna sia un 
fonone (i casi a) e b) del $ 34) 2). Contrariamente alle disintegrazioni 
accompagnate dalla creazione di un fonone, la teoria delle perturba- 
zioni è inapplicabile a questi casi e il loro studio richiede che sia 
precisata la natura delle singolarità delle funzioni di Green del 
liquido nei punti di soglia. D’altra parte, il fatto che ci interesseran- 
no soltanto queste singolarità permette di schematizzare sostan- 
zialmente e, quindi, di semplificare i calcoli. In particolare, si può 
fare a meno della distinzione fra le funzioni G e / (essendone identi- 


1) Per fissare le idee, consideriamo il caso in cui il fonone viene emesso 
proprio in questa direzione (e non in quella opposta). A tal fine la funzione 
€ (p) in prossimità della soglia deve avere la forma 


e(p)ReEP)+p_ puta(pt po 


(con il segno positivo del termine lineare). È facile vedere dalla legge di conser- 
vazione dell’energia che l’emissione di un fonone è possibile in questo caso 
se a > 0, e si produce per p > pc; l'impulso del fonone emesso assume valori 
nell'intervallo 0<g<2(p— po). 

2) Il contenuto di questo paragrafo appartiene a L. P. Pitaevskij (1959). 
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che le proprietà analitiche) e agire in modo tale come se esistesse un 
solo tipo di funzioni di Green; se tenessimo conto della distinzione 
fra G e 7, ciò implicherebbe soltanto la comparsa nelle equazioni 
di alcuni termini analoghi (per le loro proprietà analitiche) e non 
inciderebbe sui risultati. 

Il fatto che la singolarità in questione della funzione di Green è 
dovuta alla disintegrazione della quasi-particella in altre due signi- 
fica, nei termini della tecnica dei diagrammi, che essa proviene da 
diagrammi della forma 


4 


vel (85,1) 


P-Q 


che si possono tagliare in due linee continue, vale a dire che questi 
diagrammi contengono stati intermedi a due particelle. L'’integra- 
zione in questi diagrammi viene effettuata nel quadrimpulso inter- 
medio Q = (go; g), e il ruolo determinante (nel senso della comparsa 
di una singolarità) appartiene al dominio dei valori di Qe P — Q. 
con i quali le quasi-particelle disintegrate (prodotti della disintegra- 
zione) sono generate in prossimità della soglia. Per la teoria, che 
verrà esposta più avanti, fondamentale è l’affermazione che questo 
dominio di valori del quadrimpulso non è singolare per la funzione 
di Green G (0), che in esso ha forma ordinaria polare 


G (0) = G (49 do lgo— 8 (9) + (013, (35,2) 


dove l’energia £ (g) delle quasi-particelle disintegrate non ha nessuna 
singolarità. La specifica fisica di questo dominio consiste unicamente 
nel fatto che una quasi-particella potrebbe « incollarsi » in esso con 
un’altra; ma alla temperatura 7 = 0 questo processo è impossibile 
per assenza di eccitazioni reali. Per la funzione di Green il dominio 
singolare è rappresentato unicamente dai valori di P (linee esterne 
dei diagrammi (35,1)) in prossimità della soglia di disintegrazione 
della quasi-particella iniziale. | 

Alle due linee congiungenti nel diagramma (35,1) corrispondono i 
fattori G(Q0) G(P — Q) e l'integrazione si effettua in Q. In questo 
caso, essendo essenziale soltanto un piccolo dominio di valori di Q, 
gli altri fattori del diagramma si possono supporre costanti durante 
l'integrazione, uguali al loro valore per il valore di soglia Q = Q, 1). 

1) Questa affermazione deve essere precisata. Infatti, i fattori G (0) G (P—Q) 
sono indipendenti dall'angolo p che determina la posizione del piano (p, q). 
Perciò l'integrazione in dg si riduce alla media della parte restante dell’espres- 
sione integranda in 9, dopo di che d4Q si può intendere come 214° dg, dg d cos 8. 
È per tale integrazione in @4Q che diventa essenziale il dominio piccolo. Queste 
«osservazioni riguardano anche altri casi analoghi di calcoli che verranno ese- 
guiti più avanti. 
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Quindi, nel diagramma compare un fattore che è espresso dall’in- 
tegrale 

aulin _ di. 
n= FETO O 


dove P = (©, p). L'integrazione in dg, va eseguita chiudendo il 
cammino di integrazione con una semicirconferenza posta all’infinito 
in uno dei semipiani della variabile complessa 9, e dà 


: ___1 d3q 
n=) ono 0919) 


Torneremo più avanti allo studio di questo integrale; e per il 
momento esprimiamo tramite suo la funzione esatta cercata G (P) 
sommando a tal fine tutti i diagrammi della forma (35,1). 

Per la funzione G (P) si può scrivere l'equazione in diagrammi 
di Dyson 


A 
pp TED (35,4) 


Qui le linee in grassetto rappresentano la funzione esatta iG e quelle 
sottili la parte « non singolare » di questa funzione definibile dall'in- 
sieme dei diagrammi «non divisibili in due linee ». Il secondo 
termine, invece, a secondo membro della (35,4) rappresenta l'insieme 
dei diagrammi della forma (35,1). In questo caso, il cerchietto chiaro 
esprime la funzione di vertice esatta « a tre uscite » (indichiamola 
con I (0, P — Q, P)), e il cerchietto tratteggiato ne dà la parte 
non singolare, dalla quale sono esclusi i diagrammi che si possono 
tagliare in due linee continue !). Come è stato precisato sopra, l'in- 
tegrazione in d‘Q implica la comparsa del fattore II (P), mentre 
gli altri fattori nel diagramma vanno sostituiti con il loro valore 
per Q= Q,. In tal modo l'uguaglianza (35,4) significa che 


G(P)=a(P)+b(P)G(P)T.(P)I(P), (35,5) 


dove T, (P)=T (0. P — Q., P) e a (P), b(P) sono certe funzioni 
regolari (in prossimità della soglia P = P.). 

Nella (35,5) figurano due funzioni singolari, G e I.; per espri- 
merle in funzione di II occorre quindi ancora un'equazione. Possiamo 


1) La ‘situazione è analoga quì all’equazione ‘di Dyson in elettrodinamica 
quantistica (cfr. IV, $ 4104): ‘come là, l’intero insieme di-diagrammi: richiesto 
si ottiene introducendo termini correttivi per una sola delle funzioni di vertice. 
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ottenerla osservando che la funzione di vertice I è rappresentabile da 
una serie della forma «a scala » 


Pu 


analoga alla serie (17,3) per la funzione di vertice a quattro estremi. 
La sua sommatoria conduce all’equazione 


Q QQ Q 
pe pt + Pl 
pa pg 7% p-Q 


(vedi la (17,4)); in forma analitica, per Q = @., essa dà 
I. (P)=c(P)+d(P)II (P)L. (P), 
dove c (P) e d (P) sono funzioni regolari. Escludendo ora I°, dalle 


due equazioni ottenute, troviamo l’espressione cercata della funzione 
di Green attraverso Il: 


A(P)II (2) 


G" (P) =T1FEP)I 2) * C(P)a (35,6) 
dove A, B, C sono di nuovo funzioni regolari (in prossimità di 


P.= P.). 
Diamo i calcoli ulteriori che sono diversi per i diversi tipi di 
disintegrazione delle quasi-particelle. 


a) Soglia di disintegrazione in due rotoni 
che si disintegrano ° 


In questo caso l'energia e (g) delle particelle in prossimità della 
soglia è data dalla formula (22,6) e l’integrale (35,3) diventa 


II (0, 9)= i {o-2A-33 [(d— Po) + 


t 
+(lp_ dl— po)?1} Tn . (35,7) 
Introduciamo le nuove variabili d'integrazione g:, gp in base alla 
definizione 
Qx = (Po sen 0 + gj) cos p, 9, = (pesen 0 4- gp) sen gp, 
Q, = Po cos0 + gqz, 


dove l’asse z è diretto lungo pe l'angolo 0:è definito dall’uguaglianza 
2Po cos 9:= p. In prossimità della soglia le variabili %.;. 9g, sono 
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piccole e con l’approssimazione necessaria otteniamo 

q= Po + gosen0 + gzcos0, Ip—ql= po +gosen0—gz:così, 
d*qa p.sen 0 dg dg; de. 

L'espressione fra parentesi graffa nella (35,7) diventa 


{o-2A4-5 (g;? sen? 0.+ gi? cos? 6)} 
.e dopo un cambio di variabili reiterato 


qisen0=V m*pcosw, g.c0os0=V m*p sen p 
troviamo, integrando in w, 


m* Po p de 
Il (0, pj= — 2 cos 8 | —@®+2A+p? ° 

La divergenza di questo integrale per grandi p, dovuta unica- 
mente alle omissioni fatte, è inessenziale; il taglio dell’integrale per 
un certo valore p? > | 2A — @ | darà un contributo soltanto alla 
parte regolare di II. La parte singolare di questa funzione, che pre- 
senta interesse, proviene dal dominio in prossimità del limite d’in- 
tegrazione inferiore; troviamo che essa vale 


1 
DI ri (39,8) 
Per piccoli valori 2A — © questo logaritmo è grande; sostituen, 


do la (35,8) nella (35,6) e sviluppando nelle sue potenze inverse- 
otteniamo 


II_Icoln 


GA (0, py=b+cln i, 
dove a, b, c sono funzioni regolari nuove di © e p. Nel punto di 
soglia (p = p.) l’energia della quasi-particella che si disintegra 
vale 2A. Poiché l'energia delle quasi-particelle è definita dagli zeri 
della funzione G-!, ciò significa che G- (2A, p.) = 0 e per questo 
deve anche essere d (2A, p,) = 0. Ma la funzione regolare bd (@, p) 
è sviluppabile in potenze intere delle differenze p — p. e 0 — 24; 
sostituendo anche le funzioni regolari a (©, p) e c (®, p) con i loro 
valori nel punto di soglia, otteniamo infine iù seguente espressione 
per la funzione di Green nel dominio in prossimità della soglia: 


6 (0, p)=B[p—p.+aln!t 7 | (35,9) 


dove a, &, f sono costanti. 
Eguagliando a zero questa espressione, otterremo la forma dello 
spettro e (p) in prossimità della soglia. Se il dominio di impossibili- 
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tà di disintegrazione si trova in p < p., €£< 2A, le costanti a ed a 
devono essere positive e l'equazione G-! = 0 ha qui la soluzione non 
smorzata 


a |) 
Pep} : 
Vediamo che la curva dello spettro si avvicina al punto di soglia 
dalla parte della tangente orizzontale di ordine infinito. Quanto 
al dominio p >p,, l'equazione G-! = 0 non ha soluzioni né reali né 
complesse con e ® 2A per px pc. In questo senso la curva, in 
generale, non si estende oltre il punto di soglia e termina in esso 1). 


e=2A—aexp (- (35,10) 


b) Soglia di disintegrazione in due quasi-particelle 
con impulsi paralleli 
Poiché . nel punto di soglia, per p = p., l’espressione e (g) + 
+ e(Ip — q |) quale funzione di q deve avere un minimo, allora 
in prossimità della soglia essa diventa 
e(g+e(1p_a ))= &+% (p_pe) +2 (qa — q)° + B(A-, pe), 
(35,11) 
dove a, f sono costanti; v, è la velocità di ognuna delle quasi-parti- 
celle generate nel punto di soglia e q, l'impulso di una di esse. 
Sostituendo la (35,11) nella (35,3) e introducendo nuove variabili 
d’integrazione in base a 
p=9—- do PP = PP: 605%, 
otteniamo 
ve p? dpdcosy 
Loano (27)? Î &E—&e—Vc (P_Pc) &P°— Bp°pè cos? wp * 
Questo integrale ha nel punto di soglia la radice singolare 
Il o lv, (p na Pe) da (e ae e.)]M?. (35,12) 


Sostituendo questa espressione nella (35,6), troviamo la funzione 
di Green nel dominio in prossimità della soglia 


G (0, p) = A (®, p) + 2 (0, p)lv (p — pe) — (0—8)1!?. 


Poiché G- (£., p.) = 0 ed A e 2 sono funzioni regolari, allora, 
sviluppando queste ultime in potenze di p — p, ed © — e£,, troviamo 
infine 


G* co DA (P — Po) — (0 — £c)}/?4{a (p—p:)+b (0—-e.)], (35,13) 
dove a e d sono costanti. 
1) Come è stato già sottolineato nella nota alla pag. 170, lo spettro nell’elio 


liquido termina in un punto di questo tipo (la curva della fig. 2 si avvicina 
alla retta e = 2A dalla parte della tangente orizzontale). 
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La forma dello spettro è determinata dall’equazione G- (e, p,)= 
= 0. Cerchiamo la soluzione nella forma e — eg = (P — p) + 
+ costante (p — pc)"; affinché questa soluzione esista per p < p., 
è necessario che si abbia a + dv, >|D, e allora 


e=e&+t(p—P)—-(a+bv) (p— pè. (39,14) 
Per la stessa condizione nel dominio p > p, l'equazione G- = 0 non 


ha soluzioni con € & €, per p = p.. Ciò vuol dire che anche in questo 
caso lo spettro si interrompe nel punto di soglia. 


Capitolo IV 


FUNZIONI DI GREEN 
A TEMPERATURE FINITE 


$ 36. Funzioni di Green a temperature finite 1) 


La definizione della funzione di Green di un sistema macroscopico 
. a temperature non nulle differisce dalla sua definizione a temperatu- 
ra nulla soltanto per il fatto che la media rispetto allo stato fonda- 
mentale del sistema chiuso va sostituita con la media rispetto alla 
distribuzione di Gibbs: il-simbolo (...) significherà ora 


( Ja D n (nj...|n), w,=exp (GER), (36,1) 


-dove la sommatoria è estesa a tutti gli stati del sistema (che si diffe- 
renziano sia per l’energia £, che per il numero di particelle N,} 
En= En —_ uN, e n|... |n) rappresenta l'elemento matriciale 
diagonale dell’n-esimo stato. Le medie così definite sono funzioni 
delle variabili termodinamiche 7, u, V. 

Analizzando le proprietà analitiche delle funzioni di Green 
a temperature finite (L. D. Landau, 1958), è opportuno ricorrere 
alle funzioni di Green, dette ritardate e anticipate, lè cui proprietà 
analitiche risultano essere più semplici ?). Per fissare le idee, parle- 
remo dapprima dei sistemi di' Fermi. 

La funzione ritardata di Green è definita come segue: 


(Pa (X1) VR (X2) +Y8(X)Fa (Xi), 1>ta 
Miti ET 


(36,2) 


Per un sistema non ferromagnetico omogeneo microscopico in assenza 
di campo esterno questa funzione (come anche G,g ordinaria) si 


1) Nei $$ 36-38 adoperiamo il sistema di unità di misura con 7 = 
2) Si suole distinguere queste funzioni con gli indici R ed A dall'inglese 
retarded e advanced. 
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riduce a una funzione scalare dipendente unicamente dalla differenza 


GÈs (Xi, X3) = 8agGP (X), GR= 5 Gia. (36,3) 


Il passaggio alla rappresentazione degli impulsi viene effettuato 
in modo ordinario. Ma poiché GA(t, r)= 0 pert<0, l'integrazione 
in ? nella definizione 


GR (0, p)= | { gi(0t-pr) GR (8, r) di dx (36,4) 
0 


viene effettuata in effetti soltanto da 0 a co. Lo spostamento della 
variabile © nel semipiano superiore non fa altro che migliorare la 
convergenza di questo integrale. Pertanto l’integrale (36,4) definisce 
nel semipiano superiore della variabile © una funzione analitica 
non avente delle singolarità !). Quanto al semipiano inferiore, dove 
la funzione GF viene definita per prolungamento analitico, essa ha 
dei poli (vedi più avanti). 

Sviluppiamo la funzione GF in modo analogo a quello che ha 
permesso di ottenere al $ 8 lo sviluppo (8,7) della funzione G per 
d=0. 

Sviluppando l’elemento matriciale (n |... |m}) del prodotto di 
operatori y in base alla regola di moltiplicazione matriciale ed espri- 
mendo gli elementi matriciali nella forma (8,4), otteniamo 


iGR (t, r)= 
= Y wn {el'©mnttmn? (n/a (0)1m) (m| dé (0) 2) + 


+ e'l®mni mn! (n |pè (0) me) (e lida (0)12)}, 
dove 
Omn = Em — Eno kmn = Pm — Pa- 


Per i due termini fra parentesi graffa la sommatoria su n e m ha 
un significato un po' diverso: nel primo termine i numeri di particelle 
negli stati r e m sono legati dalla relazione Nm = N, + 1, e nel 
secondo da N, = N, — 1. Per eliminare questa differenza, inver- 
tiamo la notazione degli indici m e n nella seconda somma. Osser- 
vando inoltre che 


(rela (0) |) (pa (0)f22) = Kr da (0)12) 1? = Amno 
e T__ 
1) Vedi ragionamenti analoghi per la funzione « (0) nel volume V, $ 123. 
È ovvio che la coincidenza fra le proprietà analitiche delle funzioni GR ed a 
non è casuale: in accordo con la formula (126,8) del volume V l’ultima funzione 
si esprime analogamente attraverso un determinato commutatore operatoriale. 
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riduciamo tutta l’espressione alla forma 


iGR (t, r) => > we ©mn!-Kmn") di (4 I e©ma/t), t>0. 
n,m 


(36,5) 


Infine, calcolando l’integrale (36,4), sostituiamo (così come al 
$ 8) o0+ @ + (0 e troviamo infine 
n)S A — k » 
GR (0, = Tn e (+e */9). (86,6) 
m,n 
È da notare che tutti i poli di questa espressione sono disposti (in 
accordo con quanto detto sopra) sotto l’asse reale, nel semipiano 
inferiore della variabile @. 
L'ultima proprietà è sufficiente per stabilire un certo legame 
fra le parti reale ed immaginaria della funzione, la cosiddetta rela- 
zione di Kramers-Kronig, o relazione di dispersione 


i ( ImGE(u, 
Re G? (0, p= + { RTP qy (86,7) 


(vedi la deduzione della stessa relazione per & (@) nel vol. V, $ 123). 
Ci si può convincere della sua validità anche mediante una verifica 
diretta, separando nella (36,6) le parti reale ed immaginaria con 
l’ausilio della formula (8,11). Notiamo anche che la stessa formula 
permette di riscrivere la (36,7) nella forma | | 


| if 
GF (0, py= + LB du, (36,8) 


dove 
p(u, pj= — 45% D wrAmnd (U— mn) $ (P—kmn)(1+e ©mn/7). 


Per © reali si ha p = ImG?. 

La rappresentazione (36,8) acquista un significato più profondo 
passando al « limite macroscopico » VY + co (per un dato rappor- 
to N/V). In questo limite i poli mn si fondono e la funzione gp (u) 
diventa diversa da zero per tutti gli u (e non uguale semplicemente 
alla somma delle funzioni delta nei punti discreti). Inoltre la formula 
(36,8) definisce direttamente GP(0) nel semipiano superiore della 
variabile © e sull’asse reale. Per definire GF(©) nel semipiano infe- 
riore della variabile 0, è necessario invece prolungare analiticamente 
.l’integrale, per cui si deve deformare il contorno d’integrazione in 
modo tale che esso aggiri sempre il punto u = @ dal basso. Allora 
GE (0) può avere delle singolarità nel semipiano inferiore (a distanza 
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finita dall'asse reale) allorché il contorno viene « stretto » fra il polo 
u = @ e la singolarità del numeratore. 

La funzione di Green anticipata si introduce analogamente in base 
alla definizione 


i6%, (Xy, x)={ sli vr dt 
(Pa (X3) FIAT VÀ (Xa) Ya (X)), d<ta. 


(36,9) 


La funzione G4(@, p) nella rappresentazione degli impulsi è una 
funzione analitica della variabile ©, non avente delle singolarità 
nel semipiano inferiore. Il suo sviluppo differisce da quello (36,6) 
per il cambiamento di segno davanti a i0 ai denominatori. Ciò signi- 
fica che sull’asse reale si ha G4(@0) = GP*(©) e in tutto il piano 
della variabile @ 

GA(0*) = GP*(0). (36,10) 


Per 0 + co le funzioni GR e G4 tendono a zero in base alla stessa 
legge della funzione G, e cioè 


GR, GA + 1/0 per |0|+ 00. (36,11) 


Ricordiamo (vedi la deduzione della (8,15)) che il coefficiente (l’uni- 
tà) in questa espressione asintotica è determinato dal valore del 
salto della funzione per #, = £,; questo salto non dipende dalla tem- 
peratura ed è identico per tutte e tre le funzioni GF, GA e G, come 
risulta chiaramente dalle loro definizioni. 

Per stabilire un legame fra le funzioni GF, G4 così introdotte 
e la funzione di Green ordinaria 


Gao (Xi, Xa) = (THa (Xi) Yi (Xa)) (36,12) 


otteniamo per quest’ultima uno sviluppo analogo a quello (36,5). 
I calcoli, del tutto analoghi a quelli esposti sopra, danno il seguente 
risultato 1): 


G (0, p)= PL > WnAmnò (P—kmn) {- (1+ 


+e ®mn/T) + istò (© — Omn) (1-e-®ma/?)}, (36,13) 
Confrontando le (36,13) e (36,6), troviamo che 
0 = ReG(o p)ticth == ImG(o, p). (36,14) 
G4 (0, P) sii 2 tai 


1) Passando alla rappresentazione degli impulsi, l'integrale in ? viene 
diviso in due parti: da — coa0eda0a +00, esuuna di queste parti va cambiata 
la notazione degli indici di sommatoria m, n. 
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In questo caso, come si vede dall'espressione stessa (36,13). 
sign Im G(0, p)= — sign @. (36,15) 


È da notare che, a differenza delle GF e GA, la funzione G non è 
funzione analitica di @. 

Per T + Osi ha cth (0/27) + sign ©, e dalla (36,14) risulta che 
sull’asse reale 


6 Ci o>0, 
GA, o<0. 


Quindi, per 7 = 0 la funzione G (©) rappresenta sui due semiassi 
reali della variabile © i valori limite (per [Im ©|- 0) di due fun- 
zioni analitiche distinte: GF(w) sul semiasse! destro e G4(0) su 
quello sinistro. 

Si possono scrivere facilmente le espressioni delle funzioni G® 
e GA per un gas di Fermi perfetto. È sufficiente osservare che esse 
verificano la stessa equazione (9,6) per la cui deduzione è stato utiliz- 
zato soltanto il valore del salto della funzione per t, = ts. Quanto 
al modo di aggiramento del polo, è noto che per G‘®F il polo deve 
trovarsi sotto l’asse reale e per G‘%A4 sopra questo asse. Ne consegue 
l’espressione 


GORA (0, pr=[o-P+p+ 0], (36,17) 


(36,16) 


valida sia per la temperatura allo zero che per temperature finite. 
Quanto alla funzione G‘9, in accordo con la (36,14), troviamo che 
1 _ O) p? 
) <p> Se Las 
GI (©, p,= P upon th37 È (È > +u) . (36,18) 
Per 7 +0 torniamo alla formula (9,7) che differisce dalla (36,17) 
per la sostituzione di +:0 con i0-sign ©. 
Diamo le formule analoghe per il caso di un sistema di Bose. 
Le funzioni di Green ritardata e anticipata sono definite come segue: 


iGR (X,, X 2) = pe (X, penne: + (Xa) PX) L ii> la; 
rta <t2> (36,19) 
i , Ù > to, 
iGÈ (Xi, X =|_ 
dedi l_ watt a) A) PX), <a 
Se inoltre si tratta di temperature sopra il punto 4, in queste defi- 
nizioni figurano gli operatori w completi; a temperature sotto il 


punto A la definizione si riferisce ad operatori « sopra condensato ». 
Al posto della (36,6) ora abbiamo 


GÎ (0, p,= (21)? PZ Wn Amnò (P_ kmn) (4 __e-@mn/7), (36,20) 


d- Omnt iù 
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Quanto al legame fra questa funzione e G, esso è dato dalla 
formula 


G*(0, p)=Re G (0, p,tith-7-ImG(0, p), (36,21) 


inoltre, sull’asse reale 


ImG(o, prz0 (36,22) 


(la funzione G è definita in accordo con la (31,1) con la media rispetto 
‘alla distribuzione di Gibbs anziché rispetto allo stato fondamentale). 
Per un gas di Bose perfetto la funzione GF è data dalla stessa formula 
(36,17), mentre la funzione G è data da 


(0) e 1 ; (o) p° 
G (©, P)=P ana inch ap 0È (0-1 + h). (36,23) 


Il significato fisico delle funzioni di Green a temperature diverse 
da zero coincide essenzialmente con il loro significato per 7 = 0. 
È ovvio che restano valide le formule che legano la funzione di 
Green G alla distribuzione degli impulsi delle particelle (7,23) e, 
in generale, alla matrice di densità (7,18) e (31,4). 

Le affermazioni fondamentali circa la coincidenza dei poli della 
funzione di Green con l’energia delle eccitazioni elementari restano 
anch'esse in vigore (poiché, tuttavia, la funzione stessa G non è ana- 
litica, è più opportuno parlare in questo caso dei poli che la funzione 
analitica GF ha nel semipiano inferiore della variabile @, oppure 
dei poli della funzione G4 nel semipiano superiore). Questa afferma- 
zione deriva di nuovo (così come al $ 8) dallo sviluppo (36,6). Benché 
in diversi termini di questo sviluppo figurino ora le frequenze delle 
transizioni @©mn fra due stati qualsiasi del sistema, cionondimeno 
(dopo il passaggio al limite macroscopico) i poli restano come prima 
corrispondenti unicamente alle transizioni dallo stato fondamentale 
a quelli con un’eccitazione elementare. Quanto alle transizioni fra 
due stati eccitati, esse non conducono alla comparsa del polo nella 
funzione di Green macroscopica a una sola componente per la stessa 
ragione per la quale le transizioni dallo stato fondamentale a stati 
con più quasi-particelle non implicano la comparsa di un polo (vedi 
il $8): la differenza di energie di questi stati non è definibile univoca- 
mente mediante la differenza dei loro impulsi. 

Sottolineiamo intanto che a temperature diverse da zero la dura- 
ta di vita delle quasi-particelle è legata non soltanto alla loro pro- 
pria instabilità, ma anche alle mutue collisioni. Lo smorzamento 
proveniente da queste due sorgenti deve essere debole affinché il 
concetto di quasi-particelle continui ad aver senso. 
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$ 37. Funzioni di Green termiche 


Per costruire la tecnica dei diagrammi che permetta di calcolare 
le funzioni di Green a temperature finite, occorrerebbe passare dalla 
rappresentazione degli operatori w di Heisenberg a quella dell’intera- 
zione, così come è stato fatto al $ 12. Allora giungeremmo di nuovo 
a un’espressione differente dalla (12,12) soltanto per il fatto che la 
media in essa non è calcolata rispetto allo stato fondamentale. Questa 


differenza, tuttavia, è molto essenziale: la media dell’operatore $-! 
non può più essere separata dalla media degli altri fattori, così come 
è stato fatto passando dalla (12,12) alla (12,14); infatti, uno stato 


non fondamentale sotto l’azione dell’operatore S-! non si trasforma 
in se stesso, ma in una sovrapposizione di stati eccitati con la stessa 
energia (includente in sé i risultati di tutti i processi possibili di 
diffusione reciproca delle quasi-particelle). Questa circostanza rende 
essenzialmente complicata la tecnica dei diagrammi in quanto com- 
paiono termini nuovi dalle convoluzioni in cui compaiono anche gli 
operatori w di SL. 

Ciononostante si può modificare la definizione delle funzioni 
di Green in modo tale da escludere complicazioni del genere. Su 
questa definizione è basato un formalismo matematico elaborato da 
T. Matsubara (1955), che è particolarmente opportuno per il calcolo 
delle grandezze termodinamiche di un sistema macroscopico. 

Introduciamo i cosiddetti operatori » di Matsubara in base alla 
definizione 1) 

Pa (t, r)=etf pa (1) età”, 
We (té, r)=et# pi (r) et”, 


dove T è una variabile reale ausiliare; questi operatori differiscono 
formalmente da quelli di Heisenberg per la sostituzione in questi 
ultimi della variabile reale t con la grandezza immaginaria —it ?). 


Con tale sostituzione (Y > PM, Pt + PM, id/dt + —0/07) nella 
(7,8), ad esempio, si ottengono delle equazioni verificate dagli opera- 
tori (37,1). Mediante questi operatori la nuova funzione di Green & 
viene definita analogamente alla definizione di funzione di Green 
ordinaria G attraverso gli operatori w di Heisenberg: 


Fap (Ty Ti; To; 09) = (Ta (Ta, ri) YR (Ta, r2)), (37,2) 


(37,4) 


1) Nel presente paragrafo scriveremo le formule contemporaneamente per 
i sistemi di Fermi e per quelli di Bose (sopra il punto 4). Per distinguerli, ai 
sistemi di Fermi corrisponderanno i segni superiori e ai sistemi di Bose i segni 
inferiori. Inoltre, per i sistemi di Bose gli indici di spin vanno omessi. 


2) Sottolineiamo che per questa differenza l’operatore MM non coincide 
affatto con fM*. 
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dove il simbolo T, significa la « t-cronologizzazione », ossia la dispo- 
sizione degli operatori nel senso crescente di t da destra a sinistra 
(con cambiamento di segno per permutazione degli operatori nel 
caso dei sistemi di Fermi); la parentesi angolare (...) indica la me- 
dia rispetto alla distribuzione di Gibbs. Questa media può essere 
scritta in forma esplicita riscrivendo la definizione (37,2) come 
segue: 

Ga6= — Tr{LT.PN (t,,r,) PI p=exp (LE), (87,8 
ab r{WT.Ya (t,,T1) Y8 (T2, r.)}), w=exp T » (37,3) 


dove Tr indica la somma di tutti gli elementi matriciali diagonali. 
La funzione di Green così definita è detta termica a differenza della 
funzione di Green « ordinaria » G (detta in questo caso temporale). 

Così come Ga, la funzione 5, per uri sistema non ferromagneti- 
co in assenza di campo magnetico esterno si riduce anch'essa allo 
scalare: Sg = S6xg. Nel caso di un sistema spazialmente omogeneo 
la sua dipendenza da r; e r, si riduce di nuovo alla dipendenza dalla 
differenza r = r, — ry. 

Si vede anche facilmente che già per la definizione stessa (37,3) 
la funzione $ dipende unicamente dalla differenza t = ©, — T. 
Sia, ad esempio, t,< ta; allora abbiamo 1) 


G=+ pet Trfe- fred, (1) At pa (1) e8*) 


ossia, effettuando sotto il segno Tr la permutazione ciclica dei fat- 
tori, 
G=- +5 e2/T Tr {e-(/T+Of" yz (13) et, (r.)}, T<0, (37,4) 
da cui in modo immediato discende l’affermazione fatta. 
In effetti, la variabile t assumerà valori soltanto nell'intervallo 
finito 
—1T<Z1<A4/T. (37,5) 


Inoltre i valori della funzione $ (t) per t<0 e t >0 sono legati 
da una semplice relazione. Per t = t, — t, >Q troviamo, analoga- 
mente alla deduzione della (37,4), che 


G= AT Tr (eUT-08"), (1,) e-Î "pg (1,))— 


Ti 5 e9T Tr {e-t8"dt (12) e-0/T- 08" jp (n)}, t>O, 


so 
o 


1) Il fattore 2 fra ‘parentesi si riferisce ai sistemi di Fermi, e per i sistemi, 
di Bose va sostituito con 1. | 
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e confrontando questa espressione con la (37,4), otteniamo 
gmM=F9 (a +5). T<0 (37,6) 


(tenendo conto della (37,5), l'argomento della funzione a secondo 
membro è positivo per t < 0). 

Sviluppiamo ora la funzione $& (t, r) in integrale di Fourier 
nelle coordinate e in serie di Fourier in t (sull’intervallo (37,5)) 1): 


30 = r 5 feior-tm8 (t,, Psr, = (87,7) 


dove per i sistemi i di guai 
o = (2s + 1) 7, (37,8a) 
e per i sistemi di ine 
ts = 2807 (37,8b). 
(s = 0, +1, +2, .. .); in questo caso la condizione (37,6) si verifica 
automaticamente. La trasformazione inversa della (37,7) ha la forma 
1/T 


$ (, P)= | | e-ior-t0g (t, r) rdt (37,9) 
0 


(l’integrale sul dominio —1/T<t<41/T è stato trasformato in 
quello da 0 a 1/7 tenendo conto delle (37,6) e (37,8)). 

Calcoli analoghi a quelli del $ 36 permettono di esprimere 
$ \t,, p) in funzione degli elementi matriciali degli operatori 
di Schròdinger e di ottenere quanto segue: 


2 mnò (p— kmn er 
9(t, pro Sw, Anni ema) (4 4 g-omn/?). (87,10) 


Di qui si vede soprattutto che 
G(—bs p,= 3* (bs, P). (37,11) 


In seguito, confrontando l’espressione (37,10) con gli sviluppi (36,6) 
e (36,20) per G£®, troviamo che 


$ (&., p)=.GF (it. P), ta >O (37,12) 


La condizione ©, >0 è legata al fatto che le espressioni (36,6) e 
(36,20) sono valide immediatamente solo nel semipiano superiore 
della variabile ©, in accordo con quanto detto alla pag. 181. In 
modo analogo troviamo che $ (6, p) = G4 (it, p), Gs < 0. Quindi, 


| 1) Questo procedimento appartiene ad A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, 
I. E. Dzjalozinskij (1959) e a £. S. Fradkin (1959). 
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la funzione di Green termica nelle componenti di Fourier coincide 
con la funzione di Green ritardata o anticipata, calcolata in punti 
discreti dell'asse immaginario ©. In particolare, questo risultato 
consente di scrivere immediatamente un'espressione per la funzione 
di Green termica di un gas perfetto: mediante la sostituzione ® + 
- ig; dalla (36,17) ricaviamo 


90 t, p=[i E +]. (87,13) 


Nel prossimo paragrafo verrà data la tecnica dei diagrammi per 
calcolare le funzioni & ($,, p). Per quanto riguarda la definizione 
della funzione GA (©, p) (e quindi, in particolare, la definizione 
dello spettro energetico del sistema), occorre costruire una funzione 
analitica coincidente con $ (6,, p) nei punti © = it; e non avente 
delle singolarità nel semipiano superiore della variabile ©. Questo 
procedimento è univoco se si aggiunge la condizione G® (@, p)> 
- 0 per | © |+ co (vedi la (36,11)). Cionondimeno, nei casi concre- 
ti questo prolungamento analitico può essere legato a certe difficol- 
tà. Ma non occorre effettuarlo per il calcolo delle grandezze termodi- 
namiche. 

Così per calcolare il potenziale £, si può partire dall’espressione 
a media della matrice di densità rispetto alla distribuzione di 

ibbs 


NPap (ri, ra) = + Fas (t1, Fi; TI + 0, ra) (37,14) 


(che è evidente dalla definizione (37,2); cfr. la (7,17)). Ponendo r, = 
= ri (e sommando su a = É), otteniamo la seguente espressione per 
la densità del sistema: 


N - d* 

7=+7 b (8 prete] _,- (87,15) 
Questa espressione definisce N quale funzione di p, 7, V dopo di 
che Q (p, 7, V) si calcola integrando l'uguaglianza N = —0Q/éu. 


$ 38. Tecnica dei diagrammi per le funzioni 
di Green termiche 


La tecnica dei diagrammi per il calcolo della funzione di Green 
termica $ viene costruita così come è stato fatto ai $$ 12 e 13 per 
la funzione temporale G. Il fatto che la definizione degli operatori w 
di Matsubara (37,4) differisce da quella degli operatori di Heisen- 
berg per la sola sostituzione formale it + t permette di sfruttare 
sotto molti aspetti l'analogia diretta. 

Prima di tutto introduciamo gli operatori di Matsubara nella 
« rappresentazicne dell'interazione » che differisce dalla (37,1) per 
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la sostituzione dell'operatore hamiltoniano esatto H#’ con l'operatore 


Cari 


hamiltoniano delle particelle libere /H;: 
wii (t, r)==exp(t4/) wa (r)exp(—t#H)). (38,1) 


Il legame fra gli operatori Wii e 2 è realizzato mediante una matri- 
ce S di Matsubara costruita analogamente alla (12,8): 


Ts 
6 (t,, t)=Trexp{-|P,(m dr}, (88,2) 
dove 
V.(t)= exp(t47) Vexp(—tH?) (38,3) 


è l'operatore di interazione nella stessa rappresentazione. Ma mentre 


al $ 12 il legame fra Y e Y, è stato stabilito per la condizione iniziale 
di « inclusione » dell’interazione per £ = —00, ora come condizione 


« iniziale » deve fungere la coincidenza fra YM e ‘UM pert=0. 
Rispettivamente al posto della (12,11) scriviamo 


Pa (1) = 0 (t, 0) Poe (MO (t, 0) (38,4) 


Sostituiamo questa espressione nella definizione di funzione di 
Green (37,3); ponendo, per fissare le idee, t, > t,, abbiamo 


Gap (Ti, ta) = — Tr{wo-t (14, 0) Foa (1) 0 x. 
X (T,, 0) 07! (ts, 0) FOR (72) 0 (72, 0)} 


(per brevità, omettiamo gli argomenti r,, r,). Osservando che per 
Ti > To > Tg 


6 (1, 13) = 0 (11, 12) d(1,, ta, 
O (T,, T) 0-1 (t3, TI) =0O(Ta, Tg), 


riscriviamo nella forma 
DA, 1 = dd 
Gag(T T,)= STE {wo 1 (ra 0) [0 (Fi ti ) Xx 
x Pa (14) O (74, ta) Wof (12) 6 (1a, 0) |}. 


I fattori fra parentesi quadra sono già disposti in ordine crescente 
da destra a sinistra. Perciò si può scrivere 


Fap (T4, T2)= — Tr{wo4 [T, Pra(t,) OB (T2) 0]}, (98,9) 
dove 


(0) 


o. 0). 
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È facile provare che l’espressione scritta in questa forma resta valida 
anche per t, < To. 

A differenza della (12,12), l’espressione (38,5) contiene un fattore 
di più (quello di Gibbs) e, inoltre, la media viene effettuata ancora 
rispetto agli stati del sistema di particelle interagenti. Mostriamo 
che queste due distinzioni «si smorzano mutuamente » per cui si 
ristabilisce l'analogia completa con la (12,14). A tal fine ricorriamo 
alla formula 


e-th" = e-tÀ66 (1, 0), I (38,6) 


che si ottiene sostituendo la (38,1) nella (38,4) e confrontando in 
seguito l’espressione così ottenuta con la definizione di YM in base 
alla (37,1). Mediante questa formula facciamo la sostituzione nel- 


la (38,5) 


pedina (+, 0) na gt 


Portiamo il fattore e®/7 fuori dal segno Tr, trasportandolo dal nume- 
ratore al denominatore e rappresentandolo nella forma 


e-YT= Tr e-B"/T=Tre-fv/Tg (7, 0) è 


Infine, moltiplicando il numeratore e il denominatore per exp (2/7) 
(dove £, è il potenziale termodinamico del gas perfetto per gli stessi 
valori up, 7, V), otteniamo 


Gap (T,, To) = ci (T, Pio a (T4) PI (T2) 0)o, (38,7) 


dove la media viene calcolata rispetto agli stati di un sistema di 
particelle non interagenti: 


(1. .)o= Tr{Wo 0 è Di 


L’analogia di questo risultato con la (12,14) è immediata. 

Per passare ai diagrammi della teoria delle perturbazioni, così 
come al $ 13, sviluppiamo l’espressione (38,7) in potenze dell’opera- 
tore d’interazione V, (t). Per un sistema ad interazione a coppie 
fra le particelle, questo operatore differisce da quello (13,2) per la 


sola sostituzione degli operatori di Heisenberg Y,, w+ con gli opera- 


tori di Matsubara PM, pm, Le medie dei prodotti degli operatori w 
si sviluppano di nuovo in base al teorema di Wick (cioè scegliendo 
in tutti i modi possibili le convoluzioni a due a due di operatori); 
l'applicabilità di questo teorema al limite macroscopico si dimostra, 
in questo caso, mediante gli stessi ragionamenti che al $ 13. 
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Le regole di tecnica dei diagrammi così ottenute sono completa- 
mente analoghe a quelle stabilite al $ 13 per 7 = 0. La rappresenta- 
zione grafica dei diagrammi resta identica. Cambiano un po’ soltanto 
le regole di lettura analitica dei diagrammi. 

Nella rappresentazione delle coordinate ad ogni linea continua. 
passante dal punto 2 al punto 1 corrisponde il fattore —$%} (t,, 
F;; To, Ts) (di segno negativo); a ogni linea tratteggiata congiun- 
gente i punti 1 e 2 il fattore —U (r, — r.) 6 (t, — 1). Rispetto 
a tutte le variabili t, r dei punti interni del diagramma si integra 
in d3z su tutto lo spazio e in dr nei limiti da 0 a 1/7. 

Per passare alla rappresentazione degli impulsi, occorre sviluppa- 
re tutte le funzioni $‘® nella forma (37,7). Dopo l’integrazione in 
tutte le variabili interne r in ogni vertice del diagramma compare una 
funzione è esprimente la legge di conservazione dell’impulso (Xp = 
== 0). Inoltre, in ogni vertice compare un integrale della forma 


1/T 


Tr { exp{— it(t, +t, +L,)} dt. 


Questo integrale (tenendo conto della (37,8)) è non nullo soltanto se 
ZU, = 0, e in questo caso vale 1. Quindi, in ogni vertice si verifica 
anche la legge di conservazione delle frequenze discrete. Ora, a ogni 
linea continua corrisponde il fattore — $$ (6, p) (quanto alla 
linea continua chiusa su se stessa, le corrisponde di nuovo il fattore 
n° (u, 7), ossia la densità del gas perfetto per u e 7 dati). A ogni 
linea tratteggiata corrisponde il fattore —U (q). Si integra e si som- 
ma nella forma 


co dp 
TY 


su tutti gli impulsi e le frequenze che sono rimasti indeterminati 
(dopo aver tenuto conto delle leggi di conservazione in tuttii i verti- 
ci). Il coefficiente generale con il quale il diagramma entra in — $ap, 
nel caso dei sistemi di Fermi, vale (—-1)Z, dove L è il numero di 
successioni chiuse di linee continue nel diagramma. Nel caso dei 
sistemi di Bose questo coefficiente vale 1. 

È ovvio che in questa tecnica (così come nella tecnica per 7 = 0) 
si può sommare parzialmente e introdurre vari « blocchi » di diagram- 
mi. In particolare, si può determinare la parte di vertice che si 
esprime mediante la funzione di Green a due componenti. Questa 
parte di vertice è legata alla funzione di Green $ da un’equazione 
di Dyson analoga alla (15,14). Non scriveremo qui queste formule, 
la cui deduzione è completamente analoga a quella nella tecnica dei 
diagrammi per 7 = 0. 
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Passando al caso 7. = 0, le somme su s nei diagrammi di Ma- 
tsubara si trasformano in integrali in $ e la tecnica di Matsubara 
diventa molto simile a quella ordinaria esposta nel capitolo II. 
La differenza, però, è che per $& reali le funzioni di Matsubara coinci- 
dono con i valori di GF e GA sui semiassi corrispondenti dell’asse 
immaginario (vedi le (37,11-12)). Per passare alla tecnica ordinaria 
per 7 = 0, occorre ancora ruotare il contorno d’integrazione finché 
non coincide con l’asse reale @. 


Capitolo V 


SUPERCONDUTTIVITÀ 


$ 39. Gas di Fermi superfluido. Spettro energetico 


Tutta la teoria di Landau esposta nel capitolo I si riferisce unica- 
mente a una sola categoria di liquidi di Fermi, cioè ai liquidi che 
godono di uno spettro energetico che non conduce al fenomeno della 
superfluidità. Questo tipo di spettri non è l’unica possibilità per un 
liquido di Fermi quantistico, e ora passeremo allo studio dei sistemi 
di Fermi aventi spettro di altro tipo. L'origine di questo tipo di 
spettri energetici e le sue proprietà fondamentali si possono precisare 
in modo più esplicito su un semplice modello che permette di ese- 
guire uno studio teorico completo: si tratta del gas degenere di 
Fermi quasi-perfetto con attrazione fra le particelle 1). 

Il gas di Fermi debolmente non perfetto con repulsione fra le 
particelle è stato considerato al $ 6. A prima vista, i calcoli che vi 
sono stati eseguiti sono ugualmente validi sia per il caso di repul- 
sione che di attrazione fra le particelle, cioè sia per una lunghezza a 
di diffusione positiva che negativa. In realtà, tuttavia, nel caso di 
attrazione (a < 0) lo stato fondamentale del sistema così definito 
risulta instabile rispetto a una certa ristrutturazione che ne modifica 
il carattere e diminuisce l’energia. 

La natura fisica di questa instabilità consiste nella tendenza delle. 
particelle ad « accoppiarsi », cioè alla formazione di stati connessi 
da parte di coppie di particelle che si trovano (nello spazio p) in 
prossimità della superficie di Fermi e che hanno impulsi uguali in 
grandezza e opposti in direzione e spin antiparalleli — il cosiddetto 
effetto Cooper (1957). È notevole che questo effetto si produca nel 
gas di Fermi già per un'attrazione fra le particelle infinitamente 
piccola. 

Proprio'in virtù del detto effetto il sistema di operatori dpa; dia; 
corrispondenti agli stati liberi delle singole particelle del gas, che è 


1) Questo: problema sta alla base della teoria della superconduttività 
costruita da J. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schrieffer (1957). Il metodo qui 
esposto appartiene a N. N. Bogoljubov (1958). 
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stato utilizzato nel problema del gas di Fermi con repulsione, non 
può servire ora come approssimazione iniziale corretta per la teoria 
delle perturbazioni !). Al posto di questi operatori si devono intro- 
durre operatori nuovi che cercheremo nella forma delle combinazioni 
lineari. 
bp- = U pap- + voap, +r.: 

i (39,4) 


A - “+ ia 
bp = Updp+ — Vp4-p, —;; 


che legano gli operatori di particelle con impulsi e spin opposti 
(gli indici + e_ si riferiscono ai due valori della proiezione dello 
spin); per l’isotropia del gas i coefficienti u,, v, possono dipendere 
unicamente dal valore assoluto dell'impulso p. Affinché questi 
nuovi operatori corrispondano alla creazione e all’annichilazione 
delle quasi-particelle, essi devono soddisfare alle stesse regole di 
commutazione di Fermi come i vecchi operatori 


bpadia + dbiadbra=1; (39,2) 
mentre tutte le altre coppie di operatori sono anticommutative (l’in- 


dice a numera i due valori della proiezione di spin). A tale scopo i 
coefficienti di trasformazione devono verificare la condizione 


u+ va =1 (39,3) 


(Un, Up possono essere resi reali con una scelta appropriata del fattore 
di fase). In questo caso la trasformazione inversa (rispetto a quella 
(39,1)) diventa 

> A Zoe. 

Ap+ =Upbp+ + Upb ip, - 

p p°P ili (39,4) 


ch Li + 
Ap_ = Upbp-— Vpb _p, +. 


Per le stesse ragioni (ruolo fondamentale dell'interazione fra: 
coppie di particelle con impulsi e spin opposti) lasciamo nell’opera- 
tore hamiltoniano (6,7) soltanto quei termini della seconda somma 


e ° , 4 ’. 
in cui p\= —p.= P, Pp;= —P}= P: 
É = S p° HE n £ y Sd CH A A 39 5) 
= 22m dvalra — 7 21 90'+4-p",-4-p, -dp+; (39,0, 
pa pp’ 


dove di nuovo è introdotta la « costante di legame » g = 4h? | a {/m.‘ 
(lunghezza di diffusione a < 0). 


1) La non applicabilità della teoria delle perturbazioni (nella forma utiliz-- 
zata al $ 6) alle coppie di particelle con proiezioni degli spin +1/2 e con impulsi. 
Ps È —Pi è indicata già dalla singolarità che l’espressione della funzione di 
interazione delle quasi-particelle (6,16) ottenuta mediante questa teoria ha 
per è = n; questa singolarità esiste soltanto per spin antiparalleli cui corri- 


sponde l’autovalore dell'operatore 0,02, pari a —3. 
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Nei calcoli ulteriori sarà comodo ricorrere di nuovo al metodo 
usuale che permette di trascurare la necessità di tener conto in modo 
esplicito della costanza del numero di particelle nel sistema: quale 


operatore hamiltoniano nuovo si introduce la differenza #4’ = H — 
— uN, dove 
pa 


è l'operatore del numero di particelle; il potenziale chimico verrà 
definito allora, in linea di principio, dalla condizione di uguaglianza 


tra la media N e il numero dato di particelle nel sistema. 
IR MOGUCIAIRO HROLO la notazione 


| Mp=37 . (39,6) 
Poiché pa pè/2m, allora in. prossimità della superficie di Fermi 
Mp = Ve (P— Pr) (39,7) 
dove vr = pp/m.: Sottraendo uN dall'espressione (39;5), scriviamo 
quindi l'operatore hamiltoniano iniziale nella forma 
Ù'=Y npapatpa — { DI ap40tp, -a-p, -dp4. (39,8) 
pa pp’ 


Eseguiamo in questo operatore hamiltoniano la trasformazione: 
(39,4). Utilizzando le relazioni (39,2-3) e la possibilità della sostitu- 
zione dell'indice di somma p con —p, avremo 


=2 2 MpUp + 2 np (Up — v5) (b94 b P+ +bi-bp-)+ 


+2 npupdp FREE t,,-+6p, -bo+) 4 VD BEb (89,9) 
p pp’ 
B=u?b_p, dp — 36h bt -P, — +vpup (b =p, bip, =—bp4bo4). 
Scegliamo ora i coefficienti up, vp tenendo conto della condizione 


che per una data entropia l’energia £ del sistema sia minima. Quanto 
all’entropia, essa è determinata dall’espressione combinatoria 


S=— di [repo In ripa + (1- Ripa) In (1 — Npa)]. 


Pertanto la detta condizione è equivalente alla minimizzazione del- 
l'energia per dati numeri di riempimento delle quasi-particelle rpg - 
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Nell’operatore hamiltoniano (39,9) gli elementi matriciali diago- 
nali hanno soltanto i termini che contengono i prodotti 


bpab pa = Npa; b pad pa — 1 Npa. 
Pertanto otteniamo 


E=2 DI NpUp + di Mp (Up — V5) (rp+ + Mp-) — 


p p 
-£[Duzvp(1 n: n)]. (89,10) 
p 


Variando questa espressione rispetto ai parametri up (ed intanto 
tenendo conto del legame (39,3)), otteniamo quale condizione di 
minimo 

SE 
Sup 


2 
a (1—-rp+ —Np-) [2npuprp ui 


‘4 a 
-—4 (0%) Yi upvp(1-ny+—ny_)]=0. 
= 


Di qui ricaviamo l’equazione 


2Mpupbp = À (Up — vp), (39,11) 
dove A indica la somma 
A + Di upep(1- Nip: —Mp-).: (39,12) 
p 
Dalle (39,11) e (39,3) esprimiamo wp, Up mediante np e A: 
LI 1 14 Np ) 
en + —————_- A 


Sostituendo questi valori nella (39,12) otterremo l’equazione che 
definisce A: 


In equilibrio i numeri di riempimento delle quasi-particelle non 
dipendono dalla direzione dello spin e vengono dati dalla formula 
di distribuzione di Fermi (con il potenziale chimico nullo, si veda 
la nota alla pag. 20): 


Np+=Np_=Np= [e7 4-1]. (39,14) 
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Passando poi dalla somma all’integrazione sullo spazio p, scriviamo. 
questa equazione nella forma 


1—-2n dino 
ali 
5 | TT dar =! (39,15) 


Studiamo ora le relazioni ottenute. Vedremo che la grandezza 4 
gioca il ruolo principale nella teoria degli spettri del tipo considera- 
to. Prima di tutto calcoliamo il valore di questa grandezza per 7 = 
= 0 (indicandolo con As). 

Per T = 0 le quasi-particelle non esistono cosicché np = 0 
e l'equazione (39,15) diventa. 


g 4np° dp___ 1 
2 (2h) | Vairai 1. (39,16) 


È da notare subito che questa equazione non potrebbe avere solu- 
zione a priori (per A;) se g <0, cioè nel caso di repulsione (i segni 
di entrambi i membri dell’equazione sarebbero opposti a priori). 

Il contributo fondamentale nell’integrale dell’espressione (39,16) 
è dato dal dominio degli impulsi in cui Ag <vrlpr_-P|{« 
<UpPpr — pe l'integrale è di carattere logaritmico (la piccolezza 
di A, rispetto a y viene confermata dal risultato). Tagliando l’in- 


tegrale logaritmico per un certo n = € — pu, abbiamo 1) 
{ p° dp pè | dn 2pî è 
—___——__--;&$<_ — n 
(43403 (pe—p)?]}!/% ve 3 (A 


apnea vr © de 
Pertanto troviamo 


% 


EMmPpp e__ 
—2n2h3. In7_=1, (39,17) 
da cui 
cui 27023 = 192) 
Ao = E exp ( "= Imp» = € exp (cala) ‘ (39,18) 
Questa espressione si può scrivere anche nella forma 


Ao = 8exp(—2/gvr), (39,19) 


1) Per p> pp si ha ny co P° e l'integrale (39,16) così scritto è divergente, 
come p. In realtà, tuttavia, questa divergenza è fittizia e viene eliminata] me- 
diante una rinormalizzazione fra la costante g (cioè la lunghezza di diffusione a) 
e il potenziale di interazione, così come è stato fatto nei $$ 6 e 25. La successiva 
realizzazione di tale calcolo sufficientemente complicato dà la possibilità di 
determinare anche il coefficiente di proporzionalità fra il parametro di taglio £ 
e il potenziale chimico u:'8 = (2/e)?/Su = 0,49u (si veda L. P. Gorkov, T. K. Me- 
lik-Barchudarov, ZETF 40, 1452 (1961)). 
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«dove vp = mp p/n°h> è la densità energetica del numero di stati 
della particella sulla superficie di Fermi (v de è il numero di stati 
nell’intervallo de). 

Interesse maggiore presenta la forma dello spettro emergetico del 
sistema, ossia l’energia delle eccitazioni elementari e&p+ = €p- = 
== € (p). La troveremo in base alla variazione dell’energia di tutto 
il sistema al variare dei numeri di riempimento delle quasi-particelle, 
cioè dopo aver fatto variare £ della (39,10) rispetto a rpg. Poiché i 
valori di up, vp sono presi già in base alla condizione che le derivate 
di £, rispetto ad essi, siano nulle, la variazione di £ al variare di rpg 
sì può eseguire per up, vp costanti. In tal modo 


6n (ae 


Il calcolo della derivata, applicando le espressioni (39,11-13), condu- 
ce al semplice risultato seguente: 


e(p,=VA°+nf. (39,20) 


Vediamo che l’energia della quasi-particella non può essere infe- 
riore alla grandezza A che si ottiene per p = pp. In altre parole, 
gli stati eccitati del sistema sono separati dallo stato fondamentale 
da una fessura energetica. Godendo di 
spin semintero le quasi-particelle devono 
comparire accoppiate. In questo senso 
si può dire che la larghezza della fessura 
è pari a 2A. Sottolineiamo come questa 
grandezza è esponenzialmente piccola: 
poiché pr |a|/hR<K1,allora A) è espo- 

PP nenzialmente piccola rispetto a u. È da 

Fig. 5 notare anche che l’espressione (39,18) non 

può essere sviluppata in potenze di un 

piccolo parametro, cioè della costante di legame g; quest’ultima 
compare nel denominatore dell’espohente in modo che il valore 
g=0 è un punto essenzialmente singolare della funzione A, (g). 

Lo spettro (39,20) soddisfa la condizione di superfluidità stabilita 
al $ 23: il minimo di e/p è diverso da zero. Pertanto il gas di Fermi 
con attrazione fra le particelle deve godere della proprietà di super- 
fluidità. 

La fig. 5 dà un confronto fra le leggi di dispersione delle quasi- 
particelle nel sistema di Fermi superfluido (la curva superiore) e in 
quello normale. Nell'ultimo sistema questa legge è rappresentata (in 
accordo con le considerazioni esposte alla fine del $ 1) da due rette 
e=vpr|p_prl. l | 

La grandezza della fessura A dipende dalla temperatura, .vale 
a dire che la forma stessa dello spettro dipende dalla distribuzione 
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statistica delle quasi-particelle, il che è una situazione analoga a 
quella’ per il liquido di Fermi di tipo normale. Poiché all'aumentare 
della temperatura i numeri di riempimento delle quasi-particelle 
crescono (tendendo a 1), si vede già dall’equazione (39,15) che A 
diminuisce in questo caso e si annulla per una certa temperatura 
finale 7,: il sistema passerà dallo stato superfluido a quello normale. 
Questo punto rappresenta una transizione di fase di seconda specie 
(simile alla transizione 4 nel liquido di Bose superfluido).. 

L'esistenza della fessura energetica nello spettro del gas di Fermi 
degenere rappresenta l’espressione dell’effetto di «accoppiamento », 
di cui si è parlato già all’inizio del paragrafo. Si può considerare la 
grandezza 2A come l’energia di legame della coppia di Cooper, che 
deve essere spesa per spezzare questo legame. 

Come è stato già detto al $ 6, l'operatore hamiltoniano (39,5) 
tiene conto dell’interazione soltanto fra le coppie di particelle che 
si trovano in uno stato di singoletto s: il momento orbitale del moto 
relativo delle particelle è nullo e i loro spin sono antiparalleli. 
Avendo spin totale nullo, le coppie si comportano come formazioni 
di Bose e possono accumularsi in numero finito su un livello. (del 
loro moto come un tutt'uno) di energia minore, cioè sul livello di 
impulso totale nullo. In questa interpretazione intuitiva il fenomeno 
è completamente analogo all’accumulazione di particelle in uno 
stato di energia nulla (condensazione di Bose-Einstein) nel gas -di 
Bose; nel caso considerato la totalità di particelle accoppiate è il 
condensato. | 

È ovvio che non si deve attribuire un significato troppo letterale 
alla rappresentazione delle coppie legate. In modo più corretto si 
deve parlare della correlazione fra gli stati di una coppia di particelle 
nello spazio p, che conduce alla probabilità finita per le particelle 
di avere la somma degli impulsi uguale a zero. La dispersione $p 
dei valori degli impulsi del dominio di correlazione corrisponde a 
un'energia dell'ordine A, cioè 6p — A/vp. La lunghezza corrispon- 
dente È — hR/$po hvplA definisce l'ordine di grandezza delle. di- 
stanze fra le particelle ad impulsi correlati. Per 7 = 0 questa lunghez- 
za (detta lunghezza di coerenza) vale 


le DE hvp_ _ LE 
fe e (ta) (39,21) 


Poiché nel gas di Fermi degenere %ì/p x coincide in ordine di grandezza 
con le distanze interatomiche, possiamo vedere che È, è molto grande 
rispetto a queste ultime. Questa circostanza mostra con tutta evi- 
denza quanto sia convenzionale il concetto di coppie legate. 
L'origine dell’effetto Cooper è strettamente legata all'esistenza 
della superficie di Fermi che delimita (nello. spazio p) il dominio 
finito di stati riempiti (per 7 = 0); è una proprietà importante che 
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la densità energetica del numero di stati su questa superficie sia 
diversa da zero. Questo legame si rivela nella formula (39,19) per 
la grandezza della fessura A,, che si annulla per vp + 0. 


$ 40. Gas di Fermi superfluido. 
Proprietà termodinamiche 


Iniziamo lo studio delle proprietà termodinamiche del gas di 
Fermi superfluido con il calcolo della dipendenza della grandezza 
della fessura energetica dalla temperatura. Riscrivendo l’equazione 
(39,15) nella forma seguente: 


n, d°p 
da 2: 15 5% = | SPP TIZIA Y; 


osserviamo che l'integrale a primo membro differisce dall’integrale 
per 7 = 0 soltanto per la sostituzione di A, con A. Pertanto, tenen- 
do conto nola (39,17), vediamo che il primo membro è uguale a 
sro sa In À i . Sostituiamo nel secondo membro rp ottenuto dalla 
(39,14) è desio all’integrazione su dp = da/ve: 


In = i | arrnez (7). (40,1) 
dove 


| n dx 
10= | 777 VATANIT 


(data la rapida convergenza dell’integrale i limiti di fntegrazione 
si possono estendere fino a +00). 

Nel dominio delle basse temperature (7 « Ao) l’integrale si 
calcola semplicemente 1!) e si ottiene 


A=A[1- V Ea e-delT |. (40,2) 


1) Per u grandi il primo termine dello sviluppo di /(u) in 1/u è 


10» {deo (14-45)]- (3 aa. 
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Nel dominio in° prossimità del punto di transizione il valore A 
è piccolo, e i primi termini dello sviluppo dell’integrale / (A/7} 
danno 1) 


Ao 1. TT, 7t(8) A? 
Di qui si vede innanzitutto che A si annulla alla temperatura 
T, = yAon = 0,574, (40,4) 


che è piccola rispetto alla temperatura di degenerazione 7, — u. 
Dopo di che nel primo ordine in 7, — 7 otteniamo 


A=T, [o (* -+-)]=30607.7 1-4. (40,5) 


1) Per sviluppare l’integrale / (uv), allorché u + 0, sommiamo e sottraiamo 
da esso l’integrale 


z)\yayxd #03 
Allora Z7=/1-+Ia, dove 
» i Ù 1 x 1 Vza3+u3 


In /, il primo termine nell’espressione integranda si può integrare in modo 
elementare, ma il secondo termine va integrato per parti e si ottiene 


_ u 10 Ins 
2I,=—In 5t5 E uezia 


L'integrale che figura in questa espressione è uguale a 2 In (1/2y) (dove In y = 
= C = 0,577 è la costante di Eulero) di modo che 2/7, = ln (n/yu). 

ME L’integrale /, si annulla per u = 0. Il primo termine del suo sviluppo in 
u? è 


Sostituendovi lo sviluppo 


th >=4r > [2 (2n + 1)? + 22] 
n=0 


(per la sua deduzione si veda la nota alla pag. 214) otteniamo 


25, =4u? di Î Ttifstsp= > @n+1)= ue SEO, 


n=0 0 n=0 
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Ci restano da calcolare le grandezze termodinamiche del gas. 
Consideriamo dapprima il dominio delle basse temperature. 

Per calcolare il calore specifico in questo dominio, è più semplice 
partire dalla formula 


SE= De (Snp4 + Snpe) =2 dI e6np 
p p 
per la variazione dell’energia totale al variare dei numeri di riempi- 


mento delle quasi-particelle. Dividendo per è7 e passando dalla 
sommatoria all'integrazione, otteniamo il calore specifico 


slo mpe (. dn, 
cav |)°grm 


Per T< A la funzione di distribuzione delle quasi-particelle è 
na e-&T e la loro energia e A, + n7/2A6; la semplice integra- 
zione dà 


VI mprdfl? 


C == V 13/2 p373/2 


e-50/7, (40,6) 


‘Quindi, per 7 + 0, il calore specifico decresce secondo una legge 
«esponenziale, ciò che è conseguenza diretta dell’esistenza della fessu- 
ra nello spettro energetico. 

Per i calcoli ulteriori è comodo partire dal potenziale termodina- 
mico £2, in quanto in tutte le nostre considerazioni supponiamo che 
il potenziale chimico del sistema (e non i numeri di particelle in 
esso) sia dato 1). Usiamo la formula 


}0) OH 
(Fra v, a (40,7) 
dove À è un parametro. qualsiasi che caratterizza il sistema (cfr. V, 
le formule (14,4), (15,11)); nel caso dato prendiamo come parametro 
la costante di legame g che figura nel secondo termine dell’operatore 
‘hamiltoniano (39,8). La media di questo termine è data dall’ultimo 
addendo della formula (39,10), uguale, secondo la (39,12), a 
—VA?/g —> g. Pertanto abbiamo 


de 7 g° 


Per g-+0 la fessura energetica A tende a zero. Perciò, integrando 
questa uguaglianza su dg nei limiti da 0 a g, troviamo la differenza 
fra il potenziale termodinamico £ nello stato superfluido e il valore 


1) Non confondere il potenziale chimico del gas come tale con il potenziale 
chimico (uguale a zero) del gas di quasi-particelle! 
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che esso avrebbe nello stato normale (A = 0) alla stessa tempera- 
tura 1): 


8g 
Oa | a dg. (40,8) 
0 


Secondo il teorema generale delle piccole correzioni (cfr. V (24,16)), 
la correzione (40,8), qualora sia espressa in variabili convenienti, 
è uguale per tutti i potenziali termodinamici. 

Allo zero assoluto A = Ay e, secondo la (39,18), abbiamo 


dAo _ 272h3A0 


dg mppg? 
Passando nella (40,8) dall’integrazione in dg a quella in dA,, tro- 
viamo la seguente espressione per la differenza fra le energie dei 
livelli fondamentali nel sistema superfluido e in quello normale 


E,-—E,= —V TETI Aî. (40,9) 


Il segno negativo di questa differenza sta ad esprimere l’instabilità 
dello stato fondamentale « normale », menzionata all’inizio del 
paragrafo, nei caso di attrazione fra le particelle del gas. Riferita 
a una sola particella, la differenza (40,9) è una grandezza —A?/u. 

Passiamo ora al caso opposto: 7 + 7.. Derivando l’uguaglianza 
(40,3) rispetto a g, troviamo 


x SETTARE IT no VIETETA AR ITA RATE 


Sostituiamo da qui dg/g* nella formula (40,8) considerandolo come 
differenza delle energie libere: 


A 


-- 7t(3)m 
PE, F,= = ARIA. Î A° dh 
0 


e definitivamente, tenendo conto della (40,5), 
F,—P,=— Vee (1-2) (40,40) 
a-ln= Tea) TT.) 


| 1) Qui si deve fare un’osservazione circa le approssimazioni da noi fatte 
sin dall’inizio. Per g = 0 nell’operatore hamiltoniano (39,8) non resta in gene- 
rale interazione fra le particelle, e si potrebbe pensare che si ha il gas di Fermi 
pro non ur gas « normale » non perfetto. In realtà, tuttavia, nell’operatore 

amiltoniano (39,8) sono state già fatte delle approssimazioni dopo le quali 
è impossibile calcolare il valore assoluto dell’energia. Sono stati omessi i 
i termini d’interazione (inessenziali per determinare la forma dello spettro 
e la differenza Q;— Qn), i quali danno un contributo all’energia, grande 
RO alla grandezza (40,8) esponenzialmente piccola (è esattamente il con- 
tributo proporzionale a Ng, dato dalla formula (6,13)). 
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Di qui la differenza delle entropie è 


ne 4mppTo ra 
S-S= Van (1-7). 
Quanto alla differenza dei calori specifici, essa per 7 + 7. tende 
a un valore finito 
4mppT 

Co Co= Va» (40,11) 
vale a dire che nel punto di transizione si ha un salto e, inoltre, 
Cs > Cn. Il calore specifico in stato normale è dato (in prima appros- 
simazione) dalla formula per il gas perfetto (cfr. V (58,6)); espresso 
mediante px il calore specifico ha la forma GC, = VmppTi/3h8. 
Pertanto il rapporto fra i calori specifici nel punto di transizione è 


CT __12 
= a +1=2,48. (40,12) 


Quanto alla sua superfluidità, il gas è caratterizzato dalla divi- 
sione della sua densità p nelle parti normale e superfluida. Secondo 
la formula (23,6), la parte normale della densità è 


PE 81 « dn = Pp dn 
Pr = T 3@nh Pa dP=— gaivoe | de IM 


Per quanto riguarda la densità totale del gas, essa è legata a pp 
mediante 


__mN _— 8npi,m 
P="<7 3 3a 
Pertanto 
Pn _ of da 
fa _2f Tan (40,13) 


0 


Questo integrale non richiede un calcolo particolare poiché può 
essere ridotto alla funzione già nota A (7). Dopo aver derivato l’e- 
quazione (40,1) rispetto a 7 e confrontato l'integrale così ottenuto 
con la (40,13) si può vedere che 


p__ A | 
Pn = a TA' . (40, 14) 
Sostituendovi le espressioni limite (40,2) e (40,9), otteniamo 
. Pn __{ 29040 \1/2 _Ao;T 
T+>0: pr | T e-AoT, (40,19) 


T= T:--= (1-7) (40,16) 
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Infine, è necessario fare ancora due osservazioni circa il dominio 
di validità delle formule ottenute nella temperatura. 

All’avvicinarsi al punto di transizione 7, i processi di interazione 
fra le quasi-particelle diventano essenziali (di essi non si tiene conto 
nella teoria qui esposta); sono questi processi a causare nel dato caso 
la comparsa di singolarità nelle grandezze termodinamiche, caratte- 
ristiche per il punto di transizione di fase di seconda specie. In 
prossimità sufficiente di questo punto le formule sopra ottenute alla 
fine diventano inapplicabili. Ma in virtù dell’esistenza del piccolo 
parametro (la costante di legame g), ciò si produce nel modello con- 
siderato soltanto per valori estremamente piccoli di 7, — 7; torne- 
remo al $ 45 a uno studio più dettagliato di questa questione. 

Così come nel liquido di Bose superfluido, nel gas di Fermi in 
questione (a differenza del gas di Fermi con repulsione, cfr. $ 4) può 
propagarsi il suono (a velocità u — pp/m che viene determinata nel 
modo consueto dalla compressibilità del mezzo). Ciò vuol dire che, 
accanto allo spettro di eccitazioni del tipo di Fermi qui studiato, 
nello spettro di tale gas esiste anche il ramo di eccitazioni fononico, 
di Bose. Il calore specifico condizionato dai fononi è proporzionale 
a 7? con un piccolo coefficiente, ma per 7 + 0, esso, in linea di 
massima, deve prevalere sul calore specifico esponenzialmente 
decrescente (40,6). 


$ 41. Funzioni di Green di un gas 
di Fermi superfluido 


Passiamo ora alla costruzione del formalismo matematico delle 
funzioni di Green applicate a sistemi di Fermi superfluidi !). 

Abbiamo visto al $ 26 che in termini degli operatori w la conden- 
sazione di Bose-Einstein nel sistema Bose è espressa dall’esistenza 
di valori limite non nulli degli elementi matriciali (quando il nume- 
ro di particelle N + co) che legano gli stati che si differenziano sol- 
tanto per la variazione di N di un'unità. Il significato fisico di 
questa affermazione è il seguente: l'eliminazione o l’aggiunta di una 
particella al condensato non modifica gli stati del sistema macrosco- 
pico. 

Nel caso del sistema di Fermi superfluido questa affermazione 
deve essere valida per il condensato composto di coppie di Cooper: 
lo stato del sistema non deve cambiare al variare di uno del numero 
di coppie nel condensato. Matematicamente ciò si esprime nell’esi- 
stenza di valori limite non nulli (N + co) degli elementi matriciali 


nel prodotto W, (X0) W, (X,), che è l'operatore di annichilazione 
di due particelle e nell’operatore hermitiano coniugato di creazione 


1) Il formalismo matematico qui esposto appartiene a L. P. Gorkov (1958). 
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di una coppia di particelle Wi (X,) Wi (X,). Questi elementi matri- 
ciali legano gli stati « uguali » dei sistemi, che differiscono soltanto 
per sottrazione o aggiunta di una coppia di particelle: 


Jima (m, N| P8(Xa) $.(X)|m, N+2)= 
= lim (m, N+2| Fi (X,) Pi (X.)]m, M6#0. (41,1) 


In seguito ometteremo il segno di limite; per semplicità ometteremo 
anche l'indice matriciale diagonale m, che numera gli stati « uguali » 
di sistemi con numero diverso di particelle. i | 

Come nel caso dei sistemi di Bose ($ 31), nel formalismo matema- 
tico delle funzioni di Green per i sistemi di Fermi superfluidi figura- 
no funzioni distinte. Accanto alla funzione di Green ordinaria 


iGap (Xi X3)=(N|TE(X1) P8(Xa) N) (41,2) 


è necessario introdurre anche funzioni « anomale » definite come 
segue: 


IF ag (Xy X3) = (N|T®,(X,) Ya (X)|N+2), 


A a (41,3) 

iFag(X1, X2)= (N+2[TYà(X,) PE (A) N). 
Poiché ciascuna delle funzioni Fx p e Fap è formata da due operatori 
uguali, allora 


Fap (Xis Xe) = — Fa (Xx Xi)» Fig (Xi, X2)= — Fia(X2, X1). 
(41,4) 


Ricordiamo che, secondo i principi fondamentali della statistica, la 
media statistica non dipende dal fatto che sia stata calcolata rispet- 
to alla funzione d'onda precisa dello stato stazionario del sistema 
chiuso o rispetto alla distribuzione di Gibbs. L'unica differenza è che 
nel primo caso la media sarà espressa mediante l’energia £ eil 
numero di particelle N, e nel secondo caso mediante 7 e pu. Per i 
ragionamenti sviluppati nel presente paragrafo è più comodo i} 
primo metodo. 

Nel modello di gas di Fermi studiato al $ 39 le coppie legate si 
trovano nello stato di singoletto. La dipendenza dallo spin degli 
elementi matriciali negli operatori di annichilazione o creazione di 
una tale coppia si riduce allo spinore antisimmetrico unitario 


ag = i ù (44,5) 
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Scriviamo perciò la funzione (41,3) nella forma !) 
Fag = Eapl (X1, Xa), Fas = gaglf* (X1, Xa); (41,6) 


qui, in virtù della (41,4), 7 e F* sono simmetriche in X, e X,. La 
dipendenza spinoriale della funzione di Green Gas per un sistema 
non ferromagnetico si riduce a Gg = dapG. In un sistema omogeneo: 
e macroscopicamente fisso le funzioni di Green G, / e F* dipendono: 
unicamente dalle differenze delle coordinate dei punti e dalla diffe- 
renza dei tempi (si veda la nota alla pag. 156). 

Al pari della funzione & (X), introdotta al $ 26, che aveva ib 
significato di funzione d’onda delle particelle nel condensato, anche 
la funzione i/ (t, rjj; t, ry) sì può considerare come funzione d’onda. 
delle particelle legate nelle coppie di Cooper che si trovano net 
condensato. Allora 


E (X)=iF(X, X) (41,7) 


sarà la funzione d'onda del moto di queste coppie come un tutt’uno. 
Si vede facilmente dalle definizioni (41,3) e (41,5) che in questo ca- 
so F+(X, X)= iz* (X). In un sistema stazionario macroscopica- 
mente fisso la funzione £ (.X) si riduce a una costante, la quale può 
essere resa reale con una scelta appropriata delle fasi degli opera- 
tori w. 

Calcoliamo ora le funzioni di Green così definite per il modello: 
del gas di Fermi con un'attrazione debole fra le particelle. 

L'operatore w di Heisenberg verifica l'equazione (7,8). Essendo 
piccolo il raggio d’azione delle forze fra le particelle nel gas consi- 
derato, nel termine integrale di questa equazione si possono prendere 


i valori dei fattori Y (t, r') nel punto r' = re portarli fuori dal segno» 
di integrazione; allora l'equazione diventa ?) 


Pa VI Î) DI si 
= (+) Lett t.. © (41,8) 


i 


Mediante la coniugazione hermitiana di tutti i termini di questa 
equazione otteniamo un'equazione analoga per gli operatori Y+: 
vt V2 Lotti lai A la) : 

se (+4) Pipegdittù,. (41,9) 


1) Si veda la nota alla pag. 50. Mentre per la sua struttura di spin Ga 


è uno spinore misto del secondo ordine, le funzioni Fg € Fap rappresentano 
spinori contro- e covarianti, rispettivamente. 
2) Come al $ 39, indichiamo con g la costante di legame che coincide com 


la costante —U, = — | U d8x. Pernon confonderlo con la fessura A, indichia- 
| mo l’operatore di Laplace con V?. Qui e nei paragrafi successivi poniamo è = 41. 
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Sostituendo l’espressione (41,8) nella derivata dGg/0t (9,5), 
otteniamo l'equazione 


((F+5- +1) Ga (X-X)- 


— ig(N|T®3(X) È, (X) Ya (X) Pi (X)[N)}=Bdag8! (X— X') 
(41,10) 


cfr. la (15,12)). Qui figura l'elemento matriciale diagonale del pro- 
«dotto di quattro operatori y, che può essere scritto, secondo la rego- 
la di moltiplicazione delle matrici, come somma di prodotti degli 
elementi matriciali di due coppie di operatori. Fra tutti questi 
prodotti lasciamo soltanto quello che contiene gli elementi matri- 
ciali per transizioni con cambiamento del numero di particelle 
N<++*N+2e omettiamo tutti gli altri termini: 


N[TEP, PETE |M 
> (N|T®O,T.|N+2)N+2]TP;t; (M= 
= — Fya (X, X) Fig (X, X')= — Basf (0) F+(X--X') (41,44) 


(nell’ultima trasformazione sono utilizzate le espressioni (41,5)). 
Fisicamente questo termine corrisponde all’accoppiamento delle 
particelle e coincide in ordine di grandezza con la densità del conden- 
‘sato. 

Sottolineiamo, tuttavia, che questo procedimento differisce in 
principio dalle approssimazioni fatte nel caso del gas di Bose debol- 
mente non perfetto. In quest’ultimo quasi tutte le particelle si tro- 
vano nel condensato per 7 = 0, e il numero di particelle « sopra 
condensato », che compaiono in seguito a una debole interazione, è 
relativamente piccolo. Nel caso considerato, al contrario, il conden- 
sato stesso compare in seguito a una debole interazione e perciò 
include in sé solo una piccola parte di particelle. In altre parole, i 
termini omessi con la sostituzione (44,11) non sono piccoli, ma gran- 
di rispetto a quelli lasciati. Gli ultimi, tuttavia, conducono a un 
£effetto qualitativamente nuovo, ossia alla modifica del carattere 
dello spettro, mentre i primi sarebbero utili soltanto per il calcolo 
della correzione al livello fondamentale del sistema, che qui non ci 
interessa (si veda in proposito la nota alla pag. 203). 

Dopo la sostituzione (41,11) l’equazione (41,10) si riduce alla 
forma 


|LiT+3+1]6(X)+88F*(X)=60 (x) (41,12) 


° 


(l'argomento della funzione X — X' è sostituito con X e la costante 
2F (0) è indicata con &, in accordo con la definizione (41,7)). Vi 
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figurano le due funzioni incognite G (X) e F* (X) per il cui calcolo 
occorre ancora un'equazione. 
La si può ottenere calcolando la derivata 


e si =(N+2|r2- oa = Va) N); 


qui non compare il termine con la funzione è (simile al secondo ter- 
mine nella (9,5)), poiché la funzione Fig (X — X') (contrariamen- 
te alla funzione Gap (X — X')) è continua per t = #' 1). Sostituen- 
dovi la (41,9) e di nuovo separando il termine condensato (analoga- 
mente all'operazione (41,11)), otteniamo infine l’equazione 


(i F-F-) FM +eE*6(2)=0. (41,13) 


Essa contiene le stesse due funzioni G e F* dell’espressione (41,12); 
pertanto queste due equazioni sono sufficienti per calcolare le dette 
funzioni (per il calcolo di F occorrerebbe introdurre in modo analogo 
una terza equazione). 

Passiamo in queste equazioni alla rappresentazione degli impul- 
sì, introducendo in modo usuale le componenti di Fourier G (P) e 
F* (P): 

(0 — np) G(P)+ gEF*(P)= 1, 

(© + np) F* (P) + gE*G (P)= 0, (44,14) 
dove P = (0, p) e np = p?/2m — u. È da notare che, essendo pari 
la funzione F*(X), sono pari anche le sue componenti di Fourier 
F*(P)= F+(— P). 

Escludendo la funzione F+ dalle due equazioni troviamo per G 


(0° — n} — A)G(P)= © + np, (41,15) 
dove si è introdotta la notazione | 
A=g|E]|. (41,16) 
La soluzione formale dell'equazione (41,15) è 
ea: Up bp 
C=azao alt teo: sai 


dove e (p) = V A? + nj, mentre up e vp sono dati dalle formule 
(39,13). Già di qui si vede che lo spettro delle eccitazioni elementari, 
definito dal polo positivo della funzione di Green, è dato dalla fun- 
zione € (p) e che noi giungiamo di nuovo al risultato (39,20). Vedia- 


1) E facile convincersene calcolando il salto della funzione Fap (come 
abbiamo già fatto al $ 9 per Gp) e osservando che gli operatori Pa (i, re 
vi (t, r') sono anticommutativi. 
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mo anche che la fessura energetica A e il modulo della funzione d’on- 
da condensata del moto delle coppie come un tutt'uno sono grandez- 
ze mutuamente proporzionali. 

Tuttavia l’espressione (41,17) per G (P) non è ancora completa: 
in essa non è determinato il modo di aggirare i poli. In altre parole, 
resta ancora indeterminata la parte immaginaria della funzione 
G; questa parte contiene la funzione è è (0 + €) e perciò scompare se 
la si moltiplica per ©? — e? nell’equazione (41,15). 

Per 7 = 0 la regola di aggiramento dei poli viene stabilita me- 
diante un confronto diretto fra l’espressione (41,17) e lo sviluppo 
(8, 7): nei termini con poli positivi e negativi la variabile va sosti- 
tuita con ® + i0 e ®© — i0, rispettivamente; allora l’espressione 
(41,17) diventa 


| uz v2 O-+Np 
G (@, === ct) — (o-e+i0)(0+e—i0)° 


(41,18) 
Esprimendo ora F* dalla seconda equazione (41,14), troviamo 


+ IS -v: .|- TO 
F*(0, p)= (0—-£e£+i0)(0+8— 10) * (41,19) 


D'altra parte, per definizione abbiamo 


is = F*(X=0)= { | P* (PE (41,20) 


Sostituiamovi la (44,19); l’integrazione su do viene eseguita chiuden- 
do il contorno con una semicirconferenza all’infinito nel semipiano 
superiore, dopo di che l’integrale si esprime mediante il residuo nel 
polo © = £. Come risultato, dopo la divisione per &*, otteniamo 
l'uguaglianza (39,16) che definisce Ao. 

Per 7 4 0 è più difficile determinare la parte immaginaria delle 
funzioni di Green. Per costruire la funzione G (@, p), che rispetto alla 
variabile © goda di proprietà analitiche corrette, scriviamo dapprima 
la funzione ritardata GF (©, p); essa deve essere analitica nel semi- 
piano superiore e perciò si ottiene dall’espressione (41,17) con la 
sostituzione o + @ + i0. La parte immaginaria di questa funzione 
è 

ImGR=—- al[u8 (0 — e) + 06 (0 + e). 


Quanto alla parte immaginaria della funzione cercata G, essa sì ot- 
tiene di qui mediante la formula (36,14), secondo la quale 


ImG (0g p)= th 37 Im G" (0, p,= 
al ali Laici 1 [uz6 (me) — v50 (04 e)], 
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dove np è la funzione di distribuzione di Fermi (39,14) (utilizzando 
questa formula, abbiamo effettuato così il passaggio dalla media 
rispetto a un dato stato stazionario del sistema alla media rispetto 
alla distribuzione di Gibbs). La funzione G con questa parte immagi- 
naria si può scrivere nella forma 


uz v2 
G (0, P) = = Fa 2rinp [u3ò (© = e) — 
— v38 (0+8)]. (41,21) 


Per la funzione 7*(@, p) troviamo ora 


ing&n, 


[e 


F' (0, p,= F*(@, p)lr=q— [6 (o—e)+6(0+£)], (41,22) 


dove il primo termine è la funzione (41,19) riferita a 7 = 0. Sosti- 
tuendo questa espressione nella (414,20) e integrando, torniamo 
all’equazione (39,15) che definisce A (7). 

L’equazione (41,14) si può rappresentare sotto forma di diagram- 
mi, così come sono state rappresentate le equazioni (33,7) per il 
sistema di Bose superfluido. In questo caso le funzioni G, f, F* 
vengono rappresentate dagli stessi elementi grafici (33,6), cioè da 
frecce uni- e bilaterali. Le due equazioni (41,14) si scrivono come se» 


gue: 
—«——— = <_ edi 


p p ? > > 
$ (44,23) 
— = 


Alla freccia sottile corrisponde il: fattore iG‘%(P), dove G° (P) 
è la funzione di Green del gas di Fermi perfetto. Alla linea ondulata, 
che entra nel suo vertice, e a quella che ne esce corrispondono i 
fattori igE e —ig£*, rispettivamente. Confrontando la (41,23) e 
(33,7), vediamo che questi ultimi fattori corrispondono alle funzioni 
autoenergetiche iX 09 @® éZo0, Cioè rappresentano le prime approssi- 
mazioni per queste grandezze. Osserviamo che le particolarità della 
tecnica dei diagrammi per sistemi di Fermi superfluidi sono limi- 
tate agli elementi nuovi suindicati, ossia alle frecce bilaterali e alle 
linee ondulate; a differenza del caso di sistemi di Bose, i vertici 
« tripli » qui non compaiono. Pertanto la tecnica dei diagrammi è 
qui più semplice e più vicina a quella « ordinaria », che per i sistemi 
di Bose superfluidi. 
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$ 42. Funzioni di Green termiche di un gas di Fermi superfluido 


Al $ 41 è stato determinato lo spettro energetico di un gas di 
Fermi superfluido mediante l’applicazione delle funzioni di Green 
« temporali » ordinarie. Tuttavia per la soluzione di problemi più 
complessi (e soprattutto per lo studio delle propietà di un sistema 
in campi esterni) è più comodo il formalismo matematico delle fun- 
zioni di Green termiche (A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, 1958). 

La funzione termica $,8 è definita dalla stessa formula (37,3) 
ché per un gas di Fermi normale. Definiamo invece le funzioni termi- 
che Fas e Fas (corrispondenti alle funzioni temporali Fas e Fap) 
mediante due formule analoghe 


F ab (Ta, Ti) To, 199 da 2 (m, N| oT Pa Poi Î m,N+ 2), 


Pr riad (42,1) 
Fap (Ta, L4; Ta, Ty) = dI (m, N+2|wT,Pa Ya] m, N). 


La dipendenza spinoriale di queste funzioni viene indicata (analo- 
‘gamente alla (41,6)) dai fattori gap !): 


Fap = 8aBF, Fa n gapF- (42,2) 


Come $, le funzioni F e # dipendono soltanto dalla differenza 
t = t, — Tesoddisfano alle relazioni (37,6) (con il segno superiore): 


FO=-F(1+4), FO=-F(1+4). (423) 


Le serie di Fourier in © per queste funzioni contengono quindi sol- 
tanto le « frequenze » dispari (37,8a): Z, = (28 + 1) n7. 

Gli operatori w di Matsubara coincidono per t = 0 con quelli 
di Heisenberg per t = 0: 


wu (1=0,r)=Y(t=0,r). 


Confrontando le definizioni delle funzioni F, # con le definizioni 
di F, F* troviamo perciò che 


F (0, r; 0, r) =E(r), F(0,r;0,r)=E*(r), (42,4) 


dove con & si deve intendere la funzione d’onda condensata, la cui 
media è presa secondo Gibbs, cioè espressa mediante la temperatura 
del sistema. 


). I segni opposti nelle definizioni di # e # (a differenza dei segni uguali 
nella (41,5)) sono appropriati, in quanto nelle definizioni (42,1) non esiste 
il fattore i, che figurava nella (41,3). | 
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Mostriamo in che modo le funzioni di Green termiche permetto- 
no di ottenere di nuovo lo spettro energetico del gas di Fermi super- 
fluido a temperature diverse da zero. 

Le equazioni per le funzioni termiche &, #, # si deducono ana- 
logamente alle equazioni (41,12-13); inoltre, al posto della deri- 
vazione rispetto a # si deriva rispetto a t, e in luogo delle 
equazioni (41,8-9) sono impiegate equazioni che differiscono dalle 
(41,8-9) per la sostituzione it + t. Così come nella (41,11), nella 
media del prodotto di quattro operatori p di Matsubara vengono 
separati i termini contenenti gli elementi matriciali per le transizioni 
con variazione del numero di particelle di 2. Come risultato 
otteniamo le seguenti equazioni: 


| tate) G(t,r; v,r)+g27 (t,r; v,r°)= 
=G6(1-t)6(r-r'), 
(T++) F(t,r;v,r)— 


— g&*5 (t, r; 1, r')=0 


(42,0) 


Dopo il passaggio alle componenti di Fourier queste equazioni 
diventano 


(its — Np) 5 (Co, P)+£E7 (&,. p) = 1, 


i = (42,6) 
— (its + np) F (Gs, P)— 88*5 (&,, p)= 0 
Le soluzioni di queste equazioni sono 
E _ ibst np 492.7 
(55: p)= — (+e? 9 ( dig ) 
F (ks P)=qvpa =?" (its; P), (42,8) 


dove di nuovo e = A? + nj, A = gE (inoltre, questa soluzione è 
definita univocamente senza contenere nessuna funzione è, come si 
verificava per le funzioni G e F*). 

La condizione che definisce la fessura energetica nello spettro 
si ricava ora dall’uguaglianza 


z*-7 (r=0, r=0)=T S (FUT, 


gun 98 


ossia, dopo la sostituzione ca 8), 


Sp Li 
CA x | Gra | (42,9) 
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La sommatoria su s è data dalla formula 1) 


> [(25+1)°n2+a!]!= + th $- (42,10) 


8== — 00 


e conduce all’uguaglianza 


1 d3 
Lit = (42,11) 


coincidente con la (39,15). 


$ 43. Superconduttività dei metalli 


Il fenomeno della superconduttività dei metalli consiste nella 
superfluidità del fluido di Fermi elettronico in essi, simile alla su- 
perfluidità del gas di Fermi degenere studiato nei paragrafi prece- 
denti. S'intende che, sotto molti aspetti importanti, il fluido elet- 
tronico e il gas di Fermi sono sistemi fisici sostanzialmente distinti. 
Ma al tempo stesso le caratteristiche fisiche fondamentali, che si 
riferiscono alle proprietà dello spettro energetico, in entrambi i casi 
sono uguali. Studiamo qualitativamente la seguente questione: 
quali caratteristiche del modello esaminato sopra si possono tra- 
sportare, e in quale misura, agli elettroni nei metalli? 

La caratteristica importante del metallo è l’anisotropia del suo 
Spettro energetico elettronico a differenza dell’isotropia dello spet- 
tro del gas di Fermi studiato. Tuttavia questa circostanza non osta- 
cola la comparsa dell’effetto Cooper, per il quale è essenziale il fatto 
stesso dell’esistenza di una superficie di Fermi ben marcata (qualun- 

ue sia la sua forma) e la densità finita del numero di stati su di essa. 
necessario anche che elettroni di impulsi e spin opposti abbiano la 
Stessa energia, cioè che tutti e due si trovino sulla superficie di Fer- 
mi. Queste condizioni sono garantite automaticamente dalla sim- 
metria rispetto all’inversione del tempo. Si può dire che gli elettro- 
ni si accoppiano negli stati che si producono l’uno dall’altro per 
inversione del tempo. 


1) Si può ottenere questa formula scrivendo 


ade atiatn 
(25-11)? ni Fai — 2a | atin(2541) | a—in (2541) J_ 
00 . 
= 3 | 270% [e 1M24+1)x | g13(2+1)2] gg 
0 


ed effettuando “la sommatoria della progressione geometrica sotto il segno di 
integrazione. 
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In seguito sorge il problema del segno dell’interazione fra gli 
elettroni nel metallo. In un senso molto semplificato si potrebbe di- 
re che questa interazione è composta dalla repulsione coulombiana 
schermata a distanze interatomiche e dall’interazione attraverso il 
reticolo. Quest'ultima è descritta come risultato dello scambio di 
fononi virtuali e ha carattere di attrazione ($ 64). Se l’ultima inte- 
razione « prevale », il metallo diventa superconduttore a tempera- 
ture sufficientemente basse. 

È importante che all’interazione mediante lo scambio di fononi 
partecipino soltanto gli elettroni giacenti in uno strato relativa- 
mente stretto dello spazio p in prossimità della superficie di Fermi; 
lo spessore di questo strato vale -— Zi@p ed è piccolo rispetto al 
potenziale chimico degli elettroni u (0, è la frequenza di Debye del 
cristallo). Quindi, se per la descrizione della superconduttività si 
vuole ricorrere al modello del gas di Fermi debolmente non perfetto, 


per il parametro di taglio € nella (39,19) si deve intendere la grandez= 
za 


e- hop (43,1) 


(al posto di + pu). 
Quanto alla supposizione che l'interazione sia debole, per tutti 
i superconduttori si ha in realtà 


T.<hop<w (43,2) 


Tuttavia la supposizione fatta al $ 39 sottintende qualche cosa in 
più: la piccolezza della costante di legame g, che conduce a un valo- 
re grande dell’esponente adimensionale nella (39,19). Nel caso con- 


DI 


siderato questa supposizione è espressa dalla condizione 
In (fop/T.)>1, (43,3) 


vale a dire che deve essere grande non soltanto il rapporto fiop/T., 
ma anche il suo logaritmo. In realtà questa condizione è verificata 
molto peggio ?°). 

Tenendo conto di tutte le distinzioni reali fra il liquido elet- 
tronico nel metallo e il modello del gas di Fermi debolmente non 
perfetto, la teoria della superconduttività diventa molto complicata. 
Risulta, al tempo stesso, che già una teoria semplice, basata sul det- 
to modello, sotto molti aspetti descrive bene le proprietà dei super- 
conduttori non soltanto qualitativamente, ma anche quantitati- 


1) Così, fra l’altro, si elimina la questione della divergenza dell’integrafe 
(39,16) per grandi impulsi (si veda la nota alla pag. 197). 
si 2) h rapporto fwp/T, varia pressappoco nei limiti da 10 per Pb a 300 per 
AL e Cd. 
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vamente. Come è stato già detto, questa teoria appartiene a Bardeen, 
Cooper, Schrieffer per cui il modello del gas di Fermi con attra- 
zione debole fra le particelle si chiama modello BCS. 


$ 44. Corrente superconduttrice 


Ai due tipi di moto nel liquido superfluido elettricamente neutro 
(elio liquido) corrispondono, nel caso di un metallo superconduttore, 
due tipi di correnti elettriche, che possono passare in esso contempo- 
raneamente. La corrente superconduttrice non trasporta calore e non 
è accompagnata da dissipazione di energia e può verificarsi in un si- 
stema in equilibrio termodinamico; la corrente normale, invece, si 
accompagna all’effetto Joule. Indicheremo la densità della corrente 
superconduttrice e normale con j; e j,; la densità totale della corrente 
è j= is + In 

Una serie di conclusioni importanti sulle proprietà della corrente 
superconduttrice si può trarre, indipendentemente dal modello par- 
ticolare, già dal fatto stesso della comparsa di una nuova grandezza 
macroscopica, ossia della funzione d’onda condensata È (t, r). 

Come al $ 26, introduciamo la fase ® di questa funzione: 


E (i, r)=|B|e®. (444) 


Così come nell’elio liquido il gradiente della fase © definisce, se- 
condo la (26,12), la velocità del moto superfluido v,, anche il gra- 
diente della fase nel superconduttore definisce una grandezza 0s- 
servabile in questo caso, ossia la densità della corrente supercondut- 
trice. Per l’anisotropia del metallo la direzione j, non coincide in ge- 
nerale con la direzione V® e il legame fra le componenti di questi 
vettori è dato da un tensore del secondo rango. A scanso di complica- 
zioni non di principio, ci limiteremo qui al caso di simmetria cubica 
del cristallo metallico. 

Allora il tensore del secondo rango si riduce a uno scalare e il 
legame fra js eV® a una semplice proporzionalità. Scriviamo questo 
legame nella forma 


= n.vO, (44,2) 


dove per definizione e = — |e | è la carica dell’elettrone e m la 
sua massa (reale). La grandezza n; così definita (funzione della tem- 
peratura) si chiama densità del numero di elettroni superconduttori; 
questa grandezza gioca un ruolo importante, così come la densità 
della componente superfluida nell’elio liquido. Sottolineiamo che 
essa non coincide affatto con la densità del condensato delle coppie 
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di Cooper (analogamente, p, nell’elio liquido non coincide con la 
densità degli atomi condensati !)). 

La formula (44,2) (così come la formula (26,12) per l’elio liquido) 
suppone che la variazione della fase nello spazio sia sufficientemente 
‘lenta. Al tempo stesso, però, mentre nel caso del liquido di Bose si 
richiedeva che © varii poco soltanto a distanze interatomiche, qui 
la condizione risulta notevolmente più forte. La lunghezza di coe- 
renza &j > ÈvglA, funge da dimensione caratteristica per il liquido 
di Fermi superfluido e la fase D deve variare poco proprio a questa 
distanza (grande, rispetto alle distanze interatomiche). Sottolineia- 
mo che qui figura il parametro di lunghezza costante È, (indipenden- 
te dalla temperatura); un’interpretazione rigorosa di questo cri- 
terio verrà data in seguito (si veda la fine del $ 51). 

Il legame fra j, e D diventa più complicato se il superconduttore 
si trova in un campo magnetico esterno; considereremo qui il caso 
di un campo costante (nel tempo). Le correzioni necessarie da porta- 
re alla formula (44,2) si possono determinare partendo dall’ipotesi 
dell’invarianza di gauge della teoria. 

Il senso di questa condizione è che tutte le grandezze fisiche 
osservate devono rimanere invariate per trasformazione di gauge del 
vettore potenziale del campo magnetico: 


A>SA+Vy(r), (44,3) 


dove Y (r) è una funzione delle coordinate arbitraria. In questo caso 
gli operatori w si trasformano secondo una legge che coincide con la 
legge di trasformazione delle funzioni d’onda: 


& + P exp (Fx). da Prep (- 2), (44,4) 


dove e è la carica delle particelle descritte dall'operatore w (si veda 
III (111,9)) ?). Quanto alle funzioni di Green G (X, X')e F(X, X°), 


1) Il coefficiente nella (44,2) è scritto in modo tale che nel gas di Fermi 
superfluido libero (modello BCS) mn, coincida con la grandezza p, calcolata al 
$40. Quest'ultima è definita in modo tale che la corrente j, debba essere espressa 
nella forma js = ensvs, dove vs è la velocità superfluida. A sua volta, v, è lega- 
ta al gradiente della fase dall’uguaglianza vs = (#/2m) V®; la doppia massa 
2m (al posto di m nella (26,12)) vi figura per il fatto che il condensato è compo- 
sto di particelle accoppiate. 

2) Grazie al fatto che all'operatore hamiltoniano della seconda quantizza- 
zione (7,7) gli operatori 4 partecipano a coppie, Y (X) e Y* (X), esso si tra- 
sforma con le sostituzioni (44,3-4) come un operatore hamiltoniano ordinario 
per la stessa trasformazione delle funzioni d’onda ordinarie (non operatoriali). 
La trasformazione del tipo (44,3-4) è stata già utilizzata di fatto al $ 19. 
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esse, come elementi matriciali dei prodotti YY'+o0 YY", si trasforma- 
no secondo la legge 


G(X, X')+exp{7-[x(r)—x(r)1} G(X, X°), 


n (44,5) 
F(X, X') + oxp{ [x (1) +x(1))]} F(X, X°). 
In questo caso 
i Zie 
E=iF(X,X)> exp (Fe x) S, 
vale a dire che la fase della funzione d'onda condensata è 
O-D+# y (n). (44,6) 


La relazione (44,2) non è invariante rispetto a tale trasformazione 
della fase. Per ottenere l’invarianza richiesta essa deve essere comple- 
tata da un termine contenente il vettore potenziale del campo magne- 
tico: 


3 he 2e 
= n(VvO- FA). (44,7) 


Il raddoppiamento della carica (nel secondo termine fra parentesi) 
è causato dall’accoppiamento degli elettroni nel superconduttore. 

Questa espressione è già sufficiente per spiegare la proprietà fon- 
damentale macroscopica del superconduttore, ossia l’esclusione da 
“esso del campo magnetico (effetto Meissner) 1). 

Consideriamo un superconduttore omogeneo collocato in un cam- 
po magnetico debole, la cui intensità è supposta piccola rispetto al 
campo critico H, che distrugge la superconduttività. Con questa 
condizione si esclude un’influenza sostanziale del campo magnetico 
sulla grandezza n,. Supponiamo che il corpo si trovi in equilibrio 
termodinamico cosicché la corrente normale non esiste e perciò 
js = 3”). Applichiamo ora ad entrambi i membri dell’uguaglianza 
(44,7) l'operazione rot e osserviamo che in questo caso rot A = B 
è l’induzione magnetica del corpo. Ciò ci permette di ottenere l’equa- 
zione dei London 


rotf= — (44,8) 


me 
{F. London, H. London, 1935) 3). 


“ 


1) L'elettrodinamica fenomenologica dei superconduttori è esposta in un 
altro volume del presente Corso; si veda VIII, capitolo VI. 
°) Ciò sarà supposto dappertutto in questo capitolo in modo che con j sarà 
intesa dappertutto la densità della corrente superconduttrice. 
(1941) La deduzione esposta dell’equazione (44,8) appartiene a L. D. Landau 
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Questa è un'equazione specifica per il superconduttore. Utiliz- 
ziamo inoltre le equazioni generali di Maxwell 


rot B=4;, (44,9) 
divB=Q0. (44,10) 


Sostituendo j dalle (44,9) e (44,8) e osservando che in virtù della 
(44,10) rot rot B = — AB, otteniamo l’equazione esprimente il 
campo magnetico nel superconduttore 


AB == 6-?B, (44,11) 
dove si è introdotta la notazione 
6° — mc°/4ne?n,. (44,12) 


Troviamo mediante questa equazione la distribuzione del campo 
nel superconduttore in prossimità della sua superficie, che suppor- 
remo piana; consideriamo questa superficie come piano yz e dirigiamo 
l’asse x all’interno del corpo. Per queste condizioni la distribuzione 
del campo dipende unicamente dalla sola coordinata x, e dalla 
(44,10) abbiamo dB,/dx:= 0; allora dalla (44,11) segue automatica- 
mente che B, = 0. L'equazione (44,11) diventa ora d°B/dx? = B/82 
da cui 


B (x) = fe, (44,13) 


dove il vettore £ è parallelo alla superficie. 

Vediamo che il campo magnetico si smorza esponenzialmente 
nell’interno del superconduttore penetrando in esso soltanto alla 
distanza — è. Questa lunghezza è macroscopica, ma piccola rispetto 
alle dimensioni usuali dei campioni di massa (6 — 1075-10-53 cm); 
in tal modo il campo penetra di fatto soltanto in uno strato super-. 
ficiale sottile. La lunghezza è si chiama profondità di London di pe- 
netrazione del campo. Sottolineiamo che essa è una grandezza diret- 
tamente misurabile e avente un significato ben determinato a dif- 
ferenza del significato convenzionale del parametro n,. 

Tuttavia, la deduzione eseguita necessita di una riserva sostan- 
ziale. La formula iniziale (44,7) è applicabile unicamente alla con- 
dizione che la variazione di tutte le grandezze nello spazio sia suf- 
ficientemente lenta: le distanze caratteristiche, alle quali esse varia- 
no sostanzialmente, devono essere grandi rispetto alla lunghezza di 
coerenza È, !). Nel caso considerato ciò vuol dire che si deve avere 


6> So. (44,14) 


1) Ricordiamo che l’induzione stessa B è la vera intensità microscopica del 
campo magnetico, la cui media è presa su elementi di volume infinitamente 
piccoli fisicamente e di dimensioni grandi soltanto rispetto al reticolo costante. 
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Questa condizione, s'intende, non getta nessun’ombra sulla 
dimostrazione stessa che il campo viene escluso dal superconduttore. 
Se avessimo supposto che il campo non venisse escluso, ciò avrebbe 
implicato una contraddizione logica poiché, in questo caso, la sua 
variazione sarebbe stata lenta a priori e l’equazione (44,11) sarebbe 
stata applicabile. Ma l’equazione concreta (44,11) e la legge di smor- 
zamento del campo (44,13), che da essa deriva, sono valide soltanto 
qualora sia soddisfatta la condizione (44,14). 

La situazione in cui nel superconduttore è verificata la disugua- 
glianza è> È, è detta situazione di London. La situazione opposta, 
in cui 6< É,, si chiama caso di Pippard (la legge di smorzamento 
del campo in profondità del superconduttore per questo caso sarà 
considerata al $ 52). Per 7 + 7, la densità degli elettroni super- 
conduttori n, + 0 in modo che è + co. Pertanto, in prossimità suf- 
ficiente del punto di transizione, si ha sempre la situazione di Lon- 
don. Ma per 7T+0 la relazione fra è e È, dipende dalle proprietà 
concrete del metallo 1). | 

Consideriamo infine ancora una conseguenza dall’espressione 
(44,7), non dipendente dalla relazione fra 6 e Éo. 

Come è noto dall’elettrodinamica macroscopica dei supercondut- 
tori, se per l’orifizio di un toro superconduttore passa un flusso 
magnetico, questo flusso resta costante qualunque siano le variazioni 
dello stato del corpo (che non violano però la sua supercondutti- 
vità); inoltre si suppone che il toro sia massiccio, cioè che il suo dia- 
metro e lo spessore siano grandi rispetto alla lunghezza di coerenza 
e alla profondità di penetrazione del campo. Mostriamo che la gran- 
dezza del flusso magnetico « ghiacciato » nell’orifizio del toro può 
essere soltanto un intero multiplo di un certo « quanto di flusso » 
elementare (F. London, 1954). 

Nella massa del corpo (all’esterno del dominio di penetrazione 
del campo) la densità di corrente è j= 0; il vettore potenziale invece 
è diverso da zero ed è nullo soltanto il suo rotore, cioè l’induzione 
magnetica B. Consideriamo un contorno chiuso C che abbraccia 
l’orifizio del toro e passa all’interno del corpo lontano dalla sua 
superficie; vengono soddisfatte così le condizioni di applicabilità 
della formula (44,7), ossia la variazione sufficientemente lenta della 
fase D e del potenziale A nello spazio. La circuitazione del vettore 
A lungo il contorno C coincide con il flusso dell’induzione magnetica 
attraverso la superficie costruita sul contorno, cioè con il flusso 
Z attraverso l’orifizio del toro: 


$ Ad= | rot A-di= | Bdi= 0. 


1) La situazione di London in tutto il dominio delle temperature ha luogo, 
ad esempio, nei metalli puri dei gruppi transitivi del sistema periodico e in 
alcune leghe intermetalliche. Il caso di Pippard ha luogo (lontano da 7.) nei 
metalli puri dei gruppi intransitivi. 
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D'altra parte, uguagliando a zero l’espressione (44,7) e integrandola 
sul contorno, otteniamo 


$Adl=3-$ vo.di=3- 80, 


dove $® è la variazione della fase della funzione d’onda nel descri- 
vere il contorno. Ma dalla supposizione che questa funzione sia uni- 
voca risulta che la fase può variare soltanto di un intero multiplo 
di 2n. Così otteniamo il seguente risultato: 


DI =nZo0 Do=7|-= 2-10? G-cm?, (44,15) 


dove n è un intero. La grandezza 4, rappresenta il quanto ele- 
mentare di flusso magnetico. 

La quantizzazione del flusso magnetico ha anche un altro a- 
spetto: essa conduce a valori discreti della corrente totale / che può 
passare (in assenza di campo magnetico esterno) per un anello su- 
perconduttore. Infatti, la corrente / crea un flusso magnetico attra- 
verso l’orifizio dell'anello, pari a LJ/c, dove L è il coefficiente di 
autoinduzione. Uguagliando questo flusso a no, troviamo che la 
corrente può assumere i seguenti valori: 


__ 6Do_,__ The? 
J=3-Fn= Ter” (44,16) 


Contrariamente al quanto di flusso magnetico, il « quanto di cor- 
rente totale » dipende (assieme all’autoinduzione ZL) dalla forma e 
dalle dimensioni dell’anello. 


PROBLEMA 


_ Determinare il momento magnetico di una sferetta superconduttrice di 
raggio R «€ $, collocata in un campo magnetico, nella situazione di London. 
Soluzione. Per R « è si può supporre costante il campo magnetico all’in- 


terno della sferetta e uguale al campo esterno @. Se si prende il potenziale vet- 
toriale nella forma A = 1/2[£ r], si può porre semplicemente 


j= — (nye?/mc) A 
(cioè porre nella (44,7) ® = 0); allora si verifica automaticamente la condizione 
al contorno di scomparsa della componente normale della corrente (nj = 0) 
sulla superficie della sferetta. Il momento magnetico si calcola come l’integrale 
1 A 


sul volume della sferetta ed è uguale a 
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$ 45. Equazione di Ginzburg-Landau 


La teoria completa descrivente il comportamento del supercon- 
duttore in un campo magnetico è molto complicata. Tuttavia, la si- 
tuazione si rende più semplice nel dominio di temperature in prossi- 
mità del punto di transizione. Qui è possibile costruire un sistema dì. 
equazioni relativamente semplici che sono, fra l’altro, applicabili 
sia per campi deboli che per quelli forti !). 

Nella teoria generale di Landau delle transizioni di fase di se- 
conda specie la distinzione della fase « non simmetrica » da quella 
« simmetrica » viene descritta da un parametro d'ordine che si annul- 
la nel punto di transizione (si veda V, $ 142). Per la fase supercondut- 
trice questo parametro naturale è rappresentato dalla funzione d’onda. 
condensata &. Per evitare complicazioni soverchie (dal punto di 
vista teorico), supporremo cubica la simmetria del cristallo metal- 
lico; in questo caso, come è stato indicato al $ 44, lo stato supercon- 
duttore è caratterizzato dalla grandezza scalare n;, ossia dalla densità 
degli elettroni superconduttori. Allora .come parametro d’ordine 
è più comoda una grandezza (indichiamola con w) proporzionale a 
SZ, ma normalizzata dalla condizione | w | ? = r,/2. La fase della 
grandezza y coincide con la fase della funzione &: 


pay teo. (45,1) 


La densità della corrente superconduttrice (44,2), espressa mediante 
y, si scrive nella forma 
i lypvo=- (pvo— yvy*). (45,2) 

L'espressione dell’energia libera del superconduttore, quale fun- 
zionale della funzione w (r), costituisce il punto di partenza della 
teoria. In accordo con le tesi generali della teoria di Landau questa 
espressione si ottiene dallo sviluppo della densità dell'energia libera 
in potenze del parametro d’ordine w piccolo (in prossimità del pun- 
to di transizione) e delle sue derivate rispetto alle coordinate. Con- 
sideriamo dapprima il superconduttore in assenza di campo magne- 
tico. 

Conformemente al suo significato di grandezza proporzionale 
alla funzione di Green / (X, X) = — i& (X), il parametro d’ordi- 
ne wp è non univoco: poiché la funzione f (X, X) è composta di due 
operatori W, una variazione arbitraria della fase di questi operatori, 
PH Yeie/2, implica una variazione pari ad a della fase della fun- 
zione F. È ovvio che le grandezze fisiche non devono dipendere da 


1) La teoria qui esposta appartiene a V. L. Ginzburg e L. D. Landau (1950). 
E sorprendente che essa sia stata costruita per via fenomenologica ancora prima 
della creazione della teoria microscopica della superconduttività. 
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questa arbitrarietà, cioè devono essere invarianti nei confronti della 
trasformazione del parametro d’ordine complesso: wp + wei®. Que- 
sta condizione esclude termini di potenze dispari in w nello sviluppo 
dell'energia libera. | 

La forma concreta di questo sviluppo è stabilita in base alle stes- 
se considerazioni della teoria generale delle transizioni di fase di 
seconda specie (si veda V, $ 146). Senza ripetere queste considerazio- 
ni, scriviamo lo sviluppo seguente dell’energia libera totale di un 
corpo superconduttore 1): 


F=Fn+|{7 |VWl+a]wP+3/W]}dy. (45,3) 


Qui 7, è l’energia libera dello stato normale (cioè per w = 0); d 
è un coefficiente positivo dipendente unicamente dalla densità della. 
sostanza (e non dalla temperatura); la grandezza 4 dipende dalla tem- 
peratura secondo la legge 


a=(T—T.)a (45,4) 


e si annulla nel punto di transizione; il coefficiente a > 0 in accor- 
do con il fatto che alla fase superconduttrice corrisponde il dominio 
T<I,.; il coefficiente di | V w| ? nello sviluppo (45,3) è scelto in 
modo tale che per la corrente si abbia l’espressione (45,2) (si veda 
più avanti) 2). Il fatto che nello sviluppo (45,3) figurano soltanto le 
derivate prime rispetto a w è dovuto alla supposizione che la varia- 
zione di w nello spazio sia sufficientemente lenta. 

In un superconduttore omogeneo in assenza di campo esterno il 
parametro w è indipendente dalle coordinate. Allora l’espressione: 
(45,3) si riduce a 


F=Fy+aV|wP+5- 11° (45,5) 


Il valore d’equilibrio di | + |? (per 7 < 7.) è dato dalla condizione 
che questa espressione sia minima: 


lyp=-+=+ (7-7); (45,6) 


la densità degli elettroni superconduttori in funzione della tempera- 
tura sì annulla nel punto di transizione in base a una legge lineare. 


1) Ricordiamo soltanto che la forma scritta del termine in gradiente è dovuta 
alla supposizione della simmetria cubica del cristallo. Per una simmetria più 
bassa questo termine avrebbe l’aspetto di una forma quadratica più generale 
composta delle derivate aw/dz;. 

2) Questa scelta (così come l’identificazione di m con la massa reale del. 
l’elettrone) non ha, ovviamente, significato profondo ed è convenzionale nella 
stessa misura che la definizione di n, nella (44,2). | 


22% CAPITOLO V 


Riportando di nuovo il valore (45,6) nell’espressione (45,5), 
troviamo così la differenza delle energie libere degli stati supercon- 
duttore e normale: 


F,—Fn=-—V$-(T,-T?. (45,7) 


La derivazione rispetto alla temperatura permette di ricavare da qui 
la differenza delle entropie e inoltre anche il salto del calore speci- 
fico nel punto di transizione 1): 
x2T 
Co Cn=V 5 2, (45,8) 
Nell’intorno del punto di transizione la differenza (45,7) rappre- 
senta una piccola correzione all’energia libera. Secondo il teorema 
delle piccole correzioni (V, $ 15), questa stessa grandezza (espressa 
in funzione della temperatura e della pressione anziché della tempe- 
ratura e del volume) dà la differenza dei potenziali termodinamici 
D, — ©,. D'altra parte, in accordo con la formula generale della 
termodinamica dei superconduttori (si veda VIII (43,7)), questa 
differenza coincide con la grandezza — VHî?/8x, dove H. è il campo 
critico che distrugge la superconduttività. In tal modo, per quest’ul- 
timo troviamo la legge di dipendenza dalla temperatura nell’intorno 
del punto di transizione ?): 
Asta? \1/2 4ra2 \1/2, 1. 
H=(5-) =(3-) =D. (45,9) 
In presenza di campo magnetico l’espressione (45,3) per le energie 
libere deve essere modificata per i due aspetti seguenti. Primo, 
all'espressione integranda va aggiunta la densità di energia del cam- 
po magnetico B*/87 (dove B = rot A è l’induzione magnetica nel 


1) Confrontando le formule (45,6) e (45,8) per | |? = p,/2m e per il salto 
del calore specifico con le formule (40,16) e (40,14) per le stesse grandezze nel 
modello BCS, si possono trovare i valori dei coefficienti a e d in questo modello 
(L. P. Gorkov, 1959): 


a= 6a27/76 (3) u= 7,04.T/n, b= aTJn; 
qui è utilizzato il legame della densità del numero di particelle n = p/m e del 


otenziale chimico p (per 7 = 0) con l'impulso limite come per un gas per- 
etto: 


n= pF/3n2h3, n= ph/2m. 
2) Nel modello BCS si ha 
H,= 2,44 (mpplh3)!? (T,— T) per T-+To 
Diamo anche il valore di H, in questo modello per 7 = 0: 
H,= 0,997, (mp p/h8)}/3 


o valore si ottiene uguagliando —vVH?/8x alla differenza delle energie 
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corpo). Secondo, è necessario modificare il termine col gradiente in 
modo tale che la condizione di invarianza di gauge sia soddisfatta. 
Nel paragrafo precedente è stato mostrato che questa condizione im» 
plica la necessità di sostituire il gradiente della fase della funzione 
d'onda condensata VD con la differenza VD — 2eA/fice. Nel caso 
considerato ciò significa che si deve eseguire la sostituzione 


i 2i 
Vp=e!0V|p|+iyVO + Vp— Fr Ar 
Giungiamo così all’espressione fondamentale seguente: 


F=Fx0+ | LIA Die 


V-GEA)Y[+a10+319 1} dv 
(45,10) 


(Fro è l'energia libera del corpo nello stato normale in assenza di 
campo magnetico). Sottolineiamo che il coefficiente 2ie/fic in questa 
espressione è di carattere incondizionato (a differenza della conven- 
zionalità suindicata del coefficiente %?/4m). Il raddoppiamento del- 
la carica dell'elettrone in esso è dovuto all'effetto Cooper (L. P. Gor- 
kov, 1959); questo coefficiente, ovviamente, non potrebbe essere sta- 
bilito per via puramente fenomenologica. 

Le equazioni differenziali che determinano la distribuzione della 
funzione d’onda + e del campo magnetico nel superconduttore si 
ottengono ora cercando il minimo dell'energia libera quale funzionale 
di fre funzioni indipendenti: p, w* e A. 

La grandezza complessa w è l’insieme di due grandezze reali; 
pertanto we w* si devono considerare nella variazione come funzio- 
ni indipendenti. Facendo variare l’integrale rispetto a w* e trasfor- 
mando l’integrale del termine (Vy — 2ieA/fc)V6y* mediante in- 
tegrazione per parti, otteniamo 


6F={{- 7 (v-3£ A) vtap+5161°y} sp*av+ 


+1 d(vo—- SE Av) 8° dt; (45,14) 


il secondo integrale si calcola sulla superficie del corpo. Ponendo 
SF = 0, otteniamo quale condizione di uguaglianza a zero dell’inte- 
grale di volume per 6yw* qualsiasi la seguente equazione: 


7 (—10v-FA)'v+ap+b|p/29=0 (45,12) 


(quanto alla variazione dell’integrale rispetto a w, essa conduce 
all’equazione complessa coniugata, cioè non fornisce niente di nuo- 
vo). 
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Analogamente la variazione dell’integrale rispetto ad A conduce 
all’equazione di Maxwell | 


rot B=& j; (45,13) 
inoltre, la densità di corrente è data dall’espressione 
A ieh 2e 
j=-— 7 (WVY— VI) | p12A, (45,14) 


coincidente con la (44,7) (scriviamo j in luogo di j,, poiché in equi- 
librio termodinamico non esiste corrente normale). È da notare che 
dalla (45,13) deriva l’equazione di continuità div j= 0; questa equa- 
zione si può ottenere anche per derivazione diretta dell’espressione 
(45,14) tenendo conto dell’equazione (45,12). 

Le equazioni (45,12-14) costituiscone il sistema completo di 
equazioni di Ginzburg-Landau. 

Le condizioni al contorno per queste equazioni si deducono dalla 
condizione di uguaglianza a zero degli integrali di superficie nella 
variazione 6F. Dalla (45,11) si ricava così la condizione al contorno 


n(—itvy—-ZAy)=0, (45,15) 


dove n è il vettore normale alla superficie del corpo. Osserviamo che 
in virtù di questa condizione si annulla, come ci si doveva aspettare, 
auche la componente normale della corrente (45,14): nj = 01). 

Quanto alle condizioni al contorno per il campo, tenendo conto 
che j ha valore finito in tutto lo spazio (fino alla superficie del corpo), 
dall’equazione (45,13) deriva la continuità della componente tangen- 
ziale dell’induzione B;. Invece dall’equazione 


divB=0 


1) Per la condizione al contorno (45,15) la grandezza stessa non si annulla 
come sembrerebbe dover essere per una funzione d’onda sulla frontiera del 
corpo. Questa circostanza è dovuta al fatto che in realtà p decresce fino a zero 
soltanto a distanze -—È, dalla superficie; tali distanze sono considerate come 
trascurabilmente piccole nella teoria di Ginzburg-Landau. 

Di fatto, la condizione (45,15) è dedotta qui per la frontiera fra un super- 
conduttore e il vuoto. Essa resta valida anche per la frontiera con un dielettrico, 
ma per la frontiera di separazione fra metalli diversi (di cui uno è supercondut- 
tore e l’altro normale) essa è inapplicabile in quanto non tiene conto dell’effetto 
di penetrazione parziale degli elettroni superconduttori nel metallo normale. 
In questo caso la (45,15) va sostituita con una condizione di forma più generale 
compatibile con la condizione nj = 0: 

E (-nv-È AW Jr 1 (45,152) 
dove 4 è una costante reale (della dimensione di una lunghezza); la stima dì 
questa costante richiede uno studio microscopico più dettagliato. 
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segue la continuità della componente normale dell’induzione 2,. 
In altre parole, le condizioni al contorno richiedono la continuità di 
tutto il vettore B. 

In un campo magnetico debole si può trascurare la sua influenza 
su |w|® e*supporre | w | ? uguale al valore (45,6) costante lungo 
il corpo. Allora la sostituzione della (45,14) nella (45,13) (e l’applica- 
zione successivaì dell’operazione rot ad ambedue i membri del- 
l'equazione) conduce all’equazione dei London (44,11) con profondi- 
tà di penetrazione 


mce?b 1/2 mce?b 1/2 
= [ETA |a] | Bresa mp] (45,16) 


Accanto a questa misura, le equazioni di Ginzburg-Landau con- 
tengono ancora una lunghezza caratteristica: il raggio di correlazio- 
ne delle fluttuazioni del parametro d’ordine w (in assenza di campo); 
indichiamolo con È (7). In accordo con le note formule della teoria 
delle fluttuazioni (si veda V, $ 146) questo raggio si esprime median- 
te i coefficienti nell’energia libera (45,3) nel seguente modo: 

h h 
e (1)= Tala NE = moi TIA Ro) 

Le lunghezze caratteristiche (45,16-17) permettono di definire 
l’ordine di grandezza delle distanze alle quali cambiano sostanzial- 
mente il parametro d’ordine w e il campo magnetico descritti dalle 
equazioni di Ginzburg-Landau. In questo caso la lunghezza è è 
caratteristica, in generale, per il campo magnetico e la lunghezza 
E (7) per la distribuzione di w. Queste due lunghezze devono essere 
grandi rispetto alle « dimensioni della coppia » È, affinché sia veri- 
ficata l'ipotesi che la variazione di tutte le grandezze nello spazio sia 
sufficientemente lenta. Poiché ambedue le lunghezze crescono 
all'avvicinarsi al punto di transizione (secondo la legge (T. — 7)-H?) 
allora nel suo intorno questa condizione in generale è soddisfatta 
(si veda più avanti). 

Un: ruolo importante nella teoria esposta gioca il parametro di 
Ginzburg-Landau, definito come rapporto costante (indipendente dal- 
la temperatura) fra le due suddette lunghezze: 


_d 0 (7) _ mebt/2 | 
CET 03161" (45,18) 


Come ordine di grandezza x = &o/to, dove E, è la lunghezza di coe- 
renza (39,21) e 6, la profondità di penetrazione di London allo zero 


assoluto. Scriviamo anche la formula 
x=2V21eL H.(7)82(7), (45,19) 


che si-ottiene mediante le (45,9), (45,16) ed esprime x direttamente 
attraverso le grandezze osservate. 
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Dopo aver stabilito la forma delle equazioni, studiamo ora il 
dominio della loro applicabilità. 

Dal lato delle basse temperature questo dominio è limitato 
comunque dalla condizione 7, — T< 7, che permette di supporre 
piccolo il parametro d’ordine e che è alla base di tutto lo sviluppo 
eseguito dell’energia libera. La stessa condizione permette di ve- 
rificare la disuguaglianza E (7)> È, ma per verificare la disugua- 
glianza è (7)> È, la condizione risulta più rigida nel caso di super- 
conduttori con piccoli valori del parametro x !); in questi casi dalla 
disuguaglianza 6> È, deriva la condizione 


To TKIT (45,20) 


Dal lato di 7 + 7, il dominio di applicabilità delle equazioni 
è limitato soltanto dalla condizione generale di applicabilità della 
teoria delle transizioni di fase di Landau, legata alla crescita delle 
fluttuazioni del parametro d’ordine. Tuttavia, nel caso considerato 
questa condizione risulta estremamente debole. Infatti, essa si e- 
sprime mediante i coefficienti dello sviluppo (45,3) con la disugua- 
glianza 
273 
T.eT> a (13/m)3 
(si veda V (146,15)). Stimando, ad esempio, l’espressione a secondo 
membro mediante i valori di 5 e a nel modello BCS, otteniamo 


(To — DIIT.>(THu)* (40,21) 


Essendo estremamente piccolo il valore T./u- 107--10-4, si può 
supporre che questa condizione sia praticamente verificata fino al 
punto stesso di transizione. Quanto al dominio di fluttuazioni per 
la transizione di seconda specie fra le fasi superconduttrice e norma- 
Je, praticamente esso non esiste. 


PROBLEMA 


Per una pellicola piana di spessore d « È, 8 trovare il valore critico del 
campo magnetico (parallelo al piano della pellicola) che distrugge la super- 
conduttività (V. L. Ginzburg, L. D. Landau, 1950) 3), 

Soluzione. Consideriamo il piano mediano della pellicola quale piano xs 
«con l’asse x diretto lungo il campo. Nell’equazione (45,13) per il campo B = 
= B, (y) (variabile lungo l'asse y trasversale alla pellicola) si può supporre 


1) A titolo d'esempio diamo i valori di x per alcuni metalli puri: Al — 0,01; 
Sn — 0,13; Hg — 0,16; Pb — 0,23. 
3) Problema analogo a quello per una sferetta; si veda al $ 47, 
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w = costante. Allora il primo termine nell’espressione della corrente (45,14) 
scompare e l’applicazione dell’operazione rot conduce all’equazione B” = 
= 028/52, dove 0= p/ e y =|«a]/b. La soluzione di questa equazione 
simmetrica rispetto a y è 


a ch(49/5) _— y°— (d/2)? 
Bu=% na = | 1+-a— a] 


($ è il campo esterno). A questo campo corrisponde la distribuzione di cor- 
rente 


Quanto all’equazione (45,12), qui non si può trascurare completamente la 
dipendenza di w da y: la piccola derivata 6%w/0y? va moltiplicata in effetti 
per h2/m|a|- È e quindi acquista (in virtù della condizione d « È) un 
attore grande (È/d)?; al tempo stesso, in questa equazione si può trascurare il 
potenziale A = A, (y) che implica qui termini infinitesimi di ordine superiore 
in d/È. Per evitare la necessità di tener conto della dipendenza di + da y, consi- 
deriamo la media dell’equazione (45,12) rispetto allo spessore della pellicola; 
in questo caso le derivate rispetto a y scompaiono in virtù della condizione al 
contorno 2/0y = 0 sulla superficie della pellicola. Osserviamo anche che 


dp _ mj 2 
= ARIE ) % 


in virtù della dipendenza della fase della funzione w da z (e del legame del 
suo gradiente con la corrente). Otteniamo quindi, dopo la semplificazione per p, 


._mj? DI 
Ze 101 +. \pl2=0, 
dove 


4 c3d3040? 
tr LL 33 Pei oe ie SIE 
d I dy= ni sr - 


= d/2 


Utilizzando anche lo espressioni (45,9) e (45,16) arriviamo all’equazione 


x (18) 


che definisce il valore di p per la pellicola nel campo magnetico. Il valore critico 


ASP®) del campo per la pellicola è quello per cui w si annulla. Esso è legato 
al campo critico H di un superconduttore massiccio dall’uguaglianza 


Hel) — V 24 HL$/d. 


La distruzione della superconduttività da parte del campo nelle condizioni 
considerate si produce con una transizione di fase di seconda specie: si annulla 
al crescere di A con continuità. Ciò è del tutto naturale, in quanto per d « è 
il campo penetra di fatto nella pellicola superconduttrice, cosicché non esistono 
ragioni per una transizione di prima specie, che significherebbe una penetra- 
zione improvvisa del campo nel corpo. 
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$ 46. Tensione superficiale sulla frontiera 
fra le fasi superconduttrice e normale 


Le equazioni di Ginzburg-Landau permettono di calcolare, in 
particolare, la tensione superficiale sulla frontiera fra le fasi super- 
conduttrice (s) e normale (n) (in un medesimo campione), legandola a 
grandezze che caratterizzano le proprietà volumetriche della mate- 
ria (V. L. Ginzburg, L. D. Landau, 1950). Ricordiamo che tali fron- 
tiere esistono in campioni metallici che si trovano nel cosiddetto 
stato intermedio in un campo magnetico. Poiché tutta la distinzio- 
ne fra le fasi si riduce al fatto che in una di esse w # 0 e nell'altra 
y = 0, la transizione fra esse si compie in modo continuo in un cer- 
to strato e viene descritta dalle equazioni di Ginzburg-Landau con 
condizioni al contorno imposte soltanto a grandi distanze da ambedue 
i lati di questo strato. 

Consideriamo la frontiera di separazione piana fra le fasi s e n 
del metallo. Considerando questa frontiera quale piano yz, dirigia- 
mo l’asse x all’interno della fase s; la distribuzione di tutte le grandez- 
ze in ambedue le fasi dipende unicamente dalla coordinata x. 
Al potenziale vettoriale del campo, la cui scelta rimaneva ancora 
non univoca, imponiamo la trasformazione di gauge, in cui div A = 
= 0; nel caso considerato, ciò dà dA,/dx = 0, da cui si vede che si 
può porre A, = 0. È evidente da considerazioni di simmetria che 
il vettore A giace ovunque nello stesso piano; supponiamo che sia 
il piano xy in modo che A, = A; allora il vettore induzione giace 
nel piano zz e, inoltre, 


B=B,= A' (46,1) 


(l'apice qui indica la derivazione rispetto a 2). 

In seguito, riscriviamo l'equazione (45,13) nella forma ordinaria 
in elettrodinamica macroscopica rot H = 0 e introduciamo l’inten- 
sità del campo H secondo 1) 


H=-B— 4nM, crotM=i. 


Da questa equazione segue nel caso considerato che H = costante. 
Lontano dalla frontiera di separazione, all’interno della fase norma- 
le, induzione e intensità coincidono e sono uguali esattamente al va- 
lore critico: B = H = YH, (trascuriamo la suscettività magnetica 
della fase normale). Pertanto in tutto lo spazio sarà H= H, = H.. 

Trascurando la variazione della densità della sostanza per tran- 
sizione di fase superconduttrice, la supporremo costante (assieme 


1) A scanso di equivoco ricordiamo che l’osservazione in VIII, $ 41 sul- 
l’inopportunità di introdurre la grandezza H si riferiva all’elettrodinamica dei 
superconduttori, in cui il dominio di penetrazione del campo magnetico è sup- 
posto come infinitamente sottile. Le equazioni di Ginzburg-Landau sono appli- 
cabili proprio alla struttura di questo dominio. 
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alla temperatura) lungo tutto il corpo !). Indichiamo con f l’energia 
libera dell'unità di volume (a differenza dell’energia libera totale 
F del corpo intero). Per temperatura e densità costanti e trascurando 
gli effetti superficiali, il differenziale vale 
H 

df=<%7 dB (46,2) 
(si veda VIII, $ 30). Di qui si vede che la condizione supplementare 
di costanza di B condurrebbe per le condizioni suindicate anche alla 
costanza della grandezza 


pa HB 


Pertanto tutto il contributo nell’integrale F = {fav proveniente 


dalla parte variabile di F è condizionato unicamente dall’esistenza 
della frontiera di separazione. Riferendo questo contributo all’unità 
di area della frontiera possiamo, quindi, calcolare il coefficiente 
di tensione superficiale come l'integrale 


an= | F-În) de, (46,4) 


dove la costante f, rappresenta il valore di f lontano dalla frontiera 
di separazione, all’interno della fase normale, ad esempio. 
Per la fase normale l'energia libera vale fn = fno + B°/81 = 

= fno + H?/8nx in modo che 

-a H H? a? 

In=fin= 37 =fn- 37 =fn0-57 
(nell'ultima uguaglianza si è tenuto conto dell’espressione (45,9)). 
La grandezza f in un punto arbitrario si esprime in funzione della 
densità dell'energia libera f come segue: 


- HB 
ini 


Ricorrendo ora all'espressione (45,10) troviamo la seguente formula 
esprimente la tensione superficiale: 


5 2 “h2° ; 4e? 
dns= | {2+4 (Iv + hic A°|pR)+ 
+a|wP+3|eli--E+}d. (46,5) 


1) A rigore, è costante il potenziale chimico (e non la densità) in equilibrio 
di fase. Tenendo conto della variazione della densità, si dovrebbe considerare 
perciò non l’energia libera, ma il potenziale termodinamico 2. 
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Come doveva, l'espressione integranda si annulla sia all’interno del- 
la fase normale (r + — co), dove p=0e25= Z,, sia all’interno 
della fase superconduttrice (x + 00), dove |p |? = —a/beB = 


Osserviamo che dall'espressione integranda nella (46,5) è scom- 
parso il termine iAVy in seguito all’uguaglianza A, = 0. Lo stes- 
so termine scompare dalla (45,12) in modo che rimane un'equazione 
a coefficienti reali; pertanto la soluzione di questa equazione può 
essere considerata reale, come si è supposto più avanti. In questo 
caso dall’espressione della densità di corrente (45,14) scompare il 


primo termine e rimane 
j= —_ pA. (46,6) 


Inoltre, introduciamo al posto della variabile x e delle funzioni 
A (2), + (x) le grandezze adimensionali 


-— _% db 7 _ A => d B 
XL 3! = eV 7 A=<gG: B== =. 46,7 ) 
Più avanti in questo paragrafo ci serviremo soltanto di queste gran- 


dezze omettendo per brevità i trattini sopra le lettere. In queste va- 
riabili l'equazione (45,12) diventa 


" A? 
vax[(T-1)v+w]. (46,8) 
L'equazione (45,13) con j dalla (46,6) si riduce invece alla forma 
A” = Aw?. (46,9) 


Le condizioni al contorno per queste equazioni nel problema con- 
siderado (corrispondenti alle fasi n e s per z-+ — 00 e x + 00) 
sono 

y= 0, B= A4'=1 per £z= — 00, 
y=1, 4/=0 per x = co. (46,10) 


E facile provare che le equazioni (46,8-9) hanno come integrale 
primo 
2x°%p"?° + (2 — 43) #3 — wi + A’ = costante = 1; (46,11) 


il valore della costante è determinato in base alle condizioni al con- 
torno 1). 


1) Dalla condizione (46,10) segue automaticamente che per z + +- co anche 

* = 0, mentre le stesse condizioni e l'equazione (46,9) mostrano che per £ + 00 

A”"=06eA= 00 (la determinazione del valore A (00) si ottiene come risultato 
della scelta di reale). 
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Infine, l’espressione (46,5) assume la forma 


8H3 | | 
Cns = Bn { [# p'°4 (A°—2) + pi+ 


SH? © 
ln | A pr+d (A'—1) |a (46,12) 


= 00 


+(4'—1)? | dz = 


(nel passare alla seconda uguaglianza il termine 1‘ è preso dalla 
46,11)). | 

Studiamo le uguaglianze scritte. Consideriamo dapprima il caso 
*x< 1 (che si verifica normalmente in metalli superconduttori puri). 
Questa disuguaglianza significa che 
8 (7) < È (7), cioè che il campo ma- 
gnetico cambia sostanzialmente a di- 
stanza piccola rispetto alla distanza 
caratteristica di variazione della fun- 
zione w (2). 

La fig. 6 rappresenta schematica- 
mente il quadro della distribuzione 
del campo e di w in questo caso. Nel 
dominio in cui il campo è grande si 
ha wp 0 e in seguito il campo cala 
bruscamente, mentre in assenza di campo la funzione w (x) comincia 
a variare lentamente (a distanze x- 1/x). Ponendo A =0 nella 
(46,11) troviamo l’equazione 


% 


pa V? (1-y?) 


che deve essere risolta per la condizione p = 0 nel punto x = 0 
scelto all’interno del dominio di smorzamento del campo. Questa 
soluzione è 


y=th(x2/ V2), (46,13) 

e il calcolo dell’integrale (46,12) con questa funzione (e A = 0) dà 
Hò _Hî 1,96 

Une TV n 80 vo * (46,14) 


L'errore in questo valore è causato dal fatto che abbiamo tra- 
scurato il contributo portato all’integrale dal dominio in cui il campo 
decresce. Per stimare la larghezza è, di questo dominio 1) osservia- 


1) Sottolineiamo che questo dominio non coincide con la profondità di 

penetrazione del campo nel superconduttore dal vuoto! Nell'ultimo caso si 

a p- 1 nel dominio di penetrazione del campo, mentre per penetrazione 
dalla fase ” il campo cala nel dominio degli w piccoli. 
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mo che, da una parte, si ha dj? — p? in accordo con l’equazione (46,9). 
D'altra parte, la formula (46,13) deve sussistere, come ordine di 
‘grandezza, anche sulla frontiera del dominio r — è, da cui wp xÎ,. 
Da queste due relazioni ricaviamo è, — *-!/?. Quanto al contributo 
portato da questo dominio alla tensione superficiale, esso vale 
- Hî6x-!?, cioè è piccolo rispetto alla (46,14) soltanto nel rappor- 
to - x? (cosicché la precisione della (46,14) è relativamente scar- 
sa). 

All’aumentare del parametro x il coefficiente di tensione super- 
ficiale passa per lo zero e diventa negativo. Ciò si vede già dal fatto 
che la disuguaglianza ans < O si verifica in ogni caso per valori suf- 
ficientemente grandi di x. Infatti, le distanze caratteristiche di va- 
riazione della funzione  () in questo problema non possono essere 
inferiori a quelle di variazione di A (7) poiché la variazione stessa 
di A implica quella di w; perciò per x grande si può trascurare il 
termine w'?/x? sotto il segno di integrale nella (46, 12), e poiché 
0ZA'<I1 (cioèò 0<B—<H,., in unità ordinarie) l’espressione 
integranda diventa negativa. Mostriamo che l’annullamento di 
&ns SÌ produce per il valore 


x=1/V2. (46,15) 


A tale scopo riscriviamo l’espressione per &,s nella forma 


an == | [(A—1)°— 4 de (46,16) 


(che si ottiene dal primo integrale nella (46,12) integrando per parti 
il termine w'?, con la sostituzione successiva di w” ottenuto dalla 
(46,8)). L’integrale si annulla a priori se sarà identicamente nulla 
l’espressione integranda, cioè se si avrà 


A-1=-y (46,17) 


(il segno opposto è impossibile in questa uguaglianza, poiché il 
campo 8 = A' deve decrescere al crescere di x). Eliminando w 
dalle (46,17) e (46,9) troviamo l’equazione 


A"=A(1- A) (46,18) 


la cui soluzione (con le condizioni al contorno 4’ = 1 per « = — 00 
e A= 0 per x = 00) determinerà la distribuzione del campo; in 
virtù della (46,17) le condizioni al contorno (46,10) per w si verifica- 
no automaticamente in questo caso. Senza risolvere effettivamente 
l'equazione (46,18), è sufficiente notare che per x? = 1/2 verrà sod- 
disfatta automaticamente anche l'equazione (46,8), ancora non uti- 
lizzata, ovvero, il che è lo stesso, il suo integrale primo (46,11). 
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Sostituendo la (46,17) nella (46,9) otteniamo w = — A4w/2; que- 
sto valore di w', assieme con A’ dalla (46,17), verifica identicamen- 
te l'uguaglianza (46,11) con x° = 1/2. 


PROBLEMA 


Per un superconduttore con parametro x <« 41 trovare la prima correzione 
rispetto al campo alla profondità di penetrazione in campi deboli. 
Soluzione. Consideriamo la superficie del superconduttore quale piano yz, 
con l’asse z lungo la direzione del campo esterno $ e dirigiamo l’asse x all’inter- 
no del corpo. La distribuzione del campo e di nel superconduttore è data 
dalle equazioni (46,8-9), che si devono risolvere con le condizioni al contorno 
w =0, B=A4'=$ per x=0, 
p=1, = 0, per x = co 


(la prima di esse è la condizione (45,15)). Cerchiamo la soluzione nella forma 
pP=1+tp(), A=— De* TH A1 (2), 
dove wp, e A; sono due piccole correzioni alla soluzione per x = 0, corrispon- 
dente allo smorzamento del campo secondo la legge di London (44,13). Per la 
correzione w, abbiamo la seguente equazione: 
vi= 201 +5 068085, 


da cui, tenendo conto delle condizioni al contorno, ricaviamo 


v=-$ uAG2en2x— _ 73 ide V2 ua. (1) 
Scriviamo ora per A; l’equazione 

AG= Ar — 20e7%yW,, 
dove per w, bisogna porre soltanto il secondo termine del primo ordine in x 


dell'equazione (1). Tenendo conto della condizione al contorno (Aj= 0 per 
x = 0) e trascurando i termini di ordine superiore in x nei coefficienti, se è pos- 


sibile, otteniamo 
1 3 = 
Ay=—- 9° I(1+x VD) erre 0+ E], ) 
Abbiamo trovato così le correzioni alla legge di smorzamento del campo all’inter- 


no del superconduttore. Introduciamo la profondità efficace di penetrazione 
Serr in base alla definizione 


96err= | BA) de= —A00=9-41 0). 
0 


Tornando alle unità usuali, dalla (2) ricaviamo 


sen o(1+-27 (#7) 
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$ 47. Due specie di superconduttori 


Il segno della tensione superficiale a,, influisce notevolmente 
sulle proprietà dei superconduttori. Ciò permette di dividere tutti 
i superconduttori in due categorie: superconduttori di prima specie 
con ns >0e di seconda specie con an, < 0. Poiché il segno di a, è 
dato dal valore del parametro di Ginzburg-Landau x, allora ai pri- 
mi corrispondono (in prossimità di 7.) i valori x<4/V/2 e ai se- 
condi x >1/V2 1). 

Consideriamo un superconduttore cilindrico massiccio in un campo 
magnetico longitudinale esterno $£. Se il superconduttore è di prima 
specie, allora al crescere del campo esso è soggetto a una transizione 
di fase di prima specie allorché il campo raggiunge il valore critico 
H.. L’azione della tensione superfi ‘iale tende in questo caso (come 
per ogni transizione di fase di prima specie) a rendere più difficile 
la formazione dei primi embrioni della fase nuova e quindi a una 
possibile conservazione metastabile della fase s in campi alquanto 
superiori a MH.. 

Se invece il superconduttore è di seconda specie, allora già prima 
che il campo raggiunga il valore critico 7, in esso può essere termo- 
dinamicamente vantaggiosa la comparsa di « infiltrazioni » della 
fase n; l'aumento dell'energia volumetrica viene compensato dal- 
l'energia negativa della superficie di tale embrione. La frontiera 
inferiore dei valori del campo, per cui ciò diventa possibile, si suole 
indicare con /.; e chiamare campo critico inferiore. Analogamente, 
iniziando da un metallo allo stato normale, con un campo esterno 
‘grande arriviamo a un certo valore H.s > ZH. (campo critico supe- 
riore) oltre il quale è termodinamicamente vantaggiosa la comparsa 
di « infiltrazioni » della fase s, di nuovo grazie all’energia negativa 
delle frontiere. Quindi, in un determinato intervallo di campi, 
Hi<$6< Hcs, il superconduttore si trova, come si suol dire, 
nello stato misto ?). Le sue proprietà in questo stato cambiano gradual- 
mente dallo stato superconduttore puro per H.; a quello normale 
puro per H.,; al tempo stesso, si assiste a una penetrazione graduale 
in esso del campo magnetico. Per quanto riguarda il valore H., 
determinato soltanto dal rapporto fra le energie volumetriche delle 
fasi n e s, esso di per sé non presenta alcun interesse particolare in 
questo caso. 

I due campi critici dipendono, ovviamente, dalla temperatura 
e si annullano per 7 = 7,. Ciò conduce al diagramma di fase per 


1) Ai superconduttori di prima specie appartengono gli elementi metallici 
puri. Di seconda specie sono le leghe superconduttrici. L. D. Landau è stato 
il primo a supporre che nelle leghe x > 1/Y 2. 

?) Non confondere questo stato con quello intermedio dei superconduttori 
‘di prima specie. che sorge per certe configurazioni del campione e del campo 
magnetico esterno! 


SUPERCONDUTTIVITA 237 


i superconduttori di seconda specie, rappresentato nella fig. 7 (cir- 
ca la curva tratteggiata su questa figura si veda più avanti). 

È possibile determinare il campo critico superiore (nei limiti del- 
la teoria di Ginzburg-Landau) anche senza dover precisare prelimi- 
narmente il carattere strutturale dello stato misto. È sufficiente no- 
tare che per campi alquanto più piccoli di 

: ri 6 
H.g gli embrioni della fase s non possono c: 
duri È i “= fase n 
avere che piccoli valori del parametro N 
d'ordine y (è evidente che p+ 0 per 6 + 
-» Ha). Per questa ragione lo stato di 
questi embrioni può essere descritto dalle 
equazioni di Ginzburg-Landau, linearizzate 
in w. Omettendo nella (45,12) il termine 
non lineare otteniamo l'equazione 


7 (-ihv- £ A)y=lalw, (47,1) 


dove con A si può intendere il potenziale Fig. 7 
vettoriale di un campo omogeneo £ per 
w = 0, quando il corpo si trova nello stato normale e il campo 
esterno è completamente penetrato in esso. 

Ma, come forma, l’espressione (47,1) non è altro che l'equazione 
di Schròdinger per una particella di massa 2 e carica 2e in un campo 
magnetico, dove | a | funge da livello di energia; in entrambi i ca- 
si coincidono anche le condizioni al contorno: w = 0 all’infinito. 
Come è noto (si veda III, $ 112), il valore minimo dell’energia di una 
particella in moto in un campo magnetico omogeneo è £, = R0y/2, 
dove 0g = 2|e | $/2mc (da questo valore inizia lo spettro conti- 
nuo di energie). Per analogia fra i due problemi, gli embrioni della 
fase s, descritti dall’equazione (47,1), possono esistere soltanto per 

[el 
lal> 7 d 
in modo che il campo critico H,, = 2mc |a |/|e |A. Le espressio- 
ni (45,9), (45,17-18) permettono di riscrivere questa formula come 
Segue: 
Hogsa V2xH, (47,2) 

(A. A. Abrikosov, 1952). 

La soluzione dell'equazione (47,1), con la condizione al contorno 
p = 0 posta all'infinito, corrisponde alla formazione dell'embrione 
della fase s, all’interno del campione lontano dalla sua superficie. 
Mostriamo che l’esistenza della superficie contribuisce alla forma- 
zione di embrioni, i quali, quindi, possono nascere in uno strato su- 
perficiale sottile già per @ > H.a (D. Saint-James, P. G. De Gen- 
nes, 1963). 
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La soluzione dell'equazione (47,1), che descrive gli embrioni 
della fase s in prossimità della superficie del corpo (supposta pia- 
na), deve verificare su questa superficie la condizione al contorno 
dp/dx = 0, dove x è la coordinata nella direzione della normale alla 
superficie (la condizione (45,15) per A, = 0). Per stabilire l’analogia 
quantomeccanica necessaria, ricordiamo che il problema suindicato 
del movimento delle particelle in un 
campo magnetico omogeneo è equivalen- 
te, a sua volta, al problema del movi- 
mento in una buca di potenziale para- 
bolica unidimensionale 


U(2) 


= List A) si (a Lo), 


dove x, è una costante corrispondente 
al «centro dell’orbita » (si veda III, 
$ 112). Consideriamo ora una buca doppia 
composta di due buche paraboliche iden- 
tiche e disposte simmetricamente rispetto 
al piano = 0 (fig. 8). Allo stato fondamentale della particella in que- 
sto campo corrisponde la funzione d'onde w (x) non avente zeri e 
pari in x; questa funzione verifica’ automaticamente la condizione 
+ = 0 per x = 0. Al tempo stesso, il livello fondamentale della 
particella in una buca doppia si trova sotto il livello in una buca sem- 
plice 1); trasferendo al problema degli embrioni ciò dimostra l'affer- 
mazione fatta sopra, secondo la quale la loro formazione è resa 
più facile in prossimità della superficie. 

Il calcolo numerico del livello nella buca doppia mostra che il 
suo valore minimo (a seconda del parametro xy) vale 0,595. Ripe- 
tendo i ragionamenti che conducono alla formula (47,2) troviamo che 
il limite superiore dei campi, in cui compaiono embrioni superficiali 
della fase s, giace in corrispondenza di H.s = H/0,59, cioè 


Hg = 1,7H,, = 2,4xH,. (47,3) 


Quindi, nel dominio dei campi fra H., e 7.3 si produce il feno- 
meno della superconduttività superficiale; la frontiera di questo 
dominio è rappresentata dalla curva tratteggiata della fig. 7. Lo 
spessore dello strato superconduttore sulla superficie della fase nor- 
male è dell'ordine di grandezza di E (7). Questa stima si deduce fa- 
cilmente dalla stessa analogia quantomeccanica: la funzione d'onda 
dellaf particella nella buca di potenziale (al livello E) è concentrata 


nel dominio r = h/V mE; la dimensione corrispondente dell’embrio- 


Fig. 8 


1) Ciò è dovuto alla diminuzione dell’energia potenziale nel semispazio 
r< 0 rispetto all'energia che si avrebbe in una huca semplice (curva tratteg- 
riata della fig. 8). Si veda, ad esempio, Iil, $ 50, problema 3. 
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ne si ottiene sostituendo £, con |a |e (secondo la (45,17)) coincie 
de con È (7). 

Quanto detto sopra si riferisce ai superconduttori di seconda spe- 
cie. Ma i campi critici 7. e H.s così introdotti possono avere un 
significato fisico anche per i superconduttori di prima specie. 

Se x giace nell’intervallo 1/V2 = 0,71 > x >0,59/V 2 = 0,42, 
allora H.g < H., ma Hg >. Anche sella fase mista non compare 
in questo caso, nell'intervallo di campi fra H, e H.3 esiste la super 
conduttività superficiale. 

Infine, il senso stesso della deduzione effettuata mostra che il 
valore di H,, (47,2) determina (per ogni x) la frontiera superiore dei 
campi, nei quali è possibile la formazione di embrioni della fase s 
«con w piccoli a piacere. Pertanto in un superconduttore di prima 
specie (nel quale H7., < H.) nei campi 6 < Hc la fase normale ter- 
modinamicamente svantaggiosa è assolutamente instabile. Nell’in- 
tervallo H.° < $© < H., invece, la fase normale può esistere come 
metastabile: la transizione di fase di prima specie dalla fase r a 
quella s può prodursi in questo dominio soltanto per la formazione 
di embrioni della fase s con valori finiti di pw; ma questa formazione 
è ostacolata dalla tensione superficiale positiva sulla loro frontiera 
(V. L. Ginzburg, 1956). 


PROBLEMA 


Definire il campo critico per una sferetta superconduttrice di piccolo 
raggio R <& è (V. L. Ginzburg, 1958). 

Soluzione. In questo caso (così come nella pellicola sottile; si veda il pro- 
blema al $ 45) la distruzione della superconduttività avviene per transizione di 
fase di seconda specie. Si può trovare il campo critico per la sferetta come il 
valore al di sotto del quale la fase n perde di stabilità rispetto alla formazione 
di embrioni della fase s. Come nel testo, ciò si riduce alla ricerca dell’autovalore 
minimo dell’equazione di Schréidinger (47,1). Per la conduzione R «€ 6 si può 
cercare questa soluzione applicando la teoria delle perturbazioni al campo ester- 
no; inoltre, la funzione d’onda imperturbata w è costante (l'embrione occupa 
tutto il volume della sferetta). Allora l’autovalore si definisce semplicemente 
come media dell’operatore di perturbazione (2eA/c)?/4m (per y = costante la 
media dell’operatore (iefi/mc) (AV) è nulla). Inoltre, il potenziale vettoriale 
del campo omogeneo deve essere considerato nella forma A = [€r]/2; proprio 
con questa trasformazione di gauge la soluzione w = costante soddisfa sulla 
superficie della sferetta la condizione al contorno (45,15), la quale richiede che 
nA = 0. Calcolando la media otteniamo 


e 2. e262R2 
FETO AA PCS IA 
Eo= 4me? 3 98 10me? * 
Il campo critico è definito (come nel testo) dalla condizione E€= |a] che 


conduce .al seguente risultato: 


HX fer) y 20 H.6/R. 
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L’applicabilità della teoria delle perturbazioni è confermata qui dal fatto 


che il valore ottenuto di E, (per $ = H(8°®9), per la condizione R € 8 è effet- 
tivamente piccolo rispetto all’autovalore seguente, che corrisponderebbe alla 
funzione d'onda variabile nel volume della sferetta e avrebbe un ordine di 
grandezza di &/mR?. 


$ 48. Struttura dello stato misto 


Consideriamo di nuovo (come al paragrafo precedente) un campio- 
ne cilindrico di superconduttore di seconda specie, collocato nel cam- 
po magnetico longitudinale $. Precisiamo quale è la struttura dello 
stato misto, in cui il corpo si troverà, in campi che superano solo 
di poco il campo critico inferiore H_; !). 

In questo caso, nella fase fondamentale superconduttrice sono 
infiltrati embrioni della fase normale. Per ottenere il massimo van- 
taggio termodinamico, essi devono avere (per tensione superficiale 
negativa!) la superficie più grande possibile. È naturale perciò una 
struttura in cui gli embrioni della fase x siano filamenti sottili paral- 
leli alla direzione del campo. In prossimità di queste curve (che si 
chiamano di vortice) sono concentrati sia il campo magnetico pene- 
trante nel corpo, sia le correnti anulari superconduttrici che le ab- 
bracciano. 

Quanto più vicino a H.; è il campo esterno, tanto più piccolo è 
il numero di questi filamenti e più grande la distanza fra di essi. 
Quando quest’ultima è sufficientemente grande, sono applicabili 
alle curve di vortice le considerazioni esposte alla fine del $ 44, 
secondo le quali il flusso magnetico totale concentrato in prossimità 
di una curva deve essere un intero multiplo del quanto elementare 
di flusso o = nhc/ | e |; vedremo più avanti che termodinamica- 
mente più vantaggiose sono le curve di flusso il più piccolo possibile, 
‘ossia con il solo Go. La finitezza di J, pone un limite alla divisione 
ulteriore degli embrioni della fase normale. 

Quando il campo esterno, partendo da piccoli valori, raggiunge 
il valore H.j, nel cilindro compare una curva di vortice. Scriviamo 
l'equazione termodinamica che determina questo momento, tra- 
scurando dapprima la struttura della curva stessa e tenendo conto 
soltanto della circostanza che a questa struttura è legata una certa 
‘energia (positiva!); indichiamo con € questa energia riferita all'unità 
di lunghezza della curva (essa verrà calcolata in seguito). 

E evidente che in un corpo cilindrico sito in un campo esterno 
longitudinale l’induzione B sarà ovunque diretta anch’essa lungo 
l’asse del cilindro. Lo stesso vale per l’intensità macroscopica del 
campo H = B — 4nM, introdotta al $ 46. Allora dall’equazione 
rot H—0 segue che H è costante lungo la sezione del cilindro (e quindi 


1) I risultati esposti in questo paragrafo (e nei problemi) appartengono ad 
Ae A. Abrikosov (1957). 
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in tutto il suo volume); in virtù della condizione al contorno, se- 
condo la quale la componente tangenziale di H è continua, questo 
valore costante coincide con il campo esterno: H = £. Quindi, dob- 
biamo considerare l’equilibrio termodinamico del corpo per volume, 
temperatura e intensità del campo H dati. Questo equilibrio si veri- 


fica per la condizione che il potenziale termodinamico F rispetto alle 
suddette variabili sia minimo (si veda VIII, $ 30). Supponiamo che 


F, sia questo potenziale per il cilindro superconduttore (poiché 
B =0 nella fase superconduttrice, allora F s coincide con l'energia 


libera F,). Allora il potenziale /' per il cilindro con una curva di vor- 
tice sarà 


F=F,+Le— | av=F,+Le © | Bay. 


Il termine Le è l’energia libera della curva (£ la lunghezza della 
curva coincidente con quella del cilindro) e l’ultimo termine di- 


stingue il potenziale #' dall'energia libera F. Poiché l’induzione B 
nel corpo è concentrata soltanto in prossimità della curva di vortice, 
allora \B dV = Lo, dove Do è il flusso di induzione attraverso 
la sezione della curva. In tal modo 


F=F,+Le 100, (48,1) 


La comparsa delle curve di vortice diventa termodinamicamente 
vantaggiosa quando l’aggiunta a 7; si fa negativa. Uguagliando a 
zero questa aggiunta troviamo, quindi, il valore critico del campo 
esterno 


H., = 4ne/Do. (48,2) 


Consideriamo ora la struttura di una singola curva di vortice, 
Ci limiteremo qui al caso importante in cui 


“DI, (48,3) 


ossia è > È. La lunghezza È definisce l’ordine di grandezza del rag- 
gio del « midollo » della curva in cui | w | ? varia da zero (corrispon- 
dente allo stato normale sull'asse del filo) a un valore finito corri- 
spondente alla fase fondamentale s; a grandi distanze r dall’asse del 
filo | w |? resta costante !). Quanto all’induzione 2 (r), essa varia 
più lentamente e si smorza soltanto a distanze r- 6è> È. In altre 


1) In questo paragrafo la lettera r indicherà la coordinata cilindrica, ossia 
la distanza dall’asse. 
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parole, tutto il flusso magnetico attraversa essenzialmente il domie 
nio esterno al «midollo » della curva, dove | pw |? = costante 
(fig. 9). 

L’ultima circostanza permette di utilizzare l'equazione dei 
London (ricordiamo che la sua applicabilità non è legata alla vici- 
i nanza della temperatura a 7.) per tro- 
ly vare la distribuzione del campo. Per 
attribuirle la forma necessaria qui, ri- 
scriviamo anzitutto la formula (44,7), 
che stabilisce la relazione fra la densità 
della corrente superconduttrice e la fase 

della funzione d'onda: 


A+82rotB=£Lv@, (48,4) 


8(7) introducendovi la profondità di pene- 


trazione è ed esprimendo j mediante 

l'induzione nel seguente modo: j = c rot 

B/4n. All’approssimazione dei London 

corrisponde la supposizione è = co- 

«—————_———_—_—_—» <, stante. Integriamo l’uguaglianza (48,4) 

d su un contorno chiuso C che circon- 

Fig. 9 da il filamento e passa a distanze 

r> È dal suo asse. Trasformando l’inte- 

grale di A secondo il teorema di Stokes in integrale di superfi- 
cie, costruita sul contorno C, otteniamo 


Î Bdî +8? $ rot Bdl= Do; (48,5) 


trasformando nello stesso modo anche il secondo integrale, scrivia- 
mo 


| (B+ 82 rot rot B) df= Jo; (48,6) 


a secondo membro abbiamo il valore minimo possibile (diverso da 
zero) corrispondente all'incremento della fase solo di 2x. Se il con- 
torno C passa a distanze r> è dalla curva, alle quali si possono sup- 
porre ormai inesistenti campo e correnti, il secondo integrale nella 
(48,5) può essere omesso; allora si vede che 4, coincide con il flusso 
totale di induzione, concentrato attorno a una curva di vortice iso- 
lata. L’asse stesso del tubò rappresenta una curva singolare, il cui 
aggiramento cambia la fase della funzione d’onda. 
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Poiché l'uguaglianza (48,6) deve essere verificata per ogni con- 
torno C (soddisfacente alle dette condizioni), da essa segue che deve 
essere 


B + 6° rot ret B=-=B — è°AB = Do (rr), (48,7) 


dove r è il raggio vettore bidimensionale nel piano della sezione 
trasversale della curva di vortice. La scrittura del secondo membro 
di questa equazione sotto forma di funzione è significa che le di- 
stanze "È sono supposte qui nulle. In tutto lo spazio, ad eccezione 
della linea r = 0, l’espressione (48,7) coincide con l’equazione dei 
London (44,11), ma per la descrizione della curva di vortice occor- 
re una soluzione con singolarità per r = 0. 

La distribuzione del campo alle distanze r dall’asse nel domi- 
nio è >r> È può essere trovata direttamente mediante la (48,5). 
Consideriamo come contorno C una circonferenza di raggio r in 
questo dominio. Il flusso di induzione attraverso questo contorno 
(il primo termine a primo membro dell’equazione (48,5)) costituisce 
solo una piccola parte di tutto il flusso magnetico, cioè la sua 
quota -(r/8)?, che trascuriamo. Nel secondo termine dl è con- 
tenuto l'elemento di lunghezza della circonferenza, e poiché il 
vettore B è diretto lungo l’asse z (sistema di coordinate cilindriche 
avente come asse l’asse del filamento) e dipende soltanto da r, al- 
lora 
oB, _ dB 
dr 


1[{VB)}={lV]B= — 


Ha dr 


(1 è il vettore unità della tangente alla circonferenza). In tal modo 
otteniamo l’equazione 


dB 
lrtB= Tato, (48,8) 
da cui 
B(r=£% Int, Eeres. (48,9) 


Dato il carattere logaritmico di questa dipendenza il limite di 
integrazione superiore (sul quale deve essere B = 0) può essere posto 
coincidente con la frontiera superiore del dominio considerato 
delle distanze r. 

Per estendere la distribuzione testé ottenuta al dominio r x» $, 
ricorriamo all’'equazione (48,7) applicabile per tutte le distanze 
r> E. Sviluppando l’operatore di Laplace in coordinate cilindri- 
che (tenendo conto che 2 = 8, (r)), riscriviamo l’equazione (per 
r + 0) nella forma 


B"+È B'+8*B=0. 


044 CAPITOLO V 


@ 


La soluzione di questa equazione decrescente per r + co è 
B (r) = costante-X, (r/$), 


dove X, è la funzione di Macdonald (funzione di Hankel di argo- 
mento immaginario). Il coefficiente costante va definito mediante 
una «cucitura » con la soluzione (48,9): utilizzando cioè la nota 
espressione limite X, (2) & ln (2/2y) perz<&1(y= el = 1,78). In- 
fine, abbiamo 


B(M= Ko(F), r>E (48,10) 


Mediante la nota espressione asintotica X, (2) & (n/22)V?e-* per 
Z2-> 00, in particolare, ricaviamo di qui la legge di smorzamento 
del campo lontano dall’asse del tubo: 


B(r)= aa g-rl8, (48,11) 


Badiamo all’analogia evidente fra le proprietà delle curve di 
vortice nei superconduttori e nell’elio liquido ($ 29). In ambedue 
i casi si tratta di linee singolari, aggirando le quali la funzione 
d'onda condensata cambia di fase. Alle traiettorie circolari del 
movimento superfluido attorno alle curve di vortice nell’elio li- 
quido corrispondono le correnti anulari nel superconduttore; nel 
primo caso la velocità superfluida v, decresce secondo la legge 1/7, 
e nel secondo caso secondo la stessa legge decresce la densità di 
corrente superconduttrice 

€ Cc 

j=-|rotBl= 7. (48,12) 
Questa coincidenza è del tutto naturale, poiché in ambedue i 
casi queste leggi sono conseguenza diretta dell’esistenza della cur- 
va singolare. Ma, al tempo stesso, nell’elio liquido la suddetta 
dipendenza v, (r) si estende a distanze qualsiasi; nel superconduttore 
la decrescenza di j (r) per r> $ diventa esponenziale. Questa di- 
stinzione è dovuta al fatto che il liquido elettronico è carico: 
il movimento delle particelle cariche crea un campo magnetico 
che, a sua volta, serve da schermo al campo (se facciamo tendere 
a zero la carica e delle particelle, la profondità di penetrazione 
$ + 00). 

Ora possiamo calcolare l'energia libera della curva di vortice. 
Il contributo in essa proveniente dal dominio dello spazio al- 
l'esterno del « midollo » (r> È) è dato dagli integrali estesi a 
questo dominio: 


Fourva= gi | B?dV +32 | (rot B)° av. (48,13) 
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Infatti, facendo variare questa espressione in B (per temperatura 
data, cioè per è dato), otteniamo immediatamente l'equazione dei 
London (48,7) (per r #0) *). Il secondo integrale nella (48,13), 
divergente logaritmicamente su ambedue i confini del dominio 
ò>r> È, è grande rispetto al primo. Sostituendovi | rot B | dal- 
l’espressione (48,8) otteniamo l’energia dell’unità di lunghezza della 
curva: 


e=(-£:)°In}. (48,14) 


Questa espressione ha precisione logaritmica, vale a dire che si suppo- 
ne non soltanto 6/èÈ > 1, ma anche In (5/È)> 1; è con questa preci- 
sione che si può trascurare il contributo in e da parte del « midollo » 
della curva. 

In particolare, il risultato (48,14) dà la possibilità di dare un’in- 
terpretazione corretta all’affermazione fatta sopra, secondo ia quale 
la comparsa di curve di'vortice con flusso magnetico di valore minimo 
è termodinamicamente vantaggiosa. Infatti, poiché l'energia libera 
della curva è proporzionale al quadrato del flusso magnetico con- 
catenato alla curva, allora per una curva di flusso ny l’energia 
avrebbe il fattore n°; invece la disintegrazione di una tale curva in 
n curve di flussi Z, fornisce un incremento di energia di nr volte. 

Sostituendo la (48,14) nella (48,2) otteniamo il valore del campo 
critico inferiore 


H,=-£*%-1nd (48,15) 


Per 7 + 7, si può riscrivere questa espressione, tenendo conto della 
(45,19), nella forma ?) 


In x 
Ha=H.,=7=-. 48,16 
ci c Vi x ( ) 
Man mano che il campo esterno aumenta il numero di curve di 
vortice cresce e, quindi, la penetrazione del campo magnetico nel 
superconduttore diventa più forte. Tenendo conto dell’interazione 


1) Il secondo termine della (48,13), se espresso mediante la corrente j, 
diventa 


I 2 
2rc28? | j2 dv = | Sei dV; 


nella seconda espressione si è sostituito anche è? = mc?/4rme?n, e si sono intro- 
dotte la densità e la velocità della componente superfluida secondo j = epsvy/m 
(si veda la nota alla pag. 217). Vediamo che questo termine si può considerare 
come energia cinetica degli elettroni superconduttori. 

2) Poiché questa formula è stata introdotta supponendo che ìn x $ 1, 


non si può applicarla al caso x — 11 In particolare, per x = 1/Y 2 il campo 
Ho (così come Hg) deve coincidere semplicemente con H,. 
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fra le curve, all'equilibrio termodinamico corrisponde una certa loro 
disposizione ordinata che forma un reticolo bidimensionale (nel 
piano della sezione del cilindro) !). Qualunque sia la densità del 
numero di filamenti (curve di vortice) l’asse di ciascuno di essi 
resta una linea, aggirando la quale la funzione d’onda w cambia fase 
di 2n. La media dell’induzione (rispetto alla sezione del cilindro) è 


B=vDo, (48,17) 


dove v è il numero di curve per unità d'area della sezione. In effetti, 
se integriamo la relazione (48,4) sul contorno di tutta la sezione del 
campione, avremo l'equazione (48,5) con SvZ, a secondo membro 
(S è l’area della sezione); il primo integrale a primo membro dell’equa- 


zione rappresenta il flusso totale di induzipne SB e il secondo inte- 
grale è l’effetto piccolo rispetto al primo nel rapporto di — 6$/R 
e quindi trascurabile (ff sono le dimensioni lineari della sezione); 
qui è essenziale, ovviamente, che il campo attorno alle curve si 
smorzi a distanze PÒ. 

Finché le distanze d fra le curve restano grandi rispetto al raggio 
di correlazione È, si può affermare che i campi magnetici delle curve 
di vortice si sommano semplicemente. Infatti, per d> È è ancora 
possibile tracciare un contorno che abbraccia un numero qualsiasi 
di curve di vortice, in modo tale che passi ovunque lontano (a distan- 
ze E) dal loro « midollo ». Sullo stesso contorno si verifica la 
condizione di approssimazione dei London (la costanza di è), e per- 
tanto arriviamo di nuovo a un'equazione che differisce dalla (48,7), 
solo per il fatto che la funzione è al suo secondo membro è sostituita 
dalla somma di funzioni è delle distanze da ciascuna delle curve; 
data la linearità di questa equazione, ne consegue l'affermazione 
fatta. 
Quando il campo esterno si avvicina a H.s, le distanze fra le 
curve di vortice diventano commensurabili con È. Ciò risulta con 
evidenza dall'espressione stessa del campo critico (47,2) se la scri- 
viamo (mediante le (45,9), (45,16-18) nella forma 


Ho = Dol2n8°; (43,18) 


essa corrisponde al flusso Zi concentrato su un’area — È?. 

La scomparsa della superconduttività per $ = H;, avviene come 
transizione di fase di seconda specie. Nello spirito della teoria 
generale di queste transizioni si può .affermare che il parametro 
d’ordine w, quale funzione del campo esterno, si annulla secondo la 
legge [y [2 co Ho — ©. D'altra parte la magnetizzazione della 
sostanza M = (B — H)/4n (come grandezza indipendente dalla 


1) Vantaggio maggiore dà, evidentemente, un reticolo formato da triangoli 
equilateri aventi ai vertici curve di vortice. 
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fase di w) in questo dominio è proporzionale anch'essa a | p |?. Tenen- 
do conto che per $ = ZH., deve essere anche 8 = MH, otteniamo 
così la legge lineare di dipendenza dell’induzione 8 nel supercondutto- 
re dal campo esterno in prossimità del punto di transizione 


B-— H,j06 = He. (48,19) 


PROBLEMI 


1. Calcolare l'energia di interazione di due curve di vortice disposte alla 
distanza d > È l'una dall'altra. 

Soluzione. Trasformiamo l’espressione dell’energia libera (48,13) per un 
sistema di due curve di vortice in modo tale che si possano eseguire le integra- 
zioni soltanto in prossimità di ciascuna singola curva. A tale scopo scriviamo, 
utilizzando l'equazione (48,7), 


B? -+ 8? (rot B)? = è2° {—B rot rot B + (rot B)?} = 
== 62 div [B rot B]. 


L'’integrale di volume diventa 


$2 
Ftilamenti= Ba | [B rot B] df, (1) 
f1+Î9 
si trasforma cioè in un integrale esteso alle superfici cilindriche fi e f, (di raggio 
piccolo ro; È € re « 8) che avvolgono il « midollo » dei filamenti. Per d > È 
i campi delle curve sono additivi, cioè B = B, + B,. L'energia di interazione 


è data dalla parte dell’integrale (1) che dipende contemporaneamente da B, 
e B,: 


8? | 
L&1,= Ba {| [B, rot B;] df, + | [B, rot B.] dt} 


( quanto agli integrali della forma \ [B, rot B;] df,, essi tendono a zero per 
lo > 0) . Mediante le (48,8) e (48,10) ricaviamo 


_o 8 Do ___D8 ‘d 
sa= 27 2a e = e (7). 


In particolare, alle distanze d > 68 abbiamo 


___9 8 \1/2_ 
san agignee (dg) È 


2. Determinare la dipendenza della media (sulla sezione del campione 
cilindrico) dell’induzione magnetica B dal campo esterno $, nello stato misto 
in cui le curve di vortice sono disposte alla distanza d > è le une dalle altre, 
formando (nella sezione del campione) un reticolo di triangoli equilateri. 

. Soluzione. L'area del triangolo equilatero è uguale a V 3d2/4 (d la lunghezza 
di un lato) e il numero di curve a metà del numero di triangoli nel reticolo (N 
triangoli hanno 3N vertici, ma nel reticolo ciascun vertice appartiene a sei 


triangoli contigui), pertanto v = 2/ yV 3a. 
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Il potenziale termodinamico f dell'unità di volume del corpo nello stato 
misto vale 


FIL v(-H1+9)+4 Vem 


î, k 


dove il secondo termine corrisponde all'espressione (48,1) (con H,; dalla (48,2)); 
nel terzo termine £,, è l’energia di interazione di due curve e la somma si esten- 
de a tutti i filamenti che intersecano l’unità d'area. Poiché £,, decresce espo- 
nenzialmente per d > è, nella somma è sufficiente considerare soltanto le 
coppie di curve vicine. Nel reticolo triangolare ciascuna curva ne ha sei vicine, 
perciò 


1 6 si 
5 > tir=5 x Egy=3V£13 (d). 
i, k i 
Sostituendovi il valore di e, della (2) del problema 1, otteniamo 


$ Zo n O_-He 340 ela 
IE 2V3nd [ a T 2V2n8: a? I? 


dove a = dib. La dipendenza di « da £ è data dalla condizione di minimo della 
funzione f (a), la quale dà 
ID > 
— H.=———— V ae? 3 
9 cl 4 V2x 82 V i ( ) 
(il termine di ordine superiore in Ala & 1 è omesso). Questa equazione assieme 
all’uguaglianza B = v@o, cioè 


a=(22/V 3 SB), 


definisce là dipendenza cercata di B (©). Notiamo che per © + H_j la derivata 
dB/d$ tende all'infinito secondo la legge | 


LEPORE: SON In=3 der: A S. 
d9 O_- Hei O Her ° 


$ 49. Suscettività diamagnetica 
sopra il punto di transizione 


Alla fine del $ 45 è stato già notato che il dominio di temperature 
in prossimità di 7,, in cui le fluttuazioni del parametro d'ordine w 
diventano notevoli, è estremamente piccolo nei superconduttori. Al- 
l'esterno di questo dominio le correzioni fluttuazionali alle grandezze 
termodinamiche sono in generale esigue. Tuttavia esse possono diven- 
tare notevoli per la suscettività magnetica del metallo sopra il punto 
di transizione. Infatti, la comparsa, in seguito alle fluttuazioni anche 
di un numero relativamente piccolo di elettroni superconduttori, 
può implicare un contributo alla suscettività magnetica, che supera 
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la suscettività di solito molto piccola di un metallo normale lontano 
dal punto di transizione 1). 

Consideriamo il metallo in un campo magnetico esterno debole 
($< H.)con temperatura superiore al punto 7, ma vicina a questo 
punto. Il valore d’equilibrio del parametro d’ordine qui vale y = 0, 
e per il calcolo delle sue fluttuazioni si può utilizzare l'energia libera 
della teoria di Ginzburg-Landau. Allora nell’espressione (45,10) si 
possono conservare, essendo esigue le fluttuazioni, soltanto i termini 
quadratici in w, omettendo il termine in |w 14 ed intendendo con A 
il potenziale vettoriale del campo omogeneo £. Le fluttuazioni del- 
l’induzione B, connesse alle fluttuazioni di p, sono quadratiche in w 
(essendo quadratica la densità di corrente j). Pertanto nel termi- 
ne B?/8x si può intendere con B la media (termodinamica) dell’indu- 
zione, trascurandone le fluttuazioni. In tal modo, la variazione 
dell’energia libera totale del metallo in presenza di fluttuazione 
è data dal seguente funzionale di w ?): 


AF[w]= | {a[(-av- A) vl-+alwP} dV. (49,4) 


Per calcolare il contributo fluttuazionale AF all’energia libera 
occorre considerare il funzionale (49,1). come « operatore hamiltoniano 
efficace» che definisce A in base alla formula 


exp | FE) = \ exp ( SIN ) Dw, (49,2) 


dove l'integrazione (funzionale) è estesa a tutte le distribuzioni 
 (r) (si veda V, $ 147). Essa viene eseguita di fatto sviluppando w 
in un certo sistema completo di autofunzioni e integrando sull’insieme 
infinito di coefficienti di questo sviluppo. Nel caso di un sistema 
omogeneo (senza campo esterno) lo sviluppo va effettuato semplice- 
mente in onde piane (si veda, ad esempio, il problema nel V, $ 147). 
Nel caso considerato lo sviluppo deve essere eseguito in autofun- 
zioni dell’« equazione di Schròdinger » 
2. 
pr (-ihv- ZA) y=Ev, (49,3) 
corrispondente all’operatore hamiltoniano (49,1). Al $ 47 è stato 
già detto che questa equazione coincide formalmente con l’equazione 
di Schròdinger del movimento della particella (di massa 2m e cari- 
ca 2e) in un campo magnetico omogeneo. Le sue autofunzioni vengono 


1) Questo effetto è stato scoperto da V. V. Schmidt (1966). 

2) A scanso di equivoci sottolineiamo che il campo magnetico non è, nei 
confronti del superconduttore, un «campo esterno » » nel senso introdotto 
nel V, $ 144. Quest'ultimo dovrebbe entrare nell’energia libera nella forma del 
termine —% ( + w*), il che, nel caso considerato, è impossibile a priori a causa 
dell’invarianza di questo termine rispetto alla scelta della fase di w. 
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numerate da un numero quantico discreto (r) a da due numeri quan- 
tici continui (p,, Pz); inoltre, gli autovalori dipendono unicamente 
da ne p, (l’asse z è diretto nella direzione del campo £) e sono dati 
dalla formula. 


E(n+3, p.)= (+3 7)-5 


il numero di autofunzioni distinte con nr dato, con valore p, nell’in- 
tervallo dp, e con tutti i possibili p, è 


2}e19 
V (20h)? c dp: 


eta 


o+i:; (49,4) 


(si veda III, $ 112). 
Per brevità, indichiamo con l’unico simbolo q l'insieme dei nume- 
ri n, p;, pe scriviamo lo sviluppo della funzione + (r) nella forma 


p= 2 CqPa (1), (49,9) 


dove cq = cq + icq sono coefficienti complessi arbitrari e le auto- 
funzioni sono supposte normalizzate dalla condizione \ 1, |} dV = 


= 1 (l'integrazione è estesa al volume del metallo). 

La sostituzione dello sviluppo (49,5) nell'espressione (49,1) 
permette innanzitutto di passare dall’integrazione sul volume alla 
somma su g. Infatti, dopo aver integrato per parti il primo termine 
trasformiamo la (49,1) nel seguente modo: 


AF [y]}= { {y* — ( —inv È A) P+ ptapi dV. 


Sostituendovi la (49,5) e tenendo conto che ciascuna delle funzioni ‘py 
verifica l'equazione (49,3) con £ = £, e che le autofunzioni con q 
distinti sono mutuamente ortogonali, otteniamo 


AF{9]=X|cal" (Eta). (49,6) 


L'integrazione funzionale nella (49,2) significa integrazione su 
tutti i degdeg. Dopo la sostituzione (49,6) le integrazioni su tutte 
queste variabili diventano pr e pae 


exp ( — F)= I 7a nr 


ossia 


(49,7) 


IT 
Q 
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Nei termini dei numeri quantici n e p, questa espressione si scrive 
nella forma 


y2lelT9 nI , 
AF=-V erat 2 fun DE, nta dp (49,8) 


mn, =— 00 


Questa somma è divergente per grandi E, ma la divergenza in 
realtà è fittizia e dovuta soltanto al fatto che la formula inizia- 
le (49,1) è applicabile unicamente allorché le funzioni w (r) variano 
lentamente: la variazione di yw deve essere piccola a distanze — Èo. 
Nei termini degli autovalori £; ciò significa che sono ammessi sol- 
tanto E,< h*/mEì. Interrompendo la somma su r per un N grande 
soddisfacente alla condizione posta, applichiamo ora la formula di 
Poisson 


N N ” 
» f(n+3)= 1 fd f (2)|, 


(si veda V (59,10)). In accordo con la (49,8) il primo termine inte- 
grale di questa formula dà, come è facile capire, un contributo indi- 
pendente da $ all’energia libera; ma questo termine non serve al 
calcolo della suscettività magnetica e l’omettiamo. Ora nel secondo 
termine si può porre N + co (in modo che il parametro di taglio 
non compare nella risposta) 1): 


eT,9? N dp, 
AF= VE RAMA | a+ p?/4m ° 


Infine, dopo. aver calcolato l’integrale, abbiamo 


= e2T 9? 
AF=V_ io, (49,9) 


Di qui la suscettività magnetica è 


4 02AF e21'c, 
x=—T gi —  12rhe° (ma)/7—T.)Il/2° ai 


(H. Schmidt, 1968; A. Schmid, 1969). Si vede che in prossimità del 
punto di transizione la suscettività cresce come (7 — 7.)Y?. In 
questo dominio l’espressione (49,10) rappresenta il contributo fonda- 
mentale alla suscettività magnetica di un metallo normale. 


1) Nel coefficiente è posto 7 & 7,. Per 7 nell’intorno di 7, sono essen- 


ziali in questo integrale i valori pj- Vma = hIE (T) < hlko, che cioè soddi- 
sfano alla condizione posta. 
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PROBLEMI 


4. Determinare il momento magnetico di una pellicola sottile (di spessore 
d « È (T)) in un campo magnetico debole perpendicolare al suo piano per 
temperature 7 > To T_- To To 

Soluzione. Lo spessore finito della pellicola implica un numero quantico p, 
discreto nella (49,4); per una pellicola sottile occorre limitarsi nella (49,7) al 
solo valore p, = 0 (già il primo valore diverso da zero è p, — &/d per cui £ & 
= h°/md? > h?/mE? — a). Il numero di autofunzioni con nr e p, dati (e con 
tutti i possibili p,) è 2{ e.| ©.S/2rkc, dove S è l’area della pellicola; pertanto 


la somma su g nella (49,7) va intesa come ($S/tkc) Y. Applicando alla somma 
n 


la formula di Poisson otteniamo infine 
| eèT.$® 
AF=$ 24nmoa ° 


Il momento magnetico della pellicola è 


P—_ Lu et 
09 12amceta (T — Te) * 


È da notare che esso cresce più rapidamente per 7 + 7, che non nel caso di 
un metallo illimitato. 
ni Risolvere il problema 1 per una sferetta di raggio R « È (7) (V. V. Schmidt, 
È 
Soluzione. In questo caso fra tutti gli autovalori dell'equazione (49,3) 
è essenziale solo uno, il più piccolo, corrispondente all’autofunzione p = costan- 
te e uguale a ZE, = e2R2 92/10 me? (si veda quanto detto in proposito nel pro- 
blema ci $ 47). La somma (49,7) si riduce a un solo termine e il momento magne- 
tico vale 


Tec OEo ce e2T.R?9 


$ 50. Effetto Josephson 


Consideriamo due superconduttori separati da uno strato sottile 
di dielettrico. Per gli elettroni questo strato rappresenta una barrie- 
ra di potenziale, e se lo strato è sufficientemente sottile, esiste allo- 
ra la probabilità finita di una loro penetrazione attraverso la barrie- 
ra per effetto tunnel quantico. Anche se il coefficiente di trasmissione 
della barriera è piccolo, il fatto che sia non nullo ha un’importanza 
teorica: i due superconduttori costituiscono un unico sistema, descri- 
vibile da una sola funzione d’onda condensata. Questa circostanza 
conduce ad effetti previsti, per la prima volta, da 58. D. Josephson 
(1962). 

L'unicità della funzione d’onda condensata del sistema significa 
che attraverso il contatto fra i due superconduttori può fluire una 
corrente superconduttrice, in assenza di differenza di potenziali 
applicata dall’esterno. Così come all’interno dei superconduttori la 
densità di corrente è determinata dal gradiente della fase ® della 
funzione d’onda condensata, anche la densità j di corrente supercon- 
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duttrice che attraversa il contatto è legata alla differenza fra i valo- 
ri D, e D, della fase ai due estremi del contatto !). Poiché i valori 
della differenza D, — ®,, che variano per un intero multiplo di 2a, 
sono fisicamente identici, è ovvio che la funzione 


Îj=j (Do), Do; as D, a Di (90,1) 


deve essere periodica di periodo 2x. L'operazione di inversione del 
tempo cambia il segno della corrente j e, al tempo stesso, il segno 
della fase D,, (in quanto le funzioni d’onda vanno sostituite dalle 
loro coniugate complesse). Ciò vuol dire che la funzione (50,1) deve 
essere dispari e annullarsi per D,, = 0. Essendo, s'intende, limita- 
ta, la funzione j (D,,) ha un massimo e un minimo fra i quali varia al 
variare della differenza di fase; in virtù della disparità della funzione 
i moduli di questi valori sono uguali (indichiamoli con + jm). 

E da notare che la scrittura (50,1) suppone che sia trascurato 
l'influsso sulla corrente del campo magnetico indotto delle correnti 
all’interno del contatto. In caso contrario al posto della differen- 
za ®D,; dovrebbe figurare l’espressione invariante di gauge 


2 
O, -® + | Asd. 
1 


Essendo trascurabile lo spessore dello strato dielettrico è possibile 
trascurare l’integrale della funzione continua A, (x), e questa condi- 
zione è facilmente verificabile (mentre i valori del potenziale stes- 
so A, ai due estremi del contatto si possono supporre identici). 

La definizione della forma della funzione j (®,,) in tutto il domi- 
nio di temperature è possibile soltanto in base alla teoria microsco- 
pica. Ci limiteremo qui allo studio fenomenologico nei limiti di 
applicabilità della teoria di Ginzburg-Landau. 

Se il contatto fosse completamente impenetrabile per gli elet- 
troni le funzioni d'onda y di ciascun superconduttore verificherebbero 
sul loro estremo del contatto le condizioni al contorno (45,15): 


mp SE pi=0, 


dx he ©* 
Po 2ie nu 
dx hic Axp9=0. 


1) Affinché la corrente superconduttrice passante per il contatto sia di 
intensità notevole, lo spessore dello strato dielettrico deve essere molto piccolo: 
=10-? cm. Tali distanze sono piccole anche rispetto al più piccolo parametro 
di lunghezza caratteristico nel superconduttore, ossia rispetto alla lunghezza 
di coerenza Èo. In questo senso lo strato deve essere considerato come indefini- 
tamente sottile, e la teoria non tiene conto del comportamento della fase al- 
l'interno di questo strato. 
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La penetrabilità finita della barriera e i valori finiti di y sulle fron- 
tiere del contatto implicano la comparsa, nei secondì membri delle 
condizioni suindicate, di espressioni diverse da zero e dipendenti dai 
valori che w assume dall’altra parte del contatto. Essendo y piccola 
(nell’intorno del punto di transizione 7.), ci si può limitare in queste 
funzioni ai termini lineari in w, scrivendo cioè 


19 ie ò 2i 
e Aa Ge dea I (50,2) 


il coefficiente 1/4 è proporzionale alla penetrabilità della barriera. 
Le uguaglianze (50,2) devono soddisfare alle condizioni di simmetria 
rispetto all’inversione del tempo: esse devono restare valide per le 
trasformazioni + + w*, A + — A; ne segue che la costante A è reale 
(allora per la suddetta trasformazione le uguaglianze (50,2) coinci- 
.dono semplicemente con le loro coniugate complesse). 

Il legame fra l’intensità della corrente superconduttrice attraver- 
so il contatto e la differenza di fase della funzione w si può definire 
applicando la formula (45,14) a uno dei lati del contatto (a quello 1, 
per esempio): 

. «* 2 
i e e e 


2m 1 dx dx me 


Sostituendovi d,/0r ottenuto dalla condizione al contorno (50,2) 
avremo 

iel 

3 (Piva — Vai). 


Per i contatti di metalli identici le grandezze ‘, e ‘p, differiscono 
unicamente per la loro fase; allora la densità di corrente è 


; : ì hi 
j=jmsen Oy, in==7ll?. (50,3) 


j=— 


‘All’avvicinarsi al punto di transizione la | w |? tende a zero come 
T; — T; quindi, secondo la stessa legge, tende a zero anche la densità 
massima di corrente attraverso il contatto 1). 

Supponiamo ora che al contatto di tunnel sia applicata da una 
sorgente esterna una certa differenza di potenziale, cioè che nel con- 
tatto esista il campo elettrico E. Descriveremo questo campo me- 
diante il potenziale scalare che indichiamo qui con V:E = — AV. 


1) La teoria microscopica basata sul modello BCS mostra che fra j e D,, 
si verifica lo stesso legame (50,3) per tutte le temperature. La stessa teoria 
permette di legare j,, alla resistenza elettrica del contatto fra due metalli allo 
stato normale. Per un’esposizione dettagliata di questa teoria si veda, ad esem- 
pio, I. O. Kulik, I. K. Janson, Effetto Josephson in strutture tunnel super- 
conduttrici, Nauka, 1970 (ed. russa). 
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L'’influsso di questo campo sulla corrente superconduttrice attraverso 

il contatto si può determinare già in base alle condizioni di invarianza 
di gauge. | 

In assenza di campo (per V = 0) la fase della funzione d’onda 

è indipendente dal tempo: 0D/dt = 01). Per generalizzare questa 

uguaglianza al caso di esistenza di un campo elettrico osserviamo 

che la relazione generale deve essere invariante rispetto alla trasfor- 

mazione di gauge del potenziale scalare 

1 dy(t) 

fai iron 

che non incide sul potenziale vettoriale (supposto indipendente 

dal tempo). Così come abbiamo fatto per dedurre le trasformazioni 

(44,3) e (44,6), otteniamo che contemporaneamente a V deve essere 
trasformata la fase della funzione d'onda nel seguente modo: 


O-0+î x (1). (50,5) 


(50,4) 


Ne risulta con evidenza che è invariante di gauge la relazione 
OD 2e 


che si trasforma in 0D/0t = 0 per V=0. 
Per un campo elettrico indipendente dal tempo l'integrazione 
dell'uguaglianza (50,6) dà 


o=00-£ vr, 
dove D‘0 è indipendente dal tempo. Perciò, se al contatto è appli- 


cata una differenza di potenziale elettrica costante V,;, la differenza 
di fase su di esso è 


®,,= DL È vt 
217 Tot h 23% 


Sostituendo questa espressione nella (50,3) troviamo la corrente 
superconduttrice attraverso il contatto 


j= Pa sen | DO —- 2 Vost è (50,7) 


Siamo giunti a un risultato sorprendente: l'applicazione al contatto 
di tunnel di una differenza di potenziale costante implica la comparsa 
di una corrente superconduttrice alternata di frequenza 


2 
o;= 7 |eVay]. (50,8) 


1) Ricordiamo (si veda la nota alla pag. 156) che il fattore temporale 
exp (—2iput/f) viene escluso dalla funzione d’onda per il fatto che l’operatore 


hamiltoniano del sistema É è sostituito con d’'=HT— uN. 
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La potenza consumata dal contatto è data dal prodotto jV,;; la 
sua media (rispetto al tempo) è nulla, vale a dire manca un’emissio- 
ne sistematica di energia da una sorgente esterna, come deve essere 
per una corrente superconduttrice non legata a dissipazione di ener- 
gia. Sottolineiamo, tuttavia, che in presenza di forza elettromotrice 
esterna il contatto sarà attraversato da una certa corrente normale 
(debole per V;; piccolo) accompagnata da dissipazione. 

La conclusione circa la variazione periodica di frequenza (50,8) 
della corrente superconduttrice attraverso il contatto deriva già dal 
fatto stesso della dipendenza periodica di j da D,, e dalla dipendenza 
lineare di ®,, dal tempo; questa conclusione non è legata a nessuna 
ipotesi circa l’intensità della differenza di potenziale. Per quanto 
riguarda la formula concreta (50,7), essa è valida soltanto per la 
condizione che la frequenza ©; sia piccola rispetto alla frequenza 
Alh caratteristica per la superconduttività: 


ho; = 2 leV I<A(T). (50,9) 


PROBLEMA 


Scrivere l'equazione della corrente nel circuito composto dalla resistenza A 
e da un superconduttore a contatto di tunnel collegati in serie; al circuito è 
applicata la forza elettromotrice Vo. 

Soluzione. La caduta totale di tensione nel circuito è V, = RJ + Van 
dove J è la corrente nel circuito e V,; la differenza di potenziale ‘sul Lu ). 
Sostituendovi J = Jm. sen Dy, e Vai dalla (50,6) otteniamo 


ho dg _ 


Sottolineiamo che la corrente alternata descritta da questa equazione è di 
carattere non sinusoidale. 


$ 5I. Legame fra la corrente e il campo magnetico nel superconduttore 


Al $ 44 abbiamo dedotto le formule che definiscono il legame fra 
la corrente e il campo magnetico nel superconduttore nel caso limite 
(dei London) di variazione lenta di tutte le grandezze lungo il volume 
del corpo; in questo caso il campo si è supposto debole, cioè piccolo 
rispetto al suo valore critico. Ora studiamo questa questione per il 
caso generale di un campo statico variabile nello spazio in modo arbi- 
trario supponendolo, come prima, debole. La locuzione « variabile 
in modo arbitrario » significa qui che il campo può variare notevol- 
mente a distanze — È, (ma, ovviamente, varia sempre poco a di- 
stanze dell'ordine di grandezza del reticolo costante; pertanto la 


non omogeneità del mezzo (metallo) è inessenziale alle distanze 
atomiche). 


1) Trascuriamo qui la corrente normale piccola (per Vo piccolo) nel 
superconduttore. 
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Nel caso generale il legame fra la corrente e il campo magnetico 
in un mezzo illimitato è rappresentato dalla formula integrale 
Seguente: 


ii (e=— (On (er) Ap (1°) da, (54,1) 


dove il nucleo Q;x dipende unicamente dalle proprietà del mezzo 1). 
Alla dipendenza lineare della (51,1) corrisponde l’ipotesi di debolez- 
za del campo. 

Come è noto, la densità di corrente si può considerare come la 
derivata variazionale dell’energia del sistema rispetto al potenziale 
vettoriale: la variazione della funzione di Hamilton del sistema al 
variare di A è 


1(. 
6H=— 1 \j6A dz 


(si veda III (115,4)). Pertanto il nucleo Qi, nella (51,1) è la derivata 
seconda variazionale e la simmetria rispetto all’ordine della doppia 
derivazione (rispetto ad 4; (r) e A,, (r’)) significa che 


Qin (e —r)= Qui(e — r). (51,2) 

Sviluppando A (r) e j (r) in integrali di Fourier, scriviamo il 
legame (51,1) per le componenti di Fourier nella forma 

i (k) = — Qu (K)Ax (K), (91,3) 


dove in accordo con la (51,2) Q;x (k) = Q4; (—K). o 

Alcune proprietà importanti della funzione Q;x (k) derivano già 
dalla condizione di invarianza di gauge. La corrente j non deve 
variare per la trasformazione di gauge A (r) + A (r) + Vx (r) o, per 
le componenti di Fourier, 


A (k)+ A (k) + iky (k). 


Ciò vuol dire che il tensore Q;x (k) deve essere ortogonale al vettore 
d’onda 


Qi (k) kn = 0. (51,4) 
In particolare, nel cristallo di simmetria cubica la dipendenza 
tensoriale di Q;, si riduce ai termini della forma è;x e K;kx; allora 
dalla (51,4) risulta che 
f kik 
Qin= bin 73° Q (k), (91,9) 


dove Q (k) è una funzione scalare. 


1) Il problema del mezzo illimitato a questo proposito ha un significato” 
puramente formale. Il suo senso reale consiste nell’applicazione ulteriore dei 
suoi risultati al problema del mezzo limitato; si veda il paragrafo seguente. 
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Per i calcoli ulteriori consideriamo una trasformazione di gauge 
del potenziale nella quale div A (r) = 0. Ciò significa per le com- 
ponenti di Fourier che kA (k) = 0. Pertanto il legame (51,3) fra 
la corrente e il potenziale si riduce all’uguaglianza 


j (£) = —Q (k) A (k), (51,6) 
cioè sarà definito dalla sola funzione scalare @Q (k). 
Alla situazione dei London corrisponde l’espressione limite di 


Q (k) per k—0. É facile ottenere questa espressione applicando 
l'operazione rot ad entrambi i membri dell’equazione (44,8): 


2 
rotj= — li rot À 


e tenendo conto dell'uguaglianza div A = 0. Osservando che in 
virtù dell’equazione di continuità si ha anche div j = 0, otteniamo 


Aj= — 22 AA. 


Nello spazio illimitato per le funzioni j (r) ed A (r) ovunque finite 
ne consegue che 

‘ eng 

jir)= — o A (r), (01,7) 
vale a dire, l’intensità della corrente in ogni punto è determinata 
unicamente dal valore del potenziale nello stesso punto. La stessa 
uguaglianza sussiste per le componenti di Fourier j (k) e A (k), e dal 
confronto con la (541,6) risulta che Q (k) è data dalla seguente espres- 
siorie indipendente da k 1): si 

9 | ra br | 
Q (k)= = per k->0. (51,8) 


mc 


Il contenuto ulteriore del presente paragrafo consiste nel calcolo 
di Q (k) per il modello BCS con cui si intende, come abbiamo detto, 
un gas di Fermi degenere isotropo a debole attrazione fra le particelle 
(elettroni). Al tempo stesso è supposto che queste particelle interagi- 
scano con la loro carica e con il campo magnetico. 

Al $ 42 sono state dedotte le equazioni (42,5) per le funzioni di 
Green termiche del gas di Fermi in assenza di campo esterno. L’in- 
troduzione del campo magnetico si realizza con la sostituzione dell’o- 


peratore y-+ vy — ieA/c nell’operatore hamiltoniano 1240), (7,7) °). 


Quindi, la stessa modifica si produce nell'equazione (7,8) per Y e, 
rispettivamente, si fa la sostituzione y+ y + ieA/c nell’equazio- 


1) In questo e nei RAFaBrl successivi la profondità di penetrazione dei 
L- 


London è indicata con 
2) Più avanti nel presente paragrafo (nelle equazioni (51,9-19)) poniamo 


h= 1. 
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ne analoga per Y+; lo stesso si riferisce, evidentemente, anche alle 


equazioni per YM e ‘YM. Quanto al termine di spin (— 0H) corri- 
spondente all’interazione diretta fra il momento magnetico dell’elet- 
trone e il campo, esso è piccolo e lo si può trascurare nell’'operatore 
hamiltoniano e nelle equazioni. Quando l’operatore y è applicato 
alle funzioni $ (t,r; v',r')e FF (t,r; t',r'), sono soggetti a derivazio- 
ne gli operatori YM (t,r)e YM (7, r), rispettivamente. Perciò anche 
nelle equazioni (42,5) l’introduzione del campo magnetico si realiz- 
za mediante le medesime sostituzioni y + y + ieA/c. 

L'esistenza di un campo esterno viola l'omogeneità spaziale del 
sistema per cui la dipendenza delle funzioni di Green dagli argomen- 
ti r er’ non si riduce più alla dipendenza da r — r'; dagli argomenti 
te T', invece, le funzioni dipendono sempre mediante la differenza 
t— t. Scriviamo le equazioni per le componenti di Fourier in 
te) 


{it +9 [v-ZAM]+n} S (Csi ra 1°) + 
biagl Csi r,r')=ò(r), (51,9) 
{i+ |v+EAM]+n}F nm 
— gl* PACS r,T r')=0. 


Nel caso di campo debole, che verrà qui considerato, queste 
equazioni si possono linearizzare; poniamo 


G=-GOLGI, 
F=FO0LFA 


(dove i primi termini sono i valori delle funzioni in assenza di cam- 
po e i secondi piccole correzioni lineari rispetto al campo) e conser- 
viamo nelle equazioni i soli termini infinitesimi del primo ordine 
rispetto ad A. 

Inoltre, si deve tener presente che l’esistenza del campo cambia 
anche la funzione d’onda condensata &£, che nel dato caso non si 
riduce a una costante. Tuttavia, questa complicazione è eliminata 
con la trasformazione di gauge del potenziale vettoriale, nella quale 


divA=0. (51,11) 


Infatti, la correzione del primo ordine (al valore costante #‘%) nella 
funzione scalare È (r) non potrebbe essere che proporzionale a div A; 
per la condizione (91, 11) essa si annulla. Pertanto nelle iii 
linearizzate si può porre con l’approssimazione richiesta g E 

= g&0 = A, dove A è la fessura nello spettro energetico del gas in 
assenza di campo (grandazza reale). 


(91,10) 
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Come risultato le equazioni linearizzate (51,9) diventano 
(++) FA ir, MATO (1,1) = 
= A(MVvIO (rr), 
(-i+ +) FO, MAGO: 1, 1)= 
=—-LAMVIO (tr—r). 


mc 


(54,12) 


Data la linearità di queste equazioni in A è sufficiente risolverle 
per una delle componenti di Fourier del campo, cioè 


A (r) = A (k)eik, KA (k)=0. (54,13) 


Per tale A (r) si può separare immediatamente la dipendenza 
delle funzioni $) e F dalla somma r + r’, ponendo 


GA) (ts; r, r') =#g& (C:; E r') eik(r+r')/2, 
FD (ts; r, r°)=f (Ca r—r') eiele+e)2, 


Dopo questa operazione la prima delle equazioni (51,12) diventa 
così 


[to +3t (v+-k)+n]eGir—m)+AfGir-m)= 


= de A (k) etk(r-r")/2w7G(0) (t,; = r') 


(54,44) 


e analogamente per la seconda equazione. Eseguiamo ora la trasfor- 
mazione di Fourier delle funzioni g e f in r—r’. Infine arriviamo 
al seguente sistema di due equazioni algebriche: 


[it (p+$)"+n]e(% P)+4f% p)= 
e 1 pA (k) $00 [to p—_+) , 
| -it-3 (P+5) +] f (Cs, P)_ Ag (ts P)= 


e = k ) 
= — PA (k) FO (tp_7) 


(51,15) 


Dopo trasformazioni semplici mediante le espressioni (42,7-8) 


per le funzioni $(9 e #‘®, la soluzione di queste equazioni si riduce 
alla forma 


Ios +) (i6s -) +4? 
ee p= PA a 6110 
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dove e, = e(p+k/2), n+: =n(ptx k/2) (quanto alla funzione 
f (î., p) non ne avremo bisogno in seguito). 

— Passiamo al calcolo della corrente. A tale scopo partiamo dalla 
nota espressione dell'operatore densità di corrente nella rappresenta- 
zione della seconda quantizzazione !) 


DE è & BR % Da DI da È 
= (VA) Pa Ya (Vol AYiT.. 


Per passare alla rappresentazione di Matsubara è sufficiente sostitui- 
re gli operatori di Heisenberg W, Y+ con quelli di Matsubara wu, 
WM, Ricordando la definizione della funzione di Green (37,2) tro- 
viamo che la densità di corrente (elemento matriciale diagonale dell’o- 
peratore jla cui media è presa rispetto alla distribuzione di Gibbs) 
può essere scritta nella forma 


s ie P cul e? 
j(r)=2 > LV —V)s(c,riv;r le=r., duri (r) n, (51,17) 


dove n è la densità del numero di particelle (il fattore 2 è dovuto 
a Gua = 29). 

Sostituendo & = $9 + $( nella (51,17) il termine in $09 
scompare: per un sistema omogeneo e isotropo la funzione $‘® (r — 
— r’)è pari e la sua derivata si annulla per r — r' = 0. Passando anche 
alla trasformazione di Fourier in t — 7’, otteniamo: 


im=£T S Iw-wWIA (tir, re TEA (0), 


mc 
s==- 00 


e sostituendovi A (r) e $( dalle (51,13) e (51,14) abbiamo 


ia= (pe (te DETTA 


m mc 
8s=— 00 


Riportandovi g ($,, p) dalla (54,16) è comodo considerare la 
trasversalità dei vettori j (k) e A (k) e prendere la media nella dire- 
zione p, nel piano perpendicolare alla direzione k in base alla formula 


PriPin="5 sen? 0 (Ben | ) 


1) Si veda III, $ 115. Qui è omesso un termine che rappresenta il contribu- 
to alla corrente da parte dello spin delle particelle. Per un sistema non ferro- 
magnetico (in cui la funzione di Green £,g = Sapé) questo termine si annulla 
quando si prende la media. : 
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dove 0 è l’angolo fra k e p. In seguito otteniamo l’espressione per la 
funzione Q (k), che definisce il legame fra j (k) ed A (k): 


_@T (Got 1) (Re +0) FAI dp ne 
Q (k)= mic DI {P° sen?0 a) GT — CESE a ; 


SsE=— 00 


(54,18) 
4 k \2 
eL=n+ 4°, n= (P +3) — Ul. 


Scritti così gli integrali e la somma che qui figurano sono formal- 
mente divergenti. Sebbene queste divergenze siano in realtà fittizie, 
il calcolo deve essere eseguito con prudenza: prima che sia eliminata 
la divergenza il risultato può dipendere anche dall'origine in cui 
viene effettuata l’integrazione e la sommatoria. 

Si può superare questa difficoltà tenendo presente una circostan- 
za evidente a priori. Il fatto è che per A = 0 deve essere Q = 0 in 
quanto nel metallo normale non esiste in generale corrente super- 
conduttrice. Pertanto, senza modificare la risposta, possiamo sottrar- 
re dalla (51,18) la stessa espressione con A = 0: 


TOS Tote) Gs +m-) +A2 
on DI (pene {ET 


Ss 00 


1 d3p 
(its — ne) (its — n)I (2n)8 * Sito 
Questa espressione è già ben convergente e, quindi, l'integrazione e la 
sommatoria si possono eseguire in essa in qualsiasi ordine. 
Osserviamo anzitutto che i valori cercati k sono piccoli nel senso 
che 4< pp; questa disuguaglianza esprime semplicemente il fatto 
che le distanze caratteristiche, alle quali nel superconduttore cambia- 
no il campo e la corrente, sono grandi rispetto alle distanze fra 
le particelle (cioè rispetto a —1/p F). 
Prima integriamo la (51,19) in dp. Questo integrale è è concentrato ‘ 
soprattutto in un dominio ristretto degli impulsi in prossimità della 
superficie di Fermi, ossia nel dominio |p — pr |- È, dove 


Me ML 5 vpk cos 8 = ve (P— pr) È 5 vek così, 


qui il fattore p* nell’espressione integranda si può sostituire con pf 
e l’integrazione in d°p con quella in 2rmp pd d cos 8. Dopo questa 
operazione l’integrale in dn del secondo termine fra parentesi graffa 
nella (51,19) si annulla: il cammino di integrazione in esso può essere 
chiuso da una semicirconferenza infinitamente lontana nel piano 
delle n complesse, mentre l’annuallarsi dell’integrale è la conseguen- 
za del fatto che ambedue i poli dell’espressione integranda apparten- 
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gono a un medesimo semipiano (superiore o inferiore a seconda del 
segno di &,). L'integrazione in dn nel primo termine della (51,19) 
è elementare, dopo di che non resta che l’integrale nella variabile 
x = cos 0. Introducendo inoltre la densità n in base all’uguaglian- 
za pf = 3n?n, otteniamo il risultato finale (in unità usuali) nella 
forma seguente: 

00 1 


: __ INT ne? \ A2° (1-2) dr 
@ (e) =" DI TERA. DR, 


t= (2841) n7 


(J. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schrieffer, 1957) 1). 

Nel caso limite di valori piccoli di k(KEÉ,«& 1, dove Eg 
= hu plAo — hu plT.; è la lunghezza di coerenza) si può mostrare 
che l’espressione (51,20) si riduce all'espressione dei London (51,8) 
indipendente da g, ma non ci soffermeremo su ciò. 

Nel caso limite inverso, in cui XÉg> 41, nell’integrale (51,20) 
è essenziale il dominio x < T./hkvp« 41. Pertanto si può trascura- 
re 2? rispetto a 1 nel numeratore dell'espressione integranda e dopo 
(data la convergenza rapida) estendere l’integrazione da —co a co. 
Come risultato otteniamo 


3n?2ne2T 
Q(k)= 2mehvpk DÒ = 2-4 A2 ° 


s=— 00 


SEZ — 00 —- 


Eseguendo la somma mediante la (42,10) rappresentiamo questa 
formula come segue ?): 
cB __Anne? 3a? | 

Omar, RS Athr, REDI. (61,21) 
Per T< T., abbiamo ns n, Ax Ao e allora Be 1/6578,. Per 
T, — T&T: la fessura A è piccola cosicché th (A/27) & A/2T,,; 
tenendo conto delle formule (40,4-5) e (40,16) ritroviamo 8 — 1/63 E. 
In tal modo in tutto il dominio delle tempe eture da 0 a 7, si ha 


B > 1/6£$0. (51,22) 


.__ Dunque, la funzione Q (k) resta pressappoco costante nel dominio 
k < 1/È, (e nell’intorno del punto k = 0 si sviluppa regolarmente in 
potenze di X?); all’esterno di questo dominio la funzione Q (k) de- 
cresce per 4 > 1/È, secondo la legge 1/k. A questo andamento della 


1) Questo metodo, che permette di ottenere il risultato richiesto mediante 
le funzioni di Green termiche, appartiene ad A. A. Abrikosov e L. P. Gorkov 
(1958). 

— 2) Una formula di questo tipo è stata proposta da A. B. Pippard (1953) 
in base a considerazioni qualitative ancora prima della creazione della teoria 
microscopica della superconduttività. 
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funzione @ (k) corrisponde la funzione nelle coordinate Q (r) decre- 
scente lentamente (come 41/r?) nel dominio r < È, e rapidamente 
(secondo una legge esponenziale) all’esterno di questo dominio. 
Quindi, la correlazione fra il campo e la corrente si estende sempre 
a distanze —&,. Sottolineiamo che questa affermazione è valida in 
tutto il dominio delle temperature da zero a 7.,. Abbiamo confermato 
così l'affermazione fatta al $ 44 sull’universalità di £, quale parame- 
tro di lunghezza caratteristico per la superconduttività. 


$ 52. Profondità di penetrazione del campo 
magnetico nel superconduttore 


Applichiamo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente al 
problema della penetrazione di un campo magnetico esterno nel 
superconduttore (questo problema è stato studiato al $ 44 nell’appros- 
simazione dei London). 

Supponiamo che il superconduttore sia limitato da una super- 
ficie piana e occupi il semispazio 7 >0, mentre il campo ester- 
no $ (e con esso anche l’induzione B all’interno del superconduttore) 
sia diretto parallelamente alla superficie, lungo l’asse z. Allora tutte 
le grandezze dipendono dalla sola coordinata x, mentre la corrente j 
e il potenziale vettoriale A (con div A = 0) sono diretti lungo l’asse y. 
L'equazione di Maxwell rot B = —AA = 4n j/c si riduce a 


a'(a=—Ej(2), s>0, (52,1) 


dove l’apice ‘indica la derivazione rispetto a . 

Le condizioni al contorno per questa equazione dipendono, però, 
dalle proprietà fisiche della superficie del metallo nei confronti 
degli elettroni che la colpiscono. È più semplice il caso di riflessione 
speculare degli elettroni da parte della superficie. È evidente che per 
questa riflessione il problema del semispazio corrisponde a quello 
del mezzo illimitato in cui il campo A (7) è distribuito simmetri- 
camente da ambo le parti del piano 7=0 (A (x) = 4 (—)). In questo 
caso la derivata A’ (x) come funzione dispari di x avrà una disconti- 
nuità per x = 0, cambiando di segno quando < passa per 0. In altre 
parole, alla condizione B = A’ = $ sulla superficie del semispazio 
corrisponde nel problema del mezzo illimitato la condizione 

A'(+0) — A" (0) = 286. (52,2) 

Moltiplichiamo l’equazione (52,1) per e-'* ed integriamola infdr 

nei limiti da —c0 a co. A primo membro dell'equazione scriviamo 
00 0 co co 
| A” eCihx da = { (A'ei8%)' dx + | (d'eta) dx + ik Î ‘A'eTih* dx. 


- 00 -— 00 0 — 00 
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I primi due integrali danno come somma —2$, mentre l’ultimo 
può essere integrato per parti poiché la funzione stessa A (7) è conti- 
nua per r=0. Otterremo l'uguaglianza 


26+%24 (=; (#), 


dove A (k) e j (X) sono le componenti di Fourier delle funzioni A (x) 
e j (x) definite in tutto lo spazio. Quindi, esse sono legate dalla rela- 
zione j (4) = —Q (K) A (k), dove Q (k) è data dalle formule ottenute 
al paragrafo precedente. Otteniamo così le componenti di Fourier 
del campo 


29 


La profondità di penetrazione è è definita come” 
Mei __46=9 
8=7 {B (2) dx o. (52,4) 


0 


Esprimendo A (x = 0) mediante le componenti di Fourier' A (k) 
ricavate dalla (52,3) abbiamo 


10 dk 10 dk 
6=-g | 40) na) Pipino ie (090) 


In questo integrale è essenziale il dominio dei valori % in cui 
k? = 4xQlc. Nella situazione dei London (quando è, > É,) questi 
valori sono piccoli nel senso che KÈg« 41. Allora Q (X) è data dall’e- 
spressione (51,8) indipendente da £ e l'integrazione nella (52,5) 
conduce, naturalmente, al valore è = èr. 

Nel caso inverso di Pippard (quando è, < È) sono essenziali 
nell’integrale i valori X> 1/È,. Qui Q (k) è data dall'espressione 
(51,241) e l’integrale (52,5) dà 

6 = bp = 4/3%/2p1/8, (52,6) 


Tenendo conto della (51,22) troviamo quindi che la profondità di 
penetrazione di Pippard vale 


6p = (616)! (52,7) 


I calcoli suindicati si riferivano al caso di riflessione speculare 
degli elettroni da parte della superficie del metallo. Nel caso dei 
London, tuttavia, la profondità di penetrazione è indipendente in 
generale dalla legge di riflessione, come risulta con chiarezza dalla 


1) Per una legge esponenziale di annullamento del campo questa defini 
zione coincide con quella nella (44,13). 
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.deduzione del valore è, al $ 44; però> È; i particolari della strut- 
tura della superficie sono inessenziali. 

Ma anche nel caso di Pippard la dipendenza della profondità di 
penetrazione dalla legge di riflessione è di fatto poco importante. 
Così, nel caso di riflessione diffusa (quando le direzioni delle velocità 
degli elettroni riflessi sono distribuite in modo isotropo per qualsiasi 
«direzione di incidenza), che è opposta alla riflessione speculare, il 
valore ép supera soltanto di 9/8 volte il valore è nel caso di riflessio- 
ne speculare. 


‘$ 59. Leghe superconduttrici 


L'esistenza di impurità influisce molto più profondamente sulle 
proprietà dei superconduttori che su quelle dei metalli normali. Le 
correzioni alle grandezze termodinamiche del metallo normale resta- 
no piccole finché è esigua la concentrazione x di atomi dell’impurità; 
esse diventano notevoli soltanto per 7 — 1, cioè quando la distanza 
interatomica media dell’impurità è commensurabile con la costante a 
del reticolo. Sottolineiamo che parliamo qui, ovviamente, dei con- 
tributi elettronici nelle grandezze termodinamiche, e di quelle di 
esse che sono definite dalla densità media di distribuzione degli 
stati quantistici degli elettroni conduttori nello spazio degli impulsi 
{tali sono, ad esempio, il calore specifico e la suscettività magnetica 
di campi deboli). 

Un altro quadro si ha nei metalli superconduttori. Ciò è dovuto 
all’esistenza di un parametro di lunghezza caratteristico (lunghezza 
di coerenza È;) che è più grande di a. Poiché la diffusione degli elet- 
troni sugli atomi dell’impurità viola la correlazione fra gli elettroni, 
le proprietà del superconduttore possono variare notevolmente già 
quando la lunghezza del cammino libero degli elettroni / diventa 
uguale a È); quanto alla concentrazione x, essa resta ancora piccola. 
Diamo qui i risultati fondamentali qualitativi che sono indispensabi- 
li per una comprensione generale delle proprietà di queste leghe di 
piccola concentrazione !). 

Supponiamo che gli atomi dell’impurità non abbiano né momen- 
to meccanico né tanto meno magnetico (impurità .non paramagneti- 
che). In questo caso essi non fanno altro che influire debolmente sulle 
proprietà termodinamiche del superconduttore in assenza di campo 
magnetico. Il fatto è che queste impurità non violano la simmetria 
rispetto all’inversione del tempo. In effetti, l’interazione fra gli 
atomi dell’impurità, distribuiti in qualche modo, e gli elettroni si 
può descrivere mediante l’assegnazione di un campo potenziale 
U (r). In accordo con il teorema di Kramers, i livelli energetici degli 

1) La teoria completa delle leghe superconduttrici costruita da A. A. Abri- 


‘kosov e L. P. Gorkov è abbastanza complicata e supera i limiti del presente 
libro. Si vedano gli articoli originali in ZETF 35, 1558 (1958); 36, 319 (1959). 
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elettroni in questo campo restano doppiamente degeneri, mentre gli 
stati corrispondenti a questi livelli sono mutuamente invertiti nel 
tempo e, quindi, gli elettroni possono formare in essi coppie di 
Cooper. Ciò avverrà come sopra in prossimità di una superficie di 
Fermi marcata, con la sola differenza che la superficie stessa deli- 
mita ora gli stati riempiti non più nello spazio degli impulsi, bensì 
nello spazio dei numeri quantici del campo Z (r); per una piccola 
concentrazione dell’impurità la densità di stati quantistici in prossi- 
mità della superficie di Fermi varia poco. 

È chiaro perciò che dopo il calcolo della media rispetto alla 
disposizione degli atomi dell’impurità, si devono ottenere delle for- 
mule che differiscono da quelle della teoria dei superconduttori puri 
solo per correzioni infinitesime dell'ordine di x. In particolare, tra- 
scurando queste correzioni, la temperatura del punto di transizione 7, 
e il salto in esso del calore specifico non cambiano (P. W. Anderson, 
1959). Pertanto non cambierà il rapporto a?/b fra i coefficienti nel- 
l'equazione di Ginzburg-Landau (si veda la (45,8)); la forma stessa 
di questa equazione è in generale indipendente dall’esistenza o meno 
di impurità, e vale in misura uguale sia per i superconduttori puri che 
per le leghe superconduttrici. 

D'altra parte, le proprietà magnetiche del superconduttore, in 
particolare la profondità di penetrazione del campo magnetico, 
variano notevolmente già per / — È,. Stimiamo la profondità di 
penetrazione partendo dall’ipotesi che, anche se la concentrazione 
1° la lunghezza del cammino libero sia /« È, (A. B. Pippard, 
1953). 

Le collisioni fra gli elettroni e gli atomi dell’impurità eliminano 
la correlazione nel moto degli elettroni a distanze r = /. Ciò vuol 
dire che il nucleo @ (r) nella relazione integrale fra la corrente e il 
campo nel superconduttore si annullerà esponenzialmente già a di- 
stanze r — l< 5. Nella rappresentazione degli impulsi la funzio- 
ne Q (k) ora resterà rispettivamente costante nel dominio % < 1/l. 
Il valore di questa costante si può definire mediante una « cucitura » 
per kl — 41 con la formula (51,214), che rimane valida per k> 1//> 
> 1/€,. Troviamo così che 

ne®? 1A A | 

La profondità di penetrazione è è definita dalla relazione %? — 

= Q (k)/c per k = 1/8 (si veda il $ 52). La (53,1) permette di ottenere 


ur 1/2 r 1/2 | 
8 839 (7=0) ados _ g(puro) (7) (#2) 2 (53,2) 


e, affinché questa formula sia valida, deve essere verificata la disugua- 
glianza 6> I, che giustifica l’applicazione della (53,1); l’indice 
« puro » indica il valore in assenza di impurità (il valore del supercon- 


268 CAPITOLO V 


duttore puro è inteso anche per È). L'espressione (53,2) si può rappre- 
sentare anche mediante la formula dei London, intendendo con la 
densità del numero di elettroni superconduttori la grandezza 

ns > nouroE./l. (53,3) 
Nei termini dei coefficienti a e d dell'equazione di Ginzburg-Landau 
la relazione (53,2) significa (si veda la (45,16)) che 
Dia (È Fo 
(9A @ fpuro è 


Tenendo anche conto dell’indipendenza suindicata del rapporto 
a?/b dalla impurità, troviamo che 


a-opuroboll,  d = bpuro (Eo/l)?. (53,4) 
Di qui, in accordo con la (45,17), il raggio di correlazione è 
5 (T) — È (T)puro (U/E0)!/° (93,5) 
e il parametro x (45,18) vale 
% => X%puroGo/!> *puroe (53,6) 


Per una lunghezza di cammino libero sufficientemente piccola si 


ha x >41/V 2 in modo che i superconduttori sufficientemente « impu- 
ri » sono di seconda specie. 

Il dominio di applicazione delle equazioni di Ginzburg-Landau ai 
superconduttori « impuri » dal lato delle temperature basse è limitato 
di fatto soltanto dalla condizione 7, — T< 7,. In questo caso la 
disuguaglianza necessaria è (7) > / è equivalente alla condizione 
più debole seguente: 

Te- 


T 3 
FT & *puro (*) nd 


Infine, spendiamo qualche parola sulle proprietà dei supercondutto- 
ri con impurità paramagnetiche. Queste impurità violano la simme- 
tria del sistema rispetto all’inversione del tempo e, quindi, violano 
il fenomeno stesso di accoppiamento degli elettroni (se i momenti 
magnetici esistono, l'inversione del tempo richiede che anche questi 
momenti cambino di segno, il che significa di fatto la sostituzione 
di un sistema fisico con un altro). Una misura numerica dell'influ- 
enza di queste impurità sulle proprietà del superconduttore è rappre- 
sentata dalla lunghezza del cammino libero l, nei confronti della 
diffusione con cambiamento della direzione di spin (dovuto all’in- 
terazione di scambio con gli atomi dell’impurità). La supercondutti- 
vità scompare allorché la concentrazione x raggiunge il suo valore 
critico, per cui Z, — Éo- 
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In realtà, però, esistono due concentrazioni critiche, entrambe 
dello stesso ordine di grandezza. Per la più piccola di esse (x,) la 
fessura A nello spettro energetico si annulla, mentre la funzione 
d’onda condensata # diventa nulla solo per una certa concentrazione 
x, > x;. Nel dominio delle concentrazioni comprese fra i valori 
x,@z,siha superconduttività senza fessura. Poiché nel dedurre l’equa- 
zione dei London al $ 44 abbiamo utilizzato soltanto il fatto stesso 
dell’esistenza della funzione condensata e considerazioni di invarian- 
za di gauge, è chiaro che le proprietà fondamentali del supercondut- 
tore, ossia l’esistenza della corrente superconduttrice e l’effetto 
Meissner, si conservano ugualmente in questo dominio. Per quanto 
riguarda la mancanza di una fessura nello spettro, ciò si rivela 
(nelle proprietà di equilibrio del conduttore) nell’andamento non 
esponenziale del calore specifico. È da notare che qui non c’è nessuna 
contraddizione con il criterio di superconduttività di Landau ($ 23), 
poiché questo criterio è in generale inapplicabile a sistemi non 
ordinati (di tipo delle leghe in questione), in quanto le eccitazioni 
elementari non sono caratterizzate da un impulso ben determinato !). 


$ 54. Effetto Cooper per momenti orbitali 
non nulli di una coppia 


Si è già detto più di una volta che alla base della comparsa della 
superconduttività in un sistema di Fermi vi è l’effetto Cooper, ossia 
la formazione di stati legati (accoppiamento) da parte delle particelle 
che si attraggono sulla superficie di Fermi. Per un gas di Fermi la 
condizione di attrazione si formula come condizione di negatività 


della distanza di diffusione a = | U dz, cioè che l’ampiezza di diffu- 


sione di due particelle nello stato a momento orbitale nullo rispetto 
al moto sia positiva, / = 0 (è questo stato a dare il contributo prin- 
cipale nella diffusione alle piccole energie). 

Tuttavia è valida un’affermazione molto più forte, la quale dice 
che l'accoppiamento (e, come conseguenza, la comparsa della super- 
conduttività) si produce se l’interazione è di carattere attrattivo 
almeno per un valore del momento ! (L. D. Landau, 1959). Sotto- 
lineiamo che qui si tratta di un sistema isotropo (liquido o gas), dove 
gli stati si possono classificare in base ai valori di /. 

Dimostriamo questa affermazione per un gas di Fermi con un 
metodo che, in teoria, permette di determinare la temperatura 7, 
della transizione allo stato superfluido, partendo unicamente dalle 
proprietà del sistema (gas di Fermi normale) alle temperature 7 >7... 

Al $ 18 è stato detto che nel formalismo matematico delle fun- 
zioni di Green di un sistema di Fermi normale l’energia dello stato 


. 1) Per la teoria della superconduttività senza fessura si veda l’articolo 
originale di A. A. Abrikosov e L. P. Gorkov in ZETF 3, 1781 (1960). 
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connesso di una coppia di particelle si rivela come polo della funzio- 
ne di vertice I’; lo stesso si riferisce alla funzione di vertice termica 
(per 7 # 0) che indichiamo con 7. Dopo la comparsa di questo polo 
tutto il formalismo diventa in realtà inapplicabile, ma esso è ancora 
applicabile al primo momento, in cui, al diminuire della temperatura, 
per TY = T., compare il polo e l’energia di legame della coppia in 
questo istante deve essere nulla; in questo caso gli stati delle fasì 
normale e superfluida coincidono. 
Nel diagramma a scheletro 


3 I 


4 2° 


il cerchietto indica la funzione — 7. Il punto di transizione 7. 
è definito, in accordo con quanto detto sopra, come la temperatura 
per la quale Y ha un polo per 


Csi csi Cso ri 0, Pi Sf Pa = 0. (04,1) 


La prima uguaglianza esprime il fatto che le particelle che si accop- 
piano si trovano sulla superficie di Fermi e che l'energia di legame 
della coppia è nulla; la seconda uguaglianza significa che le particelle 
che si accoppiano hanno impulsi opposti. 

L' accoppiamento delle particelle compare già per un’attrazione 
debole a piacere. E chiaro che per la comparsa del polo è necessario 
che nella serie della teoria delle perturbazioni per una funzione di 
vertice ci siano dei termini, che contengono integrali divergenti per 
la condizione (54,1) e per 7,.+0 (con un'attrazione debole 7, 
è piccolo); in caso contrario tutte le correzioni al termine (finito) 
della prima approssimazione sarebbero piccole a priori rispetto 
all'ultimo per tutte le temperature e il polo non potrebbe comparire. 

A questa condizione corrisponde una serie di diagrammi « a gra- 


dini » 


O) J 
Rie eZ sa sip Pal ia pel 
+ i+ (542) 
( gr elba pig) 


Come si vedrà più avanti, in tutti questi diagrammi (a partire dal 
secondo) il fatto che l'interazione sia piccola (per aggiunta di linee 
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tratteggiate) è compensata, nel senso suindicato, dalla divergenza 
degli integrali 1). i 

Applicando a questa serie il procedimento che è stato già utiliz-. 
zato per passare dalla (17,3) alla (17,4), troviamo che l’uguaglian- 
za (54,2) è equivalente all’equazione in diagrammi 


ee p-0! #2 3 ip -p, 7 (54,3) 
È NS «—T Le, 
a fi A 


Agli estremi liberi e alle linee interne dei diagrammi corrispondono 
gli argomenti indicati nella (54,3) già tenendo conto delle condizio- 
ni (54,1): 


Pi= (0, pi) P3=(0, ps), Q= (it, q). 


La dipendenza spinoriale delle funzioni di Green di un gas perfet- 
to è individuata nella forma Sg} = dap9 e quella delle funzioni 
di vertice (senza antisimmetrizzazione!) nella forma 


I 10, a B (Ps, P,; P,, P.) si Sa rOps (Pi; Pi P,, P.). 


Sviluppando i diagrammi (54,3) in base alle regole indicate al $ 38 
e riducendo i fattori di spin, otteniamo l'equazione integrale che 
definisce la funzione Y: 


I (Ps, — Psi Pai — Pi) +7 DI \U (ps—q) SO (Ce, MD GM-L,, A) X 


d°q. 
xI (Q, —gG; Pi — Ps) pagg =U (Pi—P3). (54,4) 


Nella somma e negli integrali che vi figurano sono fondamentali 
i valori piccoli della variabile discreta &, e i valori q in prossimità 
della superficie di Fermi (si veda più avanti). Pertanto nei fattori 
U e 4 sotto il segno di integrale si può porre Gt, = 0eq= pp. 
Sulla superficie di Fermi giacciono anche i vettori p, e ps. In tal modo 
tutte le funzioni 7 ed U nell’equazione (54,4) dipenderanno ciascuna 
soltanto da una variablile indipendente, cioè dall'angolo formato 


1) Al diagramma (54,2) si dovrebbe associare la stessa serie di diagrammi 
con gli estremi 3 e 4 commutati, il che implica antisimmetrizzazione della 
funzione di vertice rispetto ai suoi argomenti di spin e orbitali. Tuttavia si 
può farne a meno per il problema posto qui della determinazione di 7,, poiché. 
i; polo compare contemporaneamente in ambedue queste parti della funzione 

i vertice. | 
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da due dei vettori p,, ps e q appartenenti tutti e tre alla superficie 
di Fermi. 

Ora si può risolvere l’equazione (54,4) sviluppando U e .7 in serie 
di polinomi di Legendre: 


U (0) = Ò (21+ 1) a P, (cos 0), 
ar (54,5) 


I (8)= d(21+1) T1Pi(cos 8) 
i=0 
dove è è uno degli angoli suindicati. Sostituendo questi sviluppi 


nella (54,4) e integrando sulle direzioni mediante il teorema sulla 
somma delle funzioni sferiche, otteniamo 


I ,(1+all)=a, (54,6) 
dove 


n=? x NET pi (atri (64M 


la funzione $‘(® è presa dalla (37,13) e nq = g°/2m — LR dae (d — 
— Pr). In accordo con la formula (42,10) abbiamo 


nn 1 Nq dsq 
= |th + c: (54,8) 


La divergenza dell’integrale in dq = dn/vp© nell'estremo superio- 
re è fittizia (si veda la nota alla pag. 197) e l’integrale deve essere 


tagliato in corrispondenza di un certo valore n = £,1). Ma per T+ 0. 
l'integrale diverge logaritmicamente anche nell’estremo inferiore, 
cioè si comporta come In (1/7). 

Dalla (54,6) si vede che 7; diventa infinita (cioè 7° ha un polo) 
per la condizione 


isxali=o (54,9) 


Ma questa equazione coincide formalmente con quella che definisce 
il punto di transizione per accoppiamento con / = 0, differendo da 
quest’ultima soltanto per la sostituzione della « costante di lega- 
me » g con —a; (cfr. la (42,11)); intendendo questa formula come 
l'equazione che definisce 7,, bisogna porre A = 0 dopo di che e (p) 
coincide con np. Vediamo quindi che la funzione di vertice ha un 
polo se almeno una delle grandezze a; è negativa; inoltre la tempera- 


1) Data la rapida convergenza della somma su s nella (54,7), in essa sono 
effettivamente essenziali soltanto le {, piccole, mentre il carattere logaritmico 
dell’integrale in dq giustifica l’ipotesi circa la vicinanza fra gq e pp. 
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tura di transizione è 
WM_ vr 2 


(si vedano le (40,4) e (39,19)). Se a1<0 per una serie di / distinti, 
la transizione si effettua alla temperatura 7 corrispondente a 
|a, | massimo 1). 

Si può mostrare che in ogni gas di Fermi (o liquido) composto di 
atomi elettricamente neutri le grandezze a; devono diventare in ogni 
caso negative per Z sufficientemente grandi (L. P. Pitaevskij, 1959). 
La causa è che nell’interazione fra atomi neutri esiste sempre un 
dominio di distanze (grandi) alle quali essa ha carattere attrattivo, 
la cosiddetta attrazione di Van der Waals. 

In un liquido di questo tipo realmente esistente — l’isotopo 
liquido He? — la comparsa della superfluidità è dovuta, probabil- 
mente, all’accoppiamento per . = 1 ?). Non ci soffermeremo sulla 
struttura della fase superfluida e studieremo in breve la sola questione 
della scelta del parametro d’ordine che faccia distinguere questa fase 
da quella normale. Una grandezza nulla sopra il punto di transizione 
e diversa da zero sotto questo punto è la funzione di Green anomala 
Fap (t,r,; t,rs) = Fap (ri — Ta); come è stato detto al $ 41, essa fun- 
ge da funzione d’onda delle coppie legate di particelle. La sua com- 
ponente di Fourier Fx (p) calcolata sulla superficie di Fermi (cioè 
per p = 2ppn) è funzione della direzione n (e non costante, come per 
l'accoppiamento con = 0). In virtù dell’anticommutatività degli 
operatori w la funzione Fg (n) è antisimmetrica, così come deve 
essere, rispetto alla permutazione delle particelle: Fap (n) = 
= — Foa (— n. 

Per "accoppiano con Z = 41 (come con qualsiasi momento 
dispari) FL è una funzione dispari di n, in modo che Fg è uno spi- 
nore simmetrico. Ciò vuol dire che lo spin di una coppia vale 1, come 
deve essere per lo stato di due fermioni identici con / dispari. Uno 
spinore simmetrico del secondo rango è equivalente a un vettore che 
indichiamo con d. Nel caso di = 1 la dipendenza di d da n deve 
corrispondere al polinomio di Legendre P, (cos 8), cioè deve essere 
lineare: d; = pix. A descrivere la fase superfluida è il tensore com- 
plesso del secondo rango w;, (non necessariamente simmetrico!). 
In realtà esistono due fasi superfluide distinte dello He? liquido che 
differiscono per la forma del tensore ;x. 

1) Notiamo che se tutte le 2, fossero positive la transizione non esisterebbe 
e la formula (54,6) per 7, sarebbe valida per tutte le temperature fino a 7 = 0. 


In questo caso le 7, tenderebbero a zero per 7 + 0 secondo la legge 7, 
co 1/| ln 7 |. Questo è l'annullamento per 7 = 0, menzionato nella nota alla 
pag. 44, della funzione J (e con essa della funzione di interazione delle quasi- 
particelle f) per le particelle con impulsi opposti. 

2) La transizione avviene alla temperatura -10-3 K. Osserviamo che la 
piccolezza di 7, garantisce l’esistenza del dominio di applicabilità della teoria 
del liquido di Fermi normale all’isotopo liquido He?. 


Capitolo VI 


ELETTRONI IN UN RETICOLO 
CRISTALLINO 


$ 55. Elettrone in un campo periodico 


Gli strati elettronici degli atomi in un cristallo interagiscono 
fortemente gli uni con gli altri per cui non si può parlare più di livelli 
energetici dei singoli atomi, bensì soltanto dei livelli per la totalità 
degli strati elettronici di tutti gli atomi del corpo nel suo insieme. 
Lo spettro energetico elettronico è di carattere diverso per tipi diver- 
si di solidi. Quale passo preliminare nello studio di questi spettri 
è necessario, tuttavia, considerare il problema più formale del com- 
portamento di un elettrone in un campo spaziale periodico esterno 
che funge da modello di reticolo cristallino. A ciò sono dedicati 
i $$ 55-60. 

La periodicità di un campo significa che esso non cambia per 
traslazione parallela rappresentata da un qualsiasi vettore del tipo 
a = na, + n3a, + n3a3 (dove a,, a,, a; sono i periodi fondamen- 
tali del reticolo ed n}, n, nz numeri interi): 


U(r+a)=U (1. (55,1) 


Pertanto l’equazione di Schridinger, che descrive il moto dell’elet 
trone in tale campo, è anch'essa invariante rispetto a qualsias 
trasformazione r +r + a. Ne segue che se v (r) è una funzione 
d’onda di un certo stato stazionario, allora anche w (r + a) è una 
soluzione dell’equazione di Schròdinger che descrive lo stesso stato 
dell’elettrone. Ciò vuol dire che ambedue le funzioni devono coinci- 
dere a meno di un fattore costante: w (r + a) = costante -+ (r). 
È evidente che la costante deve essere uguale in modulo all’unità; in 
caso contrario, per ripetizione infinita della traslazione a (o —a), 
la funzione d’onda tenderebbe all’infinito. La forma generale di una 
funzione con questa proprietà è la seguente: 


sk (r ) = e'krusy (r), (99,2) 


dove k è un vettore costante (reale) qualsiasi e vu, una funzione 
periodica 


Usk (r + a) = Uak (r). (90,3) 
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Questo risultato è stato ottenuto per la prima volta da F. Bloch 
(1929); le funzioni d’onda della forma (55,2) si chiamano funzioni 
di Bloch, e spesso l’elettrone in un campo periodico è detto elettrone 
di Bloch. 

Per k dato l’equazione di Schroòodinger ha in generale una serie 
infinita di soluzioni corrispondenti alla serie infinita di valori di- 
screti distinti dell'energia dell’elettrone € (k); l’indice s in psx nume- 
ra queste soluzioni. Lo stesso indice (numero della zona energetica) 
si deve assegnare anche ai diversi rami della funzione e = e; (k), 
ossia alla legge di dispersione dell’elettrone nel campo periodico. In 
ogni zona l’energia assume valori in un intervallo finito. 

Questi intervalli, per zone diverse, sono separati da « fessure 
energetiche » o in parte si sovrappongono; nell’ultimo caso a ogni 
valore dell'energia nel dominio di due intervalli sovrapposti corri- 
spondono valori distinti di k (in ciascuna zona). Geometricamente ciò 
significa che le superfici isoenergetiche corrispondenti a due zone 
sovrapposte s e s' si trovano in domini diversi dello spazio k. Formal- 
mente la sovrapposizione delle zone significa degenerazione, vale 
a dire che stati distinti hanno la stessa energia, ma poiché a questi 
stati corrispondono valori distinti di k, ciò non implica nessuna 
singolarità nello spettro. Si deve fare distinzione fra il caso generale 
di sovrapposizione, e l’intersezione di due zone quando e, (k) ed 
€’ (k) coincidono negli stessi punti k (le superfici isoenergetiche si 
intersecano). Di solito con degenerazione è inteso proprio questo caso; 
l'intersezione conduce alla comparsa di certe singolarità nello spettro. 

Tutte le funzioni yy con s o k distinti sono, ovviamente, mutua- 
mente ortogonali. In particolare, dall’ortogonalità di w.,x con s di- 
stinti e k uguali segue l’ortogonalità delle funzioni u,x. In questo 
caso, essendo queste ultime periodiche, è sufficiente integrare sul 
volume v di una cella elementare del reticolo; con una normalizzazio- 
ne appropriata si ha 


| ut dv = By. (55,4) 


Il significato del vettore k sta nel determinare l’andamento della 
funzione d’onda per traslazioni: la trasformazione r+r + a la 
moltiplica per eika: 


Pix (r + a) = e'b9y (r). (99,5) 


Ne consegue immediatamente che la grandezza k, per sua stessa 
definizione, è non univoca: i valori che differiscono per un qualunque 
vettore b del reticolo inverso conducono al medesimo andamento 
della funzione d'onda (il fattore exp {i (k + b) a} = exp (i ka)). 
In altre parole, questi valori di k sono fisicamente equivalenti e cor- 
rispondono a un medesimo stato dell’elettrone, cioè a una stessa 
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funzione d’onda. Si può dire che le funzioni w,yx sono periodiche 
(nel reticolo inverso) rispetto all’indice k: 


Ps, x+b (1) = wsx (1). (00,6) 
L'energia è anch'essa periodica: 
es(k+b)=8g; (k). (55,7) 


Le funzioni (55,2) rivelano un’analogia con le funzioni d’onda 
dell’elettrone libero, ossia con le onde piane p= costante- exp (ipr/h), 
dove il vettore costante 4k funge da impulso che si conserva. Siamo 
giunti di nuovo (come nel caso del fonone nel V, $ 741) al concetto di 
quasi-impulso dell’elettrone in un campo periodico. Sottolineiamo 
che in questo caso non esiste in generale un impulso che si conserva 
effettivamente, poiché la legge di conservazione dell'impulso nel 
campo esterno non è verificata, Tuttavia è sorprendente che in un 
campo periodico l’elettrone sia caratterizzato cionondimeno da un 
vettore costante. 

Nello stato stazionario di quasi-impulso dato %k, il vero impulso 
può avere, con probabilità diverse, un numero infinito di valori 
della forma % (k + b). Ciò deriva dal fatto che lo sviluppo di una 
funzione spazialmente periodica in serie di Fourier contiene termini 
della forma eib', 


Usk (r) si 2, ds, x+pe!d”, 


e pertanto lo sviluppo della funzione d’onda (59,2) in onde piane è 
Psx (r) = DI as, p+pei(i+0e, (55,8) 
b 2 


somme k -+ b esprime la proprietà di periodicità nel reticolo inverso 
(99,6). Sottolineiamo che questo fatto, così come la proprietà 
(55,6) non è una condizione supplementare imposta alla funzione 
d'onda, bensì conseguenza automatica della periodicità del campo 
U (r). 

Tutti i valori fisicamente distinti del vettore k appartengono 
a una cella elementare del reticolo inverso. Il « volume » di questa 
cella è (2x)*/v, essendo v il volume della cella elementare del reticolo 
cristallino stesso. D’altra parte, il volume dello spazio k/2xn determi- 
na il numero di stati che gli corrispondono (riferiti all'unità di volu- 
me del corpo). In tal modo, il numero di questi stati compresi in 
ciascuna zona energetica è pari a 1/v, cioè al numero di celle elemen- 
tari nell'unità di volume del cristallo. 

Oltre alla periodicità nello spazio k le funzioni e; (k) godono 
anche di simmetria rispetto alle rotazioni e riflessioni, corrispon- 
denti alla simmetria delle direzioni (alla classe cristallina) del 
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reticolo. Inoltre, indipendentemente dall’esistenza o meno del centro 
di simmetria in una data classe cristallina, si ha sempre 


€ (-k) = &; (k). (90,9) 


Questa proprietà è conseguenza della simmetria rispetto all’inver- 
sione del tempo. Infatti, in virtù di questa simmetria, se ,x è la 
funzione d’onda dell'elettrone in uno stato stazionario, allora la sua 
complessa coniugata wi descrive anch'essa uno stato con la stessa 
energia. Ma la wî per traslazioni si moltiplica per e-ik8, vale 
a dire che le corrisponde il vettore —k !). 

Consideriamo in seguito due elettroni in un campo periodico. 
Supponendoli come un unico sistema, avente w (r,, r,) quale funzione 
d’onda, troviamo che per traslazione parallela questa funzione deve 
essere moltiplicata per un fattore della forma e'8, dove k si può 
chiamare quasi-impulso del sistema. D'altra parte, a grandi distanze 
fra gli elettroni la funzione w (r;, rs) si riduce al prodotto delle fun- 
zioni d’onda dei singoli elettroni e per traslazione si moltiplica per 
etk1a eik:a, La condizione di coincidenza di ambedue le forme 
di questo fattore implica che 


k=k,+k, +b. (55,10) 


Ne segue, in particolare, che durante la collisione fra due elettroni 
in moto in un campo periodico la somma dei loro quasi-impulsi si 
conserva a meno di un vettore del reticolo inverso: 


k, +k,=k +k/+b. (55,14) 


L’ulteriore analogia fra quasi-impulso e vero impulso deriva dalla 
definizione di velocità media dell’elettrone. Il suo calcolo richiede 


che sia determinato l’operatore velocità v = r nella rappresentazio- 
ne k. Gli operatori in questa rappresentazione agiscono sui coeffi- 
cienti c,y dello sviluppo di una funzione d'onda arbitraria in auto- 
funzioni W;g: 


y= I \ Caupod8k. (55,12) 


Troviamo dapprima l’operatore T. Abbiamo l’identità 


rp=d Î catpadîk= YI Î ca(—i dl diete Dik ) dk. 


1) Quando le zone si sovrappongono, da queste considerazioni risulta 
soltanto, a rigore, che e; (—k) = e,. (k), dove se s' sono i numeri di certe zone. 
Tuttavia, mediante una scelta appropriata dei numeri dei rami distinti della 
funzione e (k), si può ottenere che l'uguaglianza (55,9) sia verificata. 
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Nel primo termine integriamo per parti e nel secondo sviluppiamo: 
la funzione du,y/0k (periodica come la funzione stessa us) nel siste- 
ma di funzioni mutuamente ortogonali u,y con lo stesso k: 


du sk 
dk 


= -iY sk") (55,13) 


dove (sk |£ |s'k) sono coefficienti costanti. Allora otteniamo 


Er 2 Î A co Di | ca (ok 12] sk) psxd9%= 


DE) {i su 1 3 (s'k | 2 | sk) cu} Wsxd?k. 


D'altra parte, per definizione dell’operatore r, deve essere 
ryp= y | (FC) Psxd3k. 


Confrontando con l’espressione ottenuta troviamo che 


rit +Ò, (55,14) 


dove l'operatore (hermitiano) f) è dato dalla sua matrice (s’k |Q [sk). 

È essenziale che questa matrice sia diagonale rispetto all'indice k, 

e perciò l'operatore € è commutativo con l’operatore k = k. 
L'operatore velocità si ettiene, in base a regole generali, median- 


te commutazione dell'operatore r con l’operatore hamiltoniano 


dell'elettrone. Nella rappresentazione k l'operatore hamiltoniano É 
è una matrice diagonale rispetto a k e al numero di zone s e con ele- 
menti £, (k) 1). Quanto all’ operatore 0/0k agente sulla sola variabi- 
le k, esso è diagonale nei numeri s. Pertanto nell'espressione 


freddi) 


v=+ (r—rf)= -3(74T-d DE h) +9 


il primo termine è una matrice diagonale di elementi 


41 41 s (k 
-3 (6) -%®]=7 pur, 


1) Più precisamente, si deve parlare di rappresentazione ks. Ricordiamo 
che le funzioni d’onda in questa rappresentazione, cioè le Csx» DON SONO completa- 


mente arbitrarie in quanto devono essere periodiche in k. 
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Gli elementi di matrice di £ sono legati a quelli di £ dalla relazione 


(sk | | s"k)=- [es (k) — 2» (l)] (sk | [s°k); 


questa espressione si annulla per s = s’, vale a dire che @ non ha 
elementi diagonali rispetto al numero di zona. Quindi, troviamo 
infine che gli elementi matriciali della velocità dell'elettrone sono 


(sk |v [sk)=2Q, (sk|v|s'k)=(sk[9[s"k) (8755). (55,15) 


Gli e'ementi diagonali di questa matrice rappresentano le medie 
della velocità negli stati corrispondenti. Quindi queste medie, come 
funzioni del quasi-impulso, sono date dall'espressione 


— _8des(k 
vv= GE (55,16) 


che è completamente analoga alla relazione classica ordinaria. 

Finora abbiamo ragionato a prescindere dall’esistenza dello 
Spin negli elettroni. Trascurando gli effetti relativistici (interazione 
spin-orbitale) e tenendo conto dello spin, ciò implica la doppia degene- 
razione di ciascun livello energetico, con valore dato del quasi- 
impulso k, nei due valori della proiezione dello spin su una direzione 
fissata nello spazio. Se invece si tiene conto dell’interazione spin- 
orbitale, la situazione è diversa a seconda che il reticolo cristallino 
abbia o meno centro d’inversione. 

L'interazione spin-orbitale per l’elettrone in un campo periodico 
è descritta dall'operatore 


Bi r= 7a (OvU] v, (55,17) 


dove.o è la matrice di Pauli (si veda IV, $ 33). Le funzioni d'onda 
soggette all’azione di questo operatore sono spinori di primo rango 
Psa, in cui © è un indice spinoriale. Secondo il teorema di Cramers 
(si veda III, $ 60) riferentesi a qualsiasi campo elettrico (compreso 
quello periodico), gli spinori complessi coniugati Psxa e Wika descri- 
vono sempre due stati distinti con la stessa energia. Poiché, al tem- 
po stesso, la funzione wîx corrisponde al quasi-impulso — k, arri- 
viamo di nuovo (ma questa volta tenendo già conto dell’interazione 
spin-orbitale) a una relazione della forma (55,9): 


&sc (—k) = €507 (k), (55,18) 
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dove gli indici o e o’ distinguono due stati di spin diversi (invertiti 
nel tempo) 1). 

L’uguaglianza (55,18) non significa, ovviamente, degenerazione 
nel senso di cui si è parlato sopra, poiché l’energia nei due membri 
dell'uguaglianza si riferisce a diversi valori di k. Ma se il reticolo gode 
di centro d’inversione, gli stati con k e —k hanno Jastessa energia. 
Allora abbiamo l’uguaglianza sc (k) = €so’ (k), la quale esprime 
di nuovo la doppia degenerazione di ciascun livello con quasi- 
impulso dato. 

Accanto alla degenerazione dovuta alla simmetria rispetto all’in- 
versione del tempo, per l’elettrone in un campo periodico può verifi- 
carsi anche una degenerazione dovuta alla simmetria spaziale del 
reticolo. A queste questioni è dedicato il $ 68. 


PROBLEMI 


1. Trovare la legge di dispersione per il moto unidimensionale dell’elettrone 
ini un campo periodico rappresentato nella fig. 10 (R. Kronig, W. G. Penney, 
30). 


Soluzione. La funzione d’onda nel dominio della buca I (0<x< a) ha 
la forma | 


p= c,et1% 4 cge 941%, “= V 2me/h, (1) 
e nel dominio della barriera II (—-b<x<0) 
p= cgei08 Lc,e!%28, x y=V Im e U0)/h ) 


Nel dominio della barriera successiva III la funzione d’onda deve differire 
dalla forma (2) soltanto per il fattore di fase 
e*k(atb), essendo a + è il periodo del campo: 


pa= eth(atd) (cget*a(x-0-b) Le,e i%2(x-2-5)), (3) 


Le condizioni di continuità di w e Y' nei punti 
x= 0 e = a forniscono quattro equazioni per 
C1) - + +, c,; la condizione di compatibilità di 
queste equazioni conduce all’equazione di disper- 
sione 


cos k (a+ b)=c08 x;a-C03 x3b — 


Fig. 10 i USI Ko 
#5 (+22) sen X10-Sen Xob, (4) 


che definisce in forma implicita la dipendenza cercata e (k). Per ec U la 
grandezza x, è immaginaria e allora l’equazione si deve riscrivere nella forma 


X 
cos & (a+ b)= cos xja-ch Ixadl +5 ( dl — "I ) sen x1assh Ixabl. (9) 


1) Tenendo conto dell’interazione spin-orbitale, l’operatore di proiezione 
dello spin non è più commutativo con l'operatore hamiltoniano, cosicché questa 
proiezione non si conserva e gli stati di spin non possono essere caratterizzati, 
a rigore, da questo numero. 


ELETTRONI IN UN RETICOLO CRISTALLINO 281 


Se passiamo nella (5) al limite U, + c0,b +0 per U,b = costante == Pa, 
otteniamo l’equazione di dispersione 


Pma? senx;a 
= a+ ——__ A 6 
cos ka= cos x4+—; TUR. (6) 


Essa permette di risolvere il problema dei livelli energetici nel campo periodico 
composto di picchi funzionali tipo è: 
U (x)=aP Y) 8 (2—an). 
n 


La fig. 11 rappresenta la costruzione grafica che illustra la distribuzione delle 
radici dell'equazione (6). Il secondo membro dell'equazione è rappresentato qui 


NENTI ATZAN / 


Fig. 11 


/ 


come funzione di xa; quando essa descrive i valori compresi fra +1 e —41, le 
radici descrivono i valori negli intervalli indicati con segmenti in grassetto 
sull'asse delle ascisse. 

2. Trovare la legge di dispersione per il moto unidimensionale di una parti- 
cella in un campo periodico debole U (2). 

Soluzione. Considerando il campo come piccola perturbazione, partiamo 
dall’approssimazione nulla in cui la particella compie un moto libero descritto 
dall’onda piana 


p(0) (2) = (Na)-1/2eihx 


la normalizzazione è per 1 particella sulla lunghezza Na; a è il periodo del 
campo); l’energia della particella vale £(°) = &?k?/2m. Rappresentiamo la 
funzione periodica U (x) sotto forma di serie di Fourier 


U (2)= > U ne&tinx/a, 


n= — 00Ì 


Gli elementi matriciali di questo campo rispetto alle onde piane sono diversi 
da zero soltanto per le transizioni fra gli stati con vettori d’onda k e &' = k + 
+ 2nr/a e in questi casi valgono Upa = Un. 

Nella prima approssimazione della teoria delle perturbazioni la correzione 
all'energia è data dall’elemento di matrice diagonale e(1) = U,, = U, vale 
a dire da una costante indipendente da X, la quale non fa altro che spostare 
l’origine del calcolo dell’energia. Fanno eccezione, però, i livelli energetici 
nell'intorno dei valori X = nr/a (n= +4, +2, ...). In questi punti È dif- 
ferisce solo per il segno dai valori k' = % — 2rn/a, cosicché le energie £(°) (k) 
ed £(°) (k') coincidono. Quindi, nell’intorno di questi valori gli elementi di 
matrice per le transizioni fra gli stati con energie vicine sono diversi da zero 
e per la determinazione della correzione deve essere applicato il metodo della 
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teoria delle perturbazioni riferito al caso di autovalori vicini (si veda III, — 
8 79). La risposta è data dalla formula (79,4) del volume III, secondo la quale 
nel caso considerato abbiamo 


en (= [e (0) +8 — Kn)] & 
# {4 [e (00 @— En) + 17519}, 


dove K, = 2an/a e la costante additiva U, è omessa; la scelta del segno davanti 
alla radice è data dalla condizione che lontano dai valori k = +X7/2 la fun- 
zione e (k) si trasformi in e(°) (k): i segni positivo e negativo si riferiscono ri- 
spettivamente ai domini |kK]>|XK,/2| e |kK]1<| X,/2|. Nei punti stessi 


| 
20.X XK .LX Xx K 
a a a a 


k = +K,/2 la funzione e (k) compie un salto pari a 2 | U, |. Nella fig. 12, a 
l'energia € (k) è rappresentata come funzione della variabile %, che prende 
i valori da — co a +00. Se invece i valori di % (quasi-impulso) saranno riferiti 
all’intervallo +7n/a, avremo la fig. 12, b, dove sono rappresentate le due prime 
zone energetiche. 

È da sottolineare che le zone nella fig. 12 (così come nella fig. 11) non 
si sovrappongono. Questa è la proprietà generale del moto unidimensionale 
in un campo periodico. Ciascun livello energetico è doppiamente degenere 
(rispetto al segno di %), e la degenerazione di molteplicità più grande è in gene- 
rale impossibile nel moto unidimensionale. Notiamo anche che nel caso unidi- 
mensionale le frontiere di ciascuna zona (minimi e massimi di e (%)) corrispon- 
dono ai valori k = 0eXk = n/a. Il fatto è che le funzioni d’onda corrispondenti 
alle energie nell'intervallo vietato vanno moltiplicate, per traslazione di un 
periodo a, per un fattore reale (per cui crescono indefinitamente all’infinito). 
Per quanto riguarda gli intervalli di energia permessi, le funzioni d’onda sotto 
la detta traslazione si moltiplicano per e?fe. Quindi, questo fattore sulla fron- 
tiera fra gli intervalli vietati e permessi deve essere contemporaneamente reale 
e uguale in modulo all’unità da cui segue l’uguaglianza a zero o a x di ka. 

3. Trovare la legge di dispersione di una particella in un campo periodico 
unidimensionale, rappresentante una successione di buche di potenziale sim- 
metriche, che verificano la condizione di quasi-classicità (per cui la probabilità 
di penetrazione della particella attraverso la barriera fra le buche è piccola). 

La soluzione è analoga alla risoluzione del problema della scomposizione 
dei livelli in una buca doppia (III, $ 50, problema 3). Supponiamo che wo (7) 
sia la funzione d'onda normalizzata, che descrive il moto (con un’energia 80, 
fig. 13) in una delle buche, cioè che si smorzi esponenzialmente da ambo i lati 
delle frontiere di questa buca; questa funzione è reale e può essere pari o dispari 
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rispetto alla variabile x. Ma la funzione d’onda corretta di approssimazione zero 
per il moto della particella in un campo periodico è la somma 


dn (2)=C DI eitanp (zan), (7) 


n=-— 00 


dove C è una costante normalizzata (per traslazione € + x + « questa funzione 
è moltiplicata, come necessario, per etha), 
Scriviamo le equazioni di Schròdinger 


212 n. 2 
Wi +7 Ie (MU (A pa=0, +7 leo U (A d=0, 
moltiplichiamo la prima per p, e la seconda per w,, sottraiamo terminea-termine... 


U(x) 


sd Xo X 
2 2 


Fig. 13 


e integriamo su dx nei limiti da —«a/2 ad «/2 (fig. 13). Osserviamo che i prodotti 
bo (2) wo (ce — an) conn:#0 sono ovunque trascurabilmente piccoli e perciò 


al2 


dr () do (2) de <C. 


; —a/2 
Troviamo che 


| 
e (4) — &0= Sic [pope — doti ]_0/5. 


Per x = a/2 nella somma (7) si devono conservare i soli termini in n=0en= 
= 4, mentre wo (—a/2) = + (2/2) a seconda della parità o disparità della 
funzione o (2): 


“Pa (2/2) = Copo (0/2) (1 + etha), 
wr (2/2) = Cwji (a/2) (4  eih0); 


analogamente, per z = —a/2, si devono conservare i soli termini in n= 0 
e n= 1. Come risultato otteniamo 
2h? 


e(kA)—-eo= + 


m 


Po (4) Po (3) cos ka. 


Occorre sostituirvi i valori 
1/2 ? a/2 
a mao . 
v(+)3[=7a] [+ | lr (1 22], 


xo 
v($)=26Mu(4), 
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dove ® è la frequenza classica delle oscillazioni della particella nella buca; 
zo è il punto di rotazione corrispondente all'energia eo. Infine abbiamo 

a/2 

= 4 
e (kK)—&0= +e VDcoska, D=exp 1-3 | Ip (2)| da |. 

Co 
Così, ciascun livello energetico eo, corrispondente al moto della particella in 
una buca isolata, si allarga in una fascia stretta (zona) di larghezza 2fhoD!/?2x, 
definita dal coefficiente di penetrabilità D della barriera di potenziale che 
separa due buche. 


$ 56. Influenza di un campo esterno sul moto 
dell'elettrone in un reticolo 


Consideriamo il moto dell'elettrone allorché sul reticolo agisce 
il campo magnetico costante H. Se partiamo dall'operatore hamilto- 
niano dell'elettrone in un campo periodico U (r) nella rappresenta- 
zione delle coordinate 


di «3 
d=3-+U (r) (56,1) 
(essendo p = — ihvV l'operatore del vero impulso), allora l’introduzio- 
ne del campo magnetico esterno si esegue nel modo usuale seguente: 
A 4 A 2 i 
=> (P_tA)+U), (56,2) 


dove A (r) è il potenziale vettoriale del campo. Tuttavia il problema 
diventa radicalmente più semplice — nel caso di un campo suffi- 
cientemente debole — mediante il passaggio alla rappresentazione 
dei quasi-impulsi. 

La struttura zonale dello spettro energetico dell'elettrone nel 
reticolo ha una varietà ricchissima di forme possibili, per cui la 
condizone di debolezza del campo esterno può essere formulata in 
termini generali soltanto in modo poco corretto. Supponiamo che 
prima dell’applicazione del campo l’elettrone si trovi in una certa 
zona (s-esima). Indichiamo con e, la più piccola delle grandezze 
energetiche che caratterizzano questa zona, ossia la sua larghezza 
caratteristica o la distanza dalle zone vicine (cioè le differenze 
es (k) — &s' (k) per k dati). Affinché il campo magnetico si possa 
considerare debole, in ogni caso deve essere soddisfatta la condizione 


hoy 80 (56,3) 


dove la «frequenza di Larmor» ogy-|e|H/m*c e m* —» hklv 
è la massa efficace dell’elettrone 1). 


1) Una definizione più esatta della frequenza verrà data più avanti dalla 
formula (57,7). Per gli elettroni di conduzione in un metallo (si veda il $ 61) 
i valori caratteristici X » 4/a (essendo « la costante del reticolo); ponendo 
anche e, » &?/m*a? troviamo che la condizione (56,3) è equivalente alla disu- 
guaglianza ry > a, dove il «raggio orbitale» rg + v/oyg. 
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In assenza di campo esterno l’operatore hamiltoniano dell’elet- 
trone nel reticolo nella rappresentazione k è, come è stato detto, una 
matrice diagonale di elemento e; (k). Se il campo esiste, l'operatore 
hamiltoniano conterrà anche il potenziale A (r) e le sue derivate 
rispetto alle coordinate, ossia l'intensità H (e in un campo non omo- 
geneo anche le derivate successive dell'intensità); nella rappresenta- 
zione k la funzione A (r) viene sostituita dall'operatore A = A (r), 
dove r è l’operatore (55,14). 

Il potenziale A (r) è funzione delle coordinate crescente (linear- 
mente per un campo omogeneo). Essendo crescente, il potenziale, 
anche per un campo debole, non rappresenta mai una piccola pertur- 
bazione nell’operatore hamiltoniano di un sistema illimitato 
(elettrone nel reticolo). Questa è la ragione per cui persino un campo 
magnetico debole cambia notevolmente le proprietà di un sistema 
esteso, trasformando lo spettro continuo in quello discreto (quantiz- 
za i livelli, si veda il $ 58). Quanto all'intensità di un campo debole 
(a differenza del potenziale), essa conduce soltanto a piccole corre- 
zioni. 

Mostriamo che, trascurando queste correzioni, la dipendenza 
dell'operatore hamiltoniano dal potenziale si può precisare in forma 
generale partendo dalle sole condizioni di invarianza di gauge. 
Dato che stiamo considerando campi costanti, è sufficiente sfruttare 
l'invarianza delle equazioni rispetto alle trasformazioni seguenti, 
indipendenti dal tempo, del potenziale e delle funzioni d'onda: 


A->At+Vf, p>yexp($- ), (56,4) 


dove f (r) è una funzione delle coordinate arbitraria (si veda III 
(111,8-9)). 

In un campo debole A (r) è una funzione delle coordinate variabi- 
le lentamente. Per chiarire il ruolo di questa variazione lenta, 
consideriamo dapprima il caso limite del potenziale costante: 
A (r)= costante = A; (è ovvio che il potenziale costante è virtuale 
poiché in questo caso non esiste campo, per cui si tratta di una tra- 
sformazione formale). Il passaggio da A=0 ad A= Ayè equivalente 
alla trasformazione (56,4) con f = Aor; perciò al posto delle auto- 
funzioni iniziali (per A = 0) 


sc = Usketsr (96,9) 
il nuovo operatore hamiltoniano avrà le autofunzioni 
Usx (1) exp {i (k + Ao) r} ; 


Di qui si vede che per dare al quasi-impulso il significato precedente 
(di una grandezza che definisce il cambiamento di fase della funzione 
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d’onda per traslazioni) occorre porre k + eA./fic = K; la grandezza K_ 
così definita si può chiamare quasi-impulso generalizzato. Allora le 
nuove autofunzioni si scrivono nella forma 


Wsk =" Us, K-eAc/he (r) e'Et, 


cui corrispondono i seguenti valori dell'energia dell’elettrone: 
8s (k) = es (K — eAv/fic). Possiamo ora affermare che per un poten- 
ziale A (r) non costante, ma variabile lentamente nello spazio, le 
funzioni d'onda nell’approssimazione « nulla » (rispetto all’intensità 
del campo) sono 


sk = Us, K-eA(r)ynce'E", (56,6) 


dove grazie alla variabilità di A le funzioni u non sono più rigoro- 
samente periodiche) !). Ora le energie e, (K — eA/fic) si devono 
considerare come operatori costituenti l’operatore hamiltoniano 
nella rappresentazione K. Allora, nella stessa approssimazione, 


con r va inteso l’operatore r = i0/0K, omettendo il secondo termine 


(O) nella definizione (55,14). Infatti, agendo sulla funzione d'onda 
l'operatore i0/0K, come ordine di grandezza, la moltiplica per una 
« dimensione orbitale » rg, che aumenta al diminuire del campo, 


mentre il risultato dell’azione dell’operatore @ sulla funzione d'onda 


non contiene questo fattore crescente. In questo senso l'operatore & 
in un campo debole è piccolo rispetto ad i0/0K. Poiché, d’altra parte, 
l'operatore 0/0K è diagonale rispetto ai numeri delle zone, l’opera- 
tore hamiltoniano è anch'esso diagonale. 

Arriviamo così al risultato che il moto dell'elettrone nel reticolo 
inun campo magnetico debole è descritto dall'operatore hamiltoniano 


(nella rappresentazione K). 


Cad 


ÎÀ,=e,(K-FA0), r=i (56,7) 


e) 
dK 
(R. Peierls, 1933). Questa approssimazione. ha quindi una completa” 
analogia con il metodo di introduzione del campo magnetico nell’ope- 
ratore hamiltoniano della particella libera nella rappresentazione 
degli impulsi. 


1) Se sviluppiamo le (56,6) in funzioni px, lo sviluppo in generale conterrà 


funzioni con s distinti. Sottolineiamo, però, che ciò non significa affatto tran- 
sizione reale in altra zona, ma esprime soltanto la variazione della funzione 
d’onda sotto l’influsso del campo costante; ricordiamo in proposito che un 
campo costante non può in generale causare una transizione reale accompagnata 
da variazione dell'energia. Per precisare la situazione venutasi a creare, bisogna 
osservare che, sebbene il campo sia debole, la variazione della classificazione 
degli stati ad esso legata (comprese le corrispondenze fra il quasi-impulso e l’ener- 
gia) è notevole. 
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L'espressione (56,7) non è ancora completamente definita in 
quanto non è stabilito l’ordine d’azione degli operatori non commu- 


tativi componenti del vettore k = K — eA/fic. Questo ordine deve 
essere determinato in modo tale che l'operatore hamiltoniano sia 
hermitiano. Si può sempre ottenerlo in teoria rappresentando la 
funzione periodica (nel reticolo inverso) e, (k) in forma di serie 
di Fourier 


Es (k) = dI Asae'9 (956,8) 
a 


_(la sommatoria è estesa a tutti i vettori a del reticolo diretto). Dopo 
la sostituzione k + k l’esponente di ciascun termine di questa serie 


conterrà un solo operatore (proiezione del vettore À su a) in modo che 
non c’è più bisogno di stabilire l’ordine d’azione, in quanto tutto si 
riduce alle potenze di questo unico operatore. Questo metodo di 
« hermitizzazione » non è, ovviamente, unico. È importante, tutta- 
via, che la differenza fra metodi diversi vada oltre i limiti dell’ap- 


prossimazione considerata, poiché i commutatori degli operatori k,, 


ky, k, in questa approssimazione rappresentano grandezze piccole. 
Così, per l’operatore di campo omogeneo abbiamo 


A A i | 
un calcolo diretto permette di trovare che i commutatori 

> o 7 « e . 

kx -kyx=i7-H,, Ls (56,10) 


sono proporzionali alla piccola intensità H. 

Gli operatori r = i0/0K e K = K hanno le stesse regole di com- 
mutazione delle coordinate e gli impulsi generalizzati della particella 
« libera » (senza reticolo). È naturale perciò che il calcolo dei commu- 
tatori degli operatori r e K con l’operatore hamiltoniano conduca 
alle equazioni 


O of ° 08 
ala A r= 7, (56,11) 
T 


che hanno la forma delle equazioni di Hamilton ordinarie (per il loro 
calcolo si vedano le formule (16,4-5) del volume III). 

Ripetiamo di nuovo che l’operatore hamiltoniano (56,7) è appros- 
simato nel senso che in esso somo omessi tutti i termini dipendenti 
dall’intensità H e non contenenti grandi fattori, cioè dell'ordine di 
grandezza delle dimensioni orbitali ry. In approssimazioni suc- 
cessive la risposta può essere presentata sotto forma di un operatore 


hamiltoniano efficace H, (K — eA/he, H), diagonale rispetto ai 
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numeri delle zone ma non più esprimibile con le sole funzioni 
£s (k) 1). 

Se trascuriamo l'interazione spin-orbitale e teniamo conto dello 
spin dell’elettrone, ciò implica nell’operatore hamiltoniano la 
comparsa di un termine ordinario, che descrive l’interazione fra il 
momento magnetico e il campo: —ficH, dove o sono le matrici di 
Pauli e B = | e |7i/2mc è il magnetone di Bohr. Se il cristallo ha 
centro d’inversione, l’interazione spin-orbitale non fa altro che 
cambiare il momento magnetico dell’elettrone in modo che l’intera- 
zione dello spin con il campo magnetico assuma la forma 


—B0:Hx8: (k). (56,12) 


Infatti, in questo caso l'operatore hamiltoniano deve essere invarian- 
te nei confronti delle operazioni contemporanee di inversione del 
tempo e di inversione. In questa trasformazione bisogna sostituire 
H-> —Heo-+- —co per k invariato; la formula (56,12) è un’espres- 
sione generale soddisfacente alla condizione posta. Il tensore È;x (k) 
non si può calcolare, ovviamente, in forma generale. 

Consideriamo infine il comportamento dell’elettrone per applica- 
zione al reticolo di un campo elettrico debole E. La condizione di 
debolezza significa che l’energia acquistata dall'elettrone nel 
campo a distanza a è piccola rispetto all’energia caratteristica 
eo:lel Ea< eo 

Come nel caso del campo magnetico, sono più importanti i termini 
contenenti una funzione delle coordinate crescente, cioè il potenziale 
scalare del campo elettrico @ (r). La dipendenza dell’operatore ha- 
miltoniano da @ si può precisare di nuovo in forma generale parten- 
do da considerazioni analoghe a quelle suindicate. Infatti, l’applica- 
zione di un potenziale fittizio costante @ = ©, è equivalente nell’e- 
quazione di Schrodinger all’associazione all'energia di un termine 
costante ep; tale termine viene aggiunto anche a tutti gli autovalori 
e, (k). Se, invece, il potenziale @ (r) è non costante, bensì lentamente 
variabile nello spazio, un termine operatoriale analogo si aggiunge 
all'operatore hamiltoniano efficace nella rappresentazione k: 


H,= e, (k) + ep (r). (56,13) 


1) Un esempio semplice di calcolo del termine di correzione verrà dato 
al $59. Per un metodo:regolare che permetta di ottenere l'operatore hamiltoniano 
nella forma di serie di potenze di H, nonché per espressioni generali dei primi 
termini di questa serie si veda £. /. Blount, Phys. Rev. 126, 1636 (1962); Solid 
State Physics, volume XIII, pag. 306 (1963). Notiamo che, se il cristallo ha 
centro d’inversione, la serie inizia dai termini dell’ordine di grandezza di H? 
(si veda il $ 59). ‘ 
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$ 57. Traiettorie quasi-classiche 


Applichiamo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente a un 
caso importante in cui il movimento dell'elettrone nel campo magne- 
tico è quasi-classico. La condizione di quasi-classicità richiede, come 
è noto, che la variazione della lunghezza d’onda di de Broglie della 
particella sia piccola a distanze dell'ordine della sua grandezza. Nel 


N 


dato caso questa condizione è equivalente alla disuguaglianza 
ly È da (97,1) 


vale a dire che il raggio di curvatura dell'orbita è grande rispetto 
alla lunghezza d’onda XA - 1/k1). 

Nel caso quasi-classico ha senso il concetto di traiettoria della 
particella. Essa è definita dalle equazioni del moto che si ottengono 
dalla (56,11) sostituendovi gli operatori con le grandezze classiche 
corrispondenti: 

o OH o e 
RK=—, v=7 7: H=e(K-7A@}) 


(per brevità omettiamo l'indice s). Sviluppiamo queste equazioni 
introducendo al posto del quasi-impulso generalizzato K il « quasi- 
impulso cinetico » 


e 
k = K — Rie A (r). 
Abbiamo 


Rdk , e dAlrà _ BH e 94 
aiar” dt TU de ci or * 


Scrivendo qui dA/di=(vV) A e osservando che 
(viV) Ai. (VV) A=[vrot A]=[vH], 
otteniamo l’equazione del moto 


Id 2 va), v= 0 (57,2) 

Quest'ultima differisce dall’equazione_classica di Lorentz sol- 
tanto per una diversa forma di e (k): qui al posto della funzione 
quadratica semplice abbiamo a che fare con una funzione periodica 
complessa; corrispondentemente v (k) è anch'essa una funzione 
periodica complessa. Questa circostanza conduce, naturalmente, 
a un cambiamento sostanziale del carattere del moto dell'elettrone. 


1) Questa condizione, in generale, è più forte della (56,3). Ma se k — 1/2 
(come si ha per gli elettroni conduttori nel metallo), allora le due condizioni 
coincidono e di fatto sono sempre soddisfatte: perry =» chk/|l e| H » chlia|e|H 
la condizione ry > a richiede che H <« ch/| e] a? — 108-109 e. 
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Consideriamo il moto dell’elettrone in un campo magnetico omo- 
geneo. Moltiplicando per v l'equazione (57,2), troviamo nel modo 
ordinario che fv dk/dt = de/dt = 0. Moltiplicando invece per H 
l'equazione (57,2), troviamo che d (Hk)/dt = 0. Quindi, quando l’elet- 
trone si muove nel reticolo, così come quando l’elettrone libero si 
muove in un campo magnetico, abbiamo 


e = costante, *, = costante (57,3) 


(l’asse z coincide con la direzione del campo H). Le uguaglianze (57,3) 
definiscono la traiettoria dell’elettrone nello spazio k. Geometrica- 
mente questa traiettoria rappresenta il contorno della sezione della 
superficie isoenergetica e (k) = costante con un piano perpendicola- 
re al campo magnetico. 

Le superfici isoenergetiche possono avere la forma più disparata. 
Esse possono contenere (in ciascuna cella del reticolo inverso) più 
fogli non connessi fra di loro. Questi fogli possono essere a connessio- 
ne semplice o multipla, chiusi o aperti. Per precisare l’ultima distin- 
zione è comodo considerare una superficie isoenergetica ‘prolungata 
periodicamente a tutto il reticolo inverso. Allora ogni cella conterrà 
delle cavità identiche chiuse, mentre le superfici aperte attraver- 
sano con continuità tutto il reticolo uscendo all'infinito 1}, 

Le sezioni della superficie isoenergetica sono formate dalla 
somma di un insieme infinito di contorni. A questi ultimi apparten- 
gono sia i contorni della sezione di fogli distinti della superfieie 
isoenergetica nei limiti di una sola cella del reticolo inverso, sia 
i contorni della sezione di fogli che si ripetono in celle distinte. Se 
il foglio della superficie isoenergetica è chiuso, tutte le sue sezioni rap- 
presentano anch'esse curve chiuse. Se invece il foglio è aperto, le 
sue sezioni possono essere sia chiuse che aperte (cioè prolungabili 
con continuità attraverso tutto il reticolo inverso). 

La quasi-classicità del movimento significa anche una probabi- 
lità piccola di rottura magnetica, cioè di variazione a salto del quasi- 
impuslo dell'elettrone con passaggio da un contorno all’altro (a que- 
sta condizione di probabilità piccola torneremo alla fine del presente 
paragrafo). Se questa probabilità viene trascurata, allora l’elettrone 
descrive un solo contorno di sezione della superficie isoenergetica. 

Consideriamo in dettaglio il moto lungo una traiettoria chiusa 
nello spazio dei quasi-impulsi. Questo moto è, evidentemente, perio- 
dico nel tempo; determiniamone il periodo. 


1) A scanso di equivoci sottolineiamo che non sempre è possibile scegliere 
la cella del reticolo inverso in modo tale che tutti i volumi chiusi e sostanzial- 
mente distinti (cioè non periodicamente ripetibili) siano disposti all’interno 
della medesima cella senza essere tagliati dalle sue facce. 
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Proiettando l’equazione (57,2) sul piano %., %y perpendicolare 
al campo, otteniamo 
di H Der TEN 
caldi ci vi, vi=Vvi+u, 


dove dly=V dk:+ dk} è l'elemento di lunghezza dell’orbita k, 
Di qui abbiamo 


Se la traiettoria è chuisa, il periodo del moto viene dato dall’in- 
tegrale 


ch din 
T=TdH Da * (57,4) 
esteso a tutto il suo contorno. Si può dare a questa espressione una 
forma più evidente nel seguente modo. 

Introduciamo l’area S (e, %,) della sezione della superficie 
isoenergetica e = costante con il piano £, = costante. In questo 
piano la larghezza dell’anello fra i contorni e = costante ed e + 
+ de = costante vale in ogni suo punto 


de __ de 
laejok, | Av, ? 

in modo che l’area di questo anello è 
as= de $ 2 


hv, 


Si vede di qui che l’integrale (57,4) non rappresenta altro che la deri- 
vata parziale 05/08. Quindi, il periodo del moto è 


q— ch® =dS(e, k,) 


leldW de (97,5) 
(W. Shockley, 1950). Qui è naturale introdurre la grandezza 
| h° 05 
m'= dr Ge» (57,6) 


detta massa di ciclotrone dell'elettrone nel reticolo. La frequenza di 
rotazione dell’elettrone sull’orbita si esprime mediante questa 
grandezza in base alla formula 


ox = |e| H/m*c, (57,7) 
che differisce dalla nota formula della frequenza di Larmor degli 
elettroni liberi per la sostituzione della loro massa m con m* 1). 


1) Per gli elettroni liberi la superficie isoenergetica è una sfera e = %°k?/2m. 


Le sue sezioni sono dei cerchi di area S = x (2mef-? — 47) in modo che la 
derivata 45/08 = 2nm/h? e m* = m. 
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Sottolineiamo, tuttavia, che nel caso degli elettroni nel reticolo 
la massa di ciclotrone non è una grandezza costante, bensì una fun- 
zione di e e £, in modo che essa è diversa per elettroni diversi.Osser- 
viamo anche che questa grandezza può essere sia positiva che negati- 
va; nel primo caso l’elettrone descrive l’orbita come una particella 
carica negativamente, nel secondo come una particella carica positi- 
vamente (buca). In relazione a ciò si parla di traiettorie elettroniche 
e di buche, rispettivamente. 

Finora abbiamo parlato della traiettoria descritta dall’elettrone 
nello spazio k. È facile vedere, però, che esiste un legame stretto fra 
le traiettorie descritte nello spazio dei quasi-impulsi e in quello nor- 
male. L'equazione (57,2) riscritta nella forma 


fi dk= el [(drH] 


dà dopo integrazione (e una scelta appropriata dell'origine delle 
coordinate r e dei quasi-impulsi k) 


hk= — Lr}. (57,8) 


Si vede di qui che la proiezione xy nello spazio normale ripete di 
fatto la traiettoria k, differenziandosi da essa per la sola orientazione 
e la scala: la prima si ottiene dalla seconda con la sostituzione 


\el H \elH 


Inoltre, nello spazio normale si produce un moto lungo l'asse 2 a ve- 
locità v, = de/hdk,. Se la traiettoria nello spazio k è chiusa, nello 
spazio normale essa rappresenta una spirale con l’asse coincidente’ 
‘con la direzione del campo. Se invece la traiettoria è aperta, sarà 
aperta anche la proiezione della traiettoria sul piano xy nello spazio 
normale, vale a dire che il moto in questo piano è infinito. 

Soffermiamoci ancora sul moto quasi-classico dell'elettrone quan- 
.do al reticolo è applicato un campo elettrico costante E. Dall’equa- 
zione quasi-classica fk = eE risulta che 


k=ky+Ft. (57,9) 


Dalla legge di conservazione dell'energia abbiamo 
e (kK) — eEr = costante. (57,10) 


Ma l’energia e (k) assume valori nell'intervallo finito Ae (larghezza 
della zona); pertanto dalla (57,10) segue che il moto dell’elettrone 
nel campo elettrico omogeneo è finito lungo il campo: l’elettrone 
compie in questa direzione delle oscillazioni di ampiezza Ae/|e|E. 
Se il campo. è parallelo a un periodo b del reticolo inverso, il moto 
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è periodico di frequenza © = 2x |e | E/fib; per db — 1/a abbiamo 
hor — |e | Ea. Nel caso generale di direzione arbitraria del campo 
il moto è quasi-periodico. 

Infine, soffermiamoci sulla condizione di poter trascurare il 
suddetto fenomeno di rottura magnetica. La probabilità di passaggio 
da una traiettoria (nello spazio k) a un’altra è naturalmente grande 
se le traiettorie si avvicinano anomalmente l’una all’altra. Questa 
situazione si crea nel caso in cui la traiettoria 
è vicina a una traiettoria con autointersezione 
o se la traiettoria passa in prossimità dell’in- 
tersezione di due fogli della superficie isoener- 
getica (cioè in prossimità di un punto di dege- 
nerazione). Un quadro tipico delle due traiettorie 
in questi casi è rappresentato nella fig. 14; il di- 
stacco ÈX fra le traiettorie è piccolo rispetto alle 
dimensioni caratteristiche delle orbite comples- 
sive e il raggio di curvatura x, delle traiettorie | 
nell'intorno dei punti del loro avvicinamento Fig. 14 
massimo coincide in generale, in ordine di gran- 
dezza, con $k. Il passaggio da un'orbita all’altra si effettua con 
un fenomeno di tunnel quantistico. La probabilità di questo 
processo è piccola (esponenzialmente) se 6% è grande rispetto alla 
distanza Ak,, alla quale la funzione d’onda si smorza nel dominio 
fra le traiettorie inaccessibile dal punto di vista classico. 

Si può stimare AK, sfruttando l’analogia fra il moto dell’elettrone 
in un campo magnetico e il moto unidimensionale in un campo poten- 
ziale U (x). Questa analogia è basata sul fatto che, secondo la (56,10), 
gli operatori qg= k,fic/|e| H e p= hk,y soddisfano una regola di 
commutazione che coincide con la regola di commutazione della 
coordinata e dell’impulso. Nell’intorno dei punti di avvicinamento 
massimo le traiettorie sono di forma parabolica, cuifè analoga la 
traiettoria di fase parabolica (7, p) del moto unidimensionale in r.u 
campo omogeneo (U = — Fz); l’equazione di quest’ultima traietto- 
ria è p°?/2m = Fx (se l’origine della coordinata x coincide con il 
punto d’arresto). Nell'ultimo caso la funzione d'onda si annulla oltre 
il punto di inversione alla distanza Az — (&°/mF) 8 (si veda III, 
$ 24); introducendo il raggio di curvatura R}_- (d?x/dp?)1 — mF 
della traiettoria di fase, scriviamo Az — (%?/R)Y3. Per la suddetta 
analogia si può ottenere il Ak, cercato mediante la sostituzione 
Ax > fichk.J |\e|H, R--Rxh|e|H/c. Troviamo così che 
Akx = (le | H/hc) ?/8 (5k) -1/3, e la condizione Ak,< 6% diventa 


le | H/hc< (6h). (57,11) 


è 
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$ 58. Livelli energetici quasi-classici 


Abbiamo visto che al moto classico dell'elettrone in un reticolo, 
al.quale è applicato un campo magnetico, quando l’elettrone descrive 
una traiettoria chiusa nello spazio k, corrisponde nello spazio norma- 
le un moto finito nel piano perpendicolare alla direzione del campo H. 
Passando alla meccanica quantistica ciò implica la comparsa di 
livelli energetici discreti per ogni valore fissato del quasi-impulso 
longitudinale %,. Questi livelli vengono determinati dalle regole 
generali di quantizzazione quasi-classica. 

Consideriamo il potenziale vettoriale di un campo magnetico 


omogeneo (diretto lungo l'asse z) nella forma A, = — Hy, Ay 
= A,= 0. Allora le componenti del quasi-impulso generalizza- 
to sono 

K,=kx+ 1 Hy, Ky=kn K,=kx (58,1) 


La coordinata x è una variabile ciclica e perciò la componente x del 
quasi-impulso generalizzato si conserva: 


K,=kxt La Hy=- costante. (98,2) 


In accordo con la regola di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld 
(si veda III, $ 48) scriviamo la condizione 


| 9 dy|=n, (58,3) 


dove l’integrazione è estesa al periodo del moto e n è un intero posi- 
tivo supposto grande 1). Sostituendovi, in accordo con le (53,1-2), 
K,=k,.e dy= —(chlle| H)dk,, otteniamo ____ 


(58,4) 


eta 


dove ora l’integrale è calcolato sulla traiettoria chiusa nello spazio k. 
Questo integrale non è altro che l’area delimitata dalla traiettoria 
chiusa, cioè l’area S (e, X,), introdotta nel paragrafo precedente, 
della sezione della superficie isoenergetica con il piano %, = co- 
stante. 


1) Per il moto in un campo magnetico omogeneo, un invariante SERALO 
indipendente dal potenziale vettoriale è rappresentato dall'integrale ROLO K.dr, 
dove K: è la proiezione del quasi-impulso generalizzato sul piano perpendicolare 
al campo (cfr. II, $ 21). Per A scelto come nel testo l’integrale È E, da = 


= K, D de= 0in modo chel’invariante adiabatico coincide con l’integrale 
che figura nell’espressione (58,3). 
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Infine, troviamo che 
|le\H 
S(e, k,)=2% a (58,9) 


(I. M. Lifsits, 19541; L. Onsager, 1952). È questa condizione a deter- 
minare in forma implicita i livelli energetici 8, (k.). Quindi, la 
zona energetica (il cui numero s omettiamo per brevità) si scinde in 
una serie discreta di sottozone di Landau, ognuna delle quali rappre- 
senta uno strato di livelli energetici che differiscono per il valore 
della variabile continua È,. 

Come è noto, la condizione di quantizzazione quasi-classica può 
essere precisata introducendo una correzione, che si riduce a un 
numero dell’ordine di grandezza dell'unità da aggiungere al numero 
quantico n grande. La determinazione di questa correzione richiede 
che il moto sia considerato in prossimità dei « punti d’arresto » 
che delimitano il dominio di integrazione nell’espressione (58,3). 

La dipendenza di X, = %y da y sulla traiettoria dell'elettrone 
è data dall’equazione 

| |e|H 
e (k)=e (K— o 


y, ky k,) = costante (98,6) 


per £, dato e per XK, = costante; il punto d’arresto y = yo è deter- 
minato dalla condizione che la velocità v, = 0e/h dk, si annulli. 
Nell’intorno di questo punto lo sviluppo dell’equazione (58,6) in 
potenze di yT— y dà 
|elH { de 1 (de _ 
ao (alta (7) ft =0, 

dove k,o = ky (Yo). Di qui si vede che l’avvicinarsi al punto d’arre- 
sto avviene secondo la legge 


key — kyo= +AVY—% 


(per fissare le idee supponiamo che il dominio classicamente inac- 
cessibile si trovi per y < yo). Ma questa è la stessa legge cui si rife- 
risce la deduzione ordinaria della correzione nella quantizzazione 
quasi-classica (si veda III, $$ 47, 48). La regola precisata (58,5) 
ha quindi la forma 


S (e, k,)=2% 


H 


(243). (58,7) 


Come risulta con chiarezza dalla deduzione (basata sullo svilup- 
po della funzione (58,6)), affinché la regola di quantizzazione preci- 
sata sia valida è necessario che la traiettoria passi sufficientemente 
lontano dai punti singolari della funzione e (k) (così come dai punti 
complessi della ramificazione). È necessario anche che là condizione 
dì quasi-classicità non sia violata in nessun punto in prossimità della 


lel 
ch 
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traiettoria (in particolare, che la proiezione x, y della velocità 
0e/dk non si annulli) !). Infine, si deve tener conto del carattere 
approssimativo dell’operatore hamiltoniano stesso (56,7) sul quale 
sono basate tutte le conclusioni. Se il reticolo ha centro d’inversio- 
ne, le correzioni all'operatore hamiltoniano sono quadratiche rispetto 
all'intensità del campo e non incidono sulla condizione (58,7). 
Ma se il centro d'inversione non esiste le correzioni all’operatore 
hamiltoniano saranno lineari rispetto a H; in questo caso il termine 
correttivo 1/2 nella (58,7) perde senso poiché un errore dello stesso 
ordine dà anche l’approssimazione dell’operatore hamiltoniano ?). 
L'intervallo Ae fra due livelli successivi corrisponde alla varia- 
zione di uno del numero grande n. Esso è definito quindi dall’ugua- 
glianza 
0S 2n\e\H 
AS=-hia= ; (58,8) 
Introducendo, secondo la (57,7), la frequenza classica del moto pe- 
riodico @©y, otteniamo 


Ae = hoy. (58,9) 


Sottol'neiamo che la frequenza stessa ©y è una funzione di e (e di 
k,). Pertanto i livelli energetici successivi e, (per £, dato) non sono 
rigorosamente equidistanti come sarebbe nel caso di elettroni liberi, 
dove wy è una grandezza costante. 

L'indipendenza dei livelli energetici dalla grandezza conserva- 
tiva K, significa (così come per gli elettroni liberi in un campo ma- 
gnetico; si veda III, $ 112) la loro degenerazione. Se supponiamo che 
il reticolo abbia un volume V grande, ma finito, la molteplicità di 
questa degenerazione sarà finita. Il numero di stati nell’intervallo 
dk,, con n dato, è «determinato come VAS-dk,/(21)*, dove AS è 
l’area del piano %, = costante, compresa fra le traiettorie con 
numeri quantici nr e rn + 1. Questa area è data dall’espressione 
(58,8), e, quindi, per il numero di stati cercato troviamo l’espres- 
sione 

V dk, | e | H (58,10) 


- (27)? ch 
che è la stessa del caso degli elettroni liberi. 
1) In prossimità dei punti di avvicinamento anomalo di due traiettorie 
queste condizioni coincidono con la richiesta che la probabilità di rottura ma- 


gnetica sia piccola. 
3) Per gli elettroni liberi (si veda la nota alla pag. 294) la condizione (58,7) 


e=hox (n+3) +4242/2m, o5=|e| H/mc 


in accordo con la nota espressione di Landau per l’elettrone; libero in un campo 
magnetico (III, $ 112). 
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È evidente che la degenerazione dei livelli in un campo magnetico 
è dovuta all'indipendenza dell’energia dalla posizione nello spazio 
del « centro dell'orbita di Larmor » dell’elettrone. Per l’elettrone 
libero questa degenerazione è precisa. Per quanto riguarda l’elettrone 
in un reticolo, essa può avere soltanto un carattere approssimato: 
in presenza di campo elettrico non omogeneo (periodico) le diverse 
posizioni del « centro orbitale » nella cella elementare del reticolo 
non sono più equivalenti. Questa circostanza deve implicare una. 
certa separazione dei livelli di Landau. 

Se si tiene conto dello spin dell'elettrone, ciò conduce alla sepa- 
razione di ciascun livello in due componenti; se il legame spin-orbi- 
tale è trascurato, queste componenti sono separate (come per l’elet- 
trone libero) dall’intervallo costante 2BH, dove f è il magnetone- 
di Bobr: 


Eno (K.) = en (k.) + BH, o=t1. (93,11) 


Questa situazione si conserva anche se si tiene conto dell’inte- 
razione spin-orbitale allorché il cristallo gode di centro d’inversione. 
In questo caso gli stati elettronici in assenza di campo sono degeneri 
nello spin, e il campo magnetico elimina questa degenerazione. Come- 
risultato si ottiene la stessa formula (58,11), nella quale f è sosti- 
tuito con BE, (X,), dove Èn (k.,) caratterizza la variazione del momento. 
magnetico dell'elettrone. 


$ 59. Tensore delle masse efficaci 
dell’elettrone nel reticolo 


Consideriamo il punto k = k, nello spazio k in cui l'energia: 
dell’elettrone e, (k) ha un estremo; tali sono in particolare i punti 
corrispondenti all’estremo superiore e inferiore della zona. Se in 
questo punto non si ha degenerazione (ad eccezione della sola dege- 
nerazione possibile di Kramers per lo spin, si veda la fine del $ 55), 
allora nel suo intorno la funzione e; (k) può essere regolarmente 
sviluppata in potenze della differenza q = k — k,. I primi termini 
di questo sviluppo sono quadratici: 


e, (k)=e, (ko) +5 miao (59,1) 


Il tensore mx, inverso del tensore dei coefficienti mi} nell’espres- 
sione (59,1), è detto tensore delle masse efficaci dell'elettrone nel 
reticolo. Mostriamo in che modo si può esprimere questo tensore. 
mediante gli elementi di matrice rispetto alle funzioni di Bloch 
Psx, nel punto ko. 

Se l’interazione spin-orbitale è trascurata l’operatore hamilto- 
niano dell’elettrone assume la forma (56,1). Sostituiamo nell’equa- 
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zione di Schrédinger contenente questo operatore hamiltoniano una 
funzione d'onda della forma 


pax = ei (ot ru = cip. (59,2) 


Allora l'equazione diventa 
h3 n h? 2 
{-F4+UM+[# qp+ o |} va= (k) Poko (59,3) 


dove p = —ikV è l’operatore del vero impulso. 

Nell’intorno del punto k = k, il vettore q è una grandezza pic- 
cola, e l’espressione fra parentesi quadre nella (59,3) si può conside- 
rare come operatore di perturbazione. Nell’approssimazione zero 
per q= 0, le funzioni g,x coincidono con quelle p.x,- Pertanto la 
teoria delle perturbazioni ordinaria permette di esprimere la corre- 
zione all'energia mediante gli elementi di matrice rispetto a queste 
funzioni. 

Essendo k, punto di estremo, la correzione lineare in q non esi- 
ste. Ciò vuol dire che gli elementi di matrice diagonali sono 


(sko | p |sko) = 0. (59,4) 


Per determinare la correzione quadratica in q occorre tener conto 
del termine în g? nell’operatore di perturbazione del primo ordine 
della teoria delle perturbazioni e il termine in q del secondo ordine. 
Come risultato otteniamo per 8; (k) la formula (59,1), dove 


ih =_= 


-1 dik 1 : (Pi)ss (Pr). 8 + (Pr)o (Pia ù 
î m +7 di €, (ko) —®s (ko) : ES) 


la sommatoria è estesa a tutti gli s'  s !). Per rendere più facile la 
scrittura, qui e più avanti omettiamo nella notazione degli elementi 
di matrice l’indice diagonale ko: p.s = (skeolpls’'ko). È da 
notare che in presenza di zone disposte vicino l'una all’altra (aventi 
cioè piccole differenze ey — &;) il secondo termine nell'espressione 
(59,5) può essere più grande rispetto al primo, per cui le masse 
efficaci saranno piccole rispetto a m. 

Supponiamo ora che al cristallo sia applicato un campo magneti- 
co omogeneo H. Allora, secondo la formula (56,7), l'operatore hamil- 
toniano agente sulle funzioni del ‘quasi-impulso generalizzato Q 
sì ottiene dalla (59,1) per sostituzione di q con l’operatore 


qa=Q-À, A=+3[Hi3|. (59,6) 


1) La somma su k' non esiste poiché, secondo la (55,15), l'impulso p= mv 
mon ha elementi matriciali che siano non diagonali in k, cosicché tutti gli stati 
intermedi si riferiscono al medesimo quasi-impulso ko. 
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L'operatore hamiltoniano così ottenuto 


n h3 N Leda 
RI =e, (ko) +3 Min 91% (59,7) 


‘è applicabile, ovviamente, allo stesso dominio di energie della for- 
mula iniziale (59,1). Ciò significa che (oltre alla condizione (56,3) 
di debolezza del campo) è supposto che i livelli di Landau considerati 
non siano disposti troppo in alto. In questo senso le grandezze q e Q 
si devono considerare come piccole (mentre il carattere crescente del 
- potenziale A si manifesta nel fatto che neanche in un campo debole 
si può considerare A piccolo rispetto a Q). 

_ I termini successivi alla (59,7) nell’operatore hamiltoniano con- 
tengono il campo H in forma « pura » (cioè senza operatori 0/00). 
Questi termini non si possono più ottenere partendo soltanto dalle 
considerazioni di invarianza di gauge. Determiniamone il primo, 
lineare in H. In questo caso, essendo piccola la correzione, per il 
suo calcolo si può porre Q = 0. 

Consideriamo dapprima questa questione senza tener conto 
dell’interazione spin-orbitale. Il termine lineare in H cercato può 
derivare soltanto dal termine lineare in A nell’operatore hamilto- 
niano iniziale (56,2) dell’elettrone, cioè calcolando la media rispetto 
alla furizione d’onda w.x, dell’espressione 


— 3 (PA+Ap)= ———_ Ap (59,8) 


(l'uguaglianza è dovuta alla trasformazione di gauge già determinata 
con div A = 0). Ciò implica la comparsa nell’operatore hamilto- 
niano (59,7) del termine 


H® = —MH, (59,9) 
dove 
M=577 (sko | [rp] | sko) (59,10) 


è semplicemente la media del momento magnetico dell'elettrone 
nello stato sk,. Sottolineiamo che la correzione (59,9) può essere 
aggiunta all'operatore hamiltoniano (59,7) senza temere che di 
questo effetto in parte si sia già tenuto conto mediante la sostituzio- 
ne (59,6); in effetti, termini lineari in H nella formula (59,7) in 
generale non esistono per Q = 0. 

Scriviamo l’espressione (59,10) in base alla regola del prodotto 
di matrici tenendo conto che, in virtù della (59,4), p non ha elementi 
di matrice diagonali 


My=3= DI [(Qp)ee (Ple — (Qa)e (Py) 
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(e analogamente per M,, M.); come doveva essere, la correzione 
all'operatore hamiltoniano (59,7) si esprime mediante gli elementi 
di matrice dell’operatore £. La relazione 


permette di riscrivere M nella forma 


ie * (P2)ss' (Pu)ars — (Py)ss' (Pa)ees 
Ma=5%% DI 8, (ko) —2s (ko) to) _ e, (ko) 9g co (99,11) 


si 
Notiamo che M, e quindi tutta la correzione (59,9), si annulla se il 
cristallo ha centro d’inversione. Infatti, non cambia per inversione 
contemporanea del tempo e inversione totale lo statò dell’elettrone 
(senza tener conto del suo spin) e quindi neanche il secondo membro 
dell'uguaglianza (59,11) cambia, mentre per questa trasformazione 
il momento magnetico deve cambiare di segno. 

Ora teniamo conto dell’interazione spin-orbitale nel cristallo 
associando all'operatore hamiltoniano (56,1) il termine spin-orbi- 
tale H,, dell’espressione (55,17). Ciò implicherà la variazione del 
termine lineare in q nell'equazione (59,3): l'operatore p in questo 
termine verrà sostituito con 


= P+ 77ig [OVOI. (59,12) 


L'operatore x ha un significato fisico semplice: facendo commutare 


direttamente l’operatore hamiltoniano (tenendo conto di H,;) conr, 
troviamo che (in assenza di campo magnetico) 


AN 


r=a/m. (59,13) 


Analogamente, in presenza di campo magnetico effettuando la so- 
stituzione ordinaria pP--p— eA/c nell’operatore hamiltoniano 
(e anche in H7,:), troviamo che il termine lineare in A ha anch'esso 
la forma —emtA/mc che differisce dalla forma (59,8) per la stessa 
sostituzione di p con x. Quanto al momento magnetico (59,11), gli 
si deve aggiungere ancora il momento magnetico di spin dell'elet- 
trone libero in modo che avremo 
(T02), ge (Ty) seg — (Ity)ag (Mz) es 


ie ; 

Mx=B (sko| 0» sk) tam I ia —. (5914) 
3° 

Se teniamo conto dell’interazione spin-orbitale, il secondo termine 


in questa espressione non è affatto nullo neanche in un cristallo con 
centro d’inversione. Infatti, il cambiamento del segno del tempo 
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e un'inversione contemporanea conducono a uno stato che differisce 
per direzione dello spin, in modo che tutta l’espressione (59,14), af- 
finché cambi di segno per questa trasformazione, si deve ridurre 
soltanto alla media dell’operatore {0;È;x (k) (si veda la (56,12)). 

Calcoliamo il tensore É;, nel caso in cui l'interazione spin-orbi- 
tale può essere considerata come una perturbazione !). Riscriviamo 
l’espressione (55,17) nella forma 


A A ->:2 
È = 0, Ra [VU-VI. (59,15) 


Considerando le (59,9) e (59,15) come una perturbazione, troviamo 
la correzione all'energia nel secondo ordine della teoria delle per- 
turbazioni, lasciando i soli termini intersecantisi (rispetto alle 
(59,9) e (59,15)). Questa correzione (pur sempre restando un opera- 
tore (matrice) nelle variabili di spin) ha la forma (56,12) con il 
tensore È,, uguale a | 


Ban = dar +4 di 


’ 
8 


Egeé — Es L 


(59,16) 


dove RL = Irpl. 

«+ Quanto detto sopra si riferiva a stati non degeneri (oltre a quelli 
degeneri nello spin). Se invece per k = k, si produce degenerazione, 
allora per determinare l’energia occorre scrivere l’equazione secolare, 
che tiene conto della perturbazione (parentesi quadre nell’espres- 
sione (59,3)) fino ai termini del secondo ordine (cioè in base alla 
formula (39,4) del volume III). Le proprietà dell'equazione secolare 
così ottenuta dipendono dalla simmetria nel punto k,. Torneremo 
su questa questione al $ 68. 


PROBLEMA 


Trovare i livelli energetici quasi-classici per la particella avente legge di 
dispersione quadratica (59,1) in un campo magnetico di direzione qualsiasi. 

Soluzione. Riduciamo il tensore mi; alla forma diagonale e calcoliamo 
l’energia e l'impulso a partire dal punto di estremo (per fissare le idee, sup- 
poniamo che sia il punto di minimo). Allora 


e (+E44L), 4) 


Mg 


._ 1 L'espressione di Hai (55,17) rappresenta il primo termine dello sviluppo 
rispetto al rapporto relativistico (v/c)* e perciò in un certo senso è sempre pic- 
cola. Ma questa piccolezza, però, non ha niente a che vedere con l'applicabilità 
della teoria delle perturbazioni alla zona data concreta. Pertanto H,; nel pro- 
blema studiato non sempre si può considerare ‘come una piccola perturbazione. 
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dove m,, ms, ms sono i tre valori principali del tensore m;, (grandezze positive) 
Indicando con n il versore nella direzione del campo H, abbiamo 


k,= nk = nik, + ngk, + ngks (2) 


(n,, na, nz sono i tre coseni direttori del campo rispetto agli assi principali del 
tensore m;x). Dobbiamo trovare l’area S della parte del piano (2) giacente 
all’interno dell’ellissoide (1); essa può essere‘ presentata nella forma dell’inte- 


grale 
S= | 5 (nk—k,) d8k (3) 


calcolato sul volume dell’ellissoide (1) 1). Con la sostituzione di variabili fk; «== 
= (2em;)!/2g; l'integrale si riduce alla forma 


S = (2e)9/2 fe (mimgmg)!/? | ò (vag—k.) dg, 


dove il vettore v nello spazio q ha come componenti vj = (2em;)/?2r;/f mentre 
l’integrazione si effettua sul volume della sfera q? = 1. Si integra facilmente 
in coordinate cilindriche con asse lungo il vettore v e si ottiene 


h°k3 
2m | ) ’ 


23 
$ (e, k.)=<a mi (e- 


dove 
my =mynf + mon$ + mgnî, 


4 
Ma = (mimomglm I 1/2, > 
Sostituendo nella (58,7), troviamo i livelli energetici 
__\el AH 1 ha 
en (K,)= me (1+3)+ 2m,° (5) 


$ 60. Simmetria degli stati elettronici 
nel reticolo in un campo magnetico 


In questo paragrafo studieremo le proprietà generali precise 
della simmetria di traslazione delle funzioni d'onda dell'elettrone 
di Bloch in un campo magnetico non legate a nessuna approssima-. 
zione (del tipo di debolezza del campo o di condizione di quasi- 
classicità). 


1) Sia f (x, y, z) = costante la famiglia di superfici che riempiono un certo 
volume. La distanza d/ fra due superfici indefinitamente vicine della famiglia 
vale dl = dj/|WV f |, e il volume compreso fra queste superfici è dV = S (f) dl, 
dove S (f) rappresenta l’area della superficie con valore f dato. Moltiplicando 
per la funzione 6 6 (f) l'uguaglianza $S (/) éf= | Vf | dV e integrando sul volu- 
me e in d/f, otteniamo l’area della superficie f (x, y, z) = 0 nella forina S (0} = 


= | Vf | 6 (f) d8x.Nel caso considerato | Vf |] = 1 da cui si ottiene l'espres- 
sione (3). 
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L'applicazione di un campo magnetico omogeneo non cambia 
con una simmetria di traslazione fisica del sistema, che rimane 
periodico nello spazio. L'originalità della situazione sta, però, nel 
fatto che l’operatore hamiltoniano dell’elettrone (56,2) perde al 
tempo stesso la sua simmetria. Ciò è dovuto al fatto che nell’opera- 
tore hamiltoniano entra non l’intensità costante H, bensì il poten- 
ziale vettoriale A (r) dipendente dalle coordinate e non avente 
periodicità. 

La non invarianza dell’operatore hamiltoniano implica, natu- 
ralmente, una complicazione della legge di trasformazione delle 
funzioni d'onda per traslazioni. Consideriamo per il potenziale 
vettoriale di un campo omogeneo la seguente trasformazione di 
gauge: 


A=3 [Hr] (60,1) 


e supponiamo che + (r) sia un'autofunzione dell’operatore hamilto- 


niano 7 (r). Per la traslazione r-+ r + a (essendo a uno dei periodi 
del reticolo) questa funzione si trasforma in w (r + a), che sarà auto- 


funzione dell'operatore hamiltoniano  (r + a), non coincidente 


più con H (r), in quanto è stata eseguita la sostituzione del poten- 
ziale vettoriale 


A(r)+A(r+a)=A (r) +4 [Ha]. 
Per determinare la legge di trasformazione cercata occorre tornare 


all'operatore hamiltoniano iniziale, il che si ottiene mediante la 
trasformazione di gauge 


A-A+vf, {=—[Ha]r. 


In questo caso la funzione d’onda si trasforma, in base alla formu- 
la (56,4), 


)p > + exp (ief/fic). 


Indicando con 7'aw (r) il risultato di tutte queste operazioni, tro- 
viamo che 


Tap (r)=w(r+a) exp (+ r [ha] ) i (60,2) 
dove h= |e | H/%c e Ta si dice operatore di traslazione magnetica. 


Se + (r) è soluzione dell’equazione di Schròdinger A (r) y = ew, 
allora l’espressione (60,2) è anch'essa soluzione della stessa equazio- 
ne, riferita alla medesima energia e (AR. Peierls, 1933). 
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Dalla definizione (60,2) è facile concludere che 
Ila “ai T'asa® (a, a'), 


o (a, a’) = exp ( _ 5 h [aa'] ) i (60,3) 


Permutando a e a’ l'esponente nel fattore © (a, a’) cambia di segno; 
perciò gli operatori Ta e Tar sono in generale non commutativi: 


Pata == TP, exp (— ih [aa']). (60,4) 


Quindi, il prodotto di due operatori Ta e Tar differisce, in genera- 
le, per un fattore di fase dall'operatore 7'a+a’. Secondo il linguaggio 
‘matematico ciò significa che gli operatori Ta realizzano una rappre- 
_sentazione non ordinaria, bensì proiettiva del gruppo delle trasla- 
zioni; le funzioni d’onda degli stati stazionari dell'elettrone di Bloch 
nel campo magnetico costituiscono la base di queste rappresentazio- 
mi !). La classificazione dei livelli energetici deve essere effettuata, 
quindi, in base alle rappresentazioni proiettive irriducibili del gruppo 
delle traslazioni, così come in ‘assenza di campo la eseguiamo in 
base alle rappresentazioni ordinarie irriducibili di questo gruppo. 

Ricordiamo a questo proposito che il gruppo delle traslazioni 
è abeliano (tutti i suoi elementi sono commutativi) e, quindi, tutte 
Je sue rappresentazioni ordinarie irriducibili sono unidimensionali. 
La funzione y della base di ognuna di queste rappresentazioni per 
‘traslazione si moltiplica unicamente per un fattore di fase; inoltre 
per due traslazioni consecutive questo fattore deve essere uguale al 
‘prodotto dei fattori di ciascuna traslazione separata. Ciò significa che 


î ap = ey), 


dove k è un vettore costante (quasi-impulso dell’elettrone) che risul- 
ta essere il parametro, che classifica le rappresentazioni irriducibili. 

La classificazione completa delle rappresentazioni proietti- 
ve irriducibili del gruppo delle traslazioni può essere effettuata 
{(E. Brown, 1964; J. Zak, 1964) nel caso in cui il campo magnetico 
‘verifica la condizione 


h=4nP 3a (60,5) 


1) Con la nozione di rappresentazioni proiettive abbiamo avuto già a che 
fare nel volume V, $ 134. Ricordiamo che si chiamano rappresentazioni proietti- 
‘ve del gruppo G quelle, in generale, che si realizzano mediante gli operatori G, 
le relazioni fra i quali coincidono con le relazioni fra gli elementi corrispondenti 
del gruppo G soltanto a meno di fattori di fase: se GG, = Gs, allora abbiamo 
per gli operatori G,G, = ©;sG3, dove o; deve essere uguale all’unità soltanto 
în modulo, 
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dove pegsono due numeri interi mutuamente semplici; a è uno dei 
tre periodi principali del reticolo a,, ay, az scelti in modo arbitrario; 
v = [a;asl ag è il volume della cella elementare del reticolo. In altre 
parole, il campo magnetico deve essere diretto lungo uno dei periodi 
del reticolo e la grandezza Av/4ras deve essere un numero razionale. 
Moltiplicando per [a,a,] l'uguaglianza (60,5), si può rappresentare 
questa condizione anche nella forma 


h [ajagl = 4np/g. (60,6) 


Per la classificazione delle rappresentazioni proiettive irridu- 
_cibili del gruppo delle traslazioni è essenziale che da questo gruppo 
si possa estrarre un sottogruppo (che chiameremo magnetico) nei 
confronti del quale la rappresentazione non è più proiettiva, bensì 
ordinaria. Se la condizione (60,6) è soddisfatta, tale sottogruppo è 
l’insieme delle traslazioni della forma 


Am = N39, + 998, + N38 (60,7) 


con i coefficienti r,, 729, Ns numeri interi. In effetti, quando il vet- 
tore h è diretto lungo ag e verifica la condizione (60,6), per tutte le 
traslazioni di questa forma l’esponente nell'espressione (60,3) si 
annulla o si trasforma in multiplo di 2 in modo che tutti i fattori 
o (a, a') = 1 !). La totalità delle traslazioni (60,7) forma un reti- 
colo di periodi fondamentali a;, gas, ag (detto reticolo magnetico). 
Il reticolo magnetico inverso ha, rispettivamente, periodi b,, b,/9, 
bs, dove b,, ba, bs sono i periodi del reticolo inverso fondamentale. 

Le rappresentazioni irriducibili ordinarie del sottogruppo ma- 
gnetico, così come del gruppo totale delle traslazioni, sono unidimen- 
sionali e caratterizzate dai vettori d'onda (quasi-impulsi) K, di cui 
tutti i valori non equivalenti sono compresi in una sola cella del 
reticolo magnetico inverso. 

Supponiamo che y‘* sia funzione di base di una di queste rap- 
presentazioni con quasi-impulso k‘) = K. Per essa 


Tam! (r) = cit 'amypl!) (p). (60,8) 


Per la traslazione di un periodo a, (non facente parte del sottogruppo 
magnetico) dalla pl) si ricava la funzione yw avente un altro quasi- 
impulso. Per determinarlo ricorriamo alle formule (60,4) e (60,8) 
e scriviamo 


Pa = lay” (r= 
= exp(—ih [4,,2s1) T ad T e (r)= 
= exp{—ian [a,h]+ ia mk ) Test d: (r) 


1) La scelta del sottogruppo magnetico è, in generale, non univoca: ‘al 
posto della (60,7) si può scegliere qualsiasi insieme di traslazioni della forma 


Am = Niqia, + 9958, 1 Ng83, dove 91, 9, sono due interi tali che giga = 9. 
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o, infine,. 
Tan bt (r) = etkPamypl2 (r), 
dove 
kl k%_ [ah]=K—2 D- b, 


(nell'ultima uguaglianza si è sostituita la (60,5) e introdotto il 
periodo 2x [a,ay]/v = b, del reticolo inverso). In seguito, si devono 
distinguere casi di valori di gq dispari e pari 1). 

Sia g un numero dispari. Ripetendo la traslazione di a, ancora 
q— 2 volte, otteniamo in tutto gq funzioni distinte con quasi-impulsi 


k0 = K, K9=K-2-7by RO kl — 
=K-22021 b,. (60,9) 


La sottrazione di un adeguato vettore intero multiplo di b, per- 
mette di ridurre questi valori (nell’una o nell’altra successione) 


a quanto segue: 
k=K, K+-iby, K+Éb,,..., K+f2°h, (60,10) 


Sono queste funzioni qg a realizzare la rappresentazione proiettiva 
irriducibile g-dimensionale del gruppo delle traslazioni. Otteniamo 
così tutte le rappresentazioni non equivalenti quando K descrive 
i valori nella cella di lati b,/g, b,/9, bs (mentre i quasi-impulsi 
kl), k‘2, ... assumono valori nella cella di lati b,, b,/g, by). 

Supponiamo ora che g sia un numero pari. Allora nella succes- 
“sione (60,9) il (9/2 + 4)-esimo valore, uguale a K — pb,, differisce 
da K soltanto per un numero intero di periodi multiplo del reticolo 
inverso b,. In altre parole, esistono in tutto 9/2 valori non equiva- 
lenti di k, che sono dati dall’espressione (60,10), dove al posto di q 
deve figurare 9/2. In tal modo, in questo caso le rappresentazioni 
Irriducibili sono g/2-dimensionali e K assume valori nella cella di 
iati 2b,/9, b,/9, b,. 

Questi risultati permettono di formulare le seguenti conclusioni 
sul carattere di variazione dello spettro energetico dell'elettrone 
in un reticolo al quale è applicato un campo magnetico (soddisfa- 
cente la condizione (60,5)). In assenza di campo lo spettro è composto 
di zone energetiche discrete, in ciascuna delle quali l'energia & (k) 
è una funzione del quasi-impulso che assume valori in una sola cella 


1) Per g= 1 il sottogruppo magnetico coincide con il gruppo di trasla- 
zioni totale. Quindi, se h è un intero multiplo di 4s1az/v, le rappresentazioni 
irriducibili proiettive del gruppo di traslazioni coincidono con quelle ordinarie 
e la classificazione degli stati elettronici è la stessa come in assenza di campo. 
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del reticolo inverso. In presenza di un campo, tale zona si scinde in 
q sottozone, in ognuna delle quali tutti i livelli energetici sono dege- 
neri di molteplicità q per q dispari o di molteplicità 9/2 per gq pari. 
L'energia nella sottozona può essere espressa come funzione e (K) 
del vettore K, che assume valori nella 1/g?-esima parte (per q dispari) 
o nella 2/9°-esima parte (per gq pari) della cella del reticolo inverso. 

Il quadro descritto è in un certo senso estremamente sensibile 
all'intensità e alla direzione del campo magnetico. Infatti, infini- 
tamente vicino al valore H che soddisfa la condizione (60,5) con 
certi p e gq, giacciono dei valori anch'essi soddisfacenti la stessa 
“condizione, ma con dei q notevolmente più grandi, in modo che 
con una variazione del campo piccola a piacere si può rendere il 
numero di sottozone grande a piacere. Sottolineiamo, tuttavia, che 
ciò non significa affatto la stessa instabilità nelle proprietà fisiche 
osservate. Queste ultime sono determinate non tanto da una strut- 
tura di zone concreta, quanto dalla distribuzione del numero di 
stati in intervalli di energia piccoli, ma finiti; questa distribuzione 
varia poco per una piccola variazione del campo. Il fatto è che varia 
fortemente non l’energia di stati, bensì la sola loro classificazione 
in seguito al cambiamento del dominio di definizione del quasi- 
impulso, 


$ 61. Spettro elettronico dei metalli normali 


Nei cristalli reali di metalli normali (non superconduttori) gli 
elettroni formano un liquido di Fermi quantistico del tipo descritto 
nel capitolo I. Tuttavia, compaiono alcune distinzioni in quanto 
abbiamo qui a che fare non con un liquido isotropo « libero », bensì 
con un liquido nel campo pericdico anisotropo del reticolo. 

Così come lo spettro energetico del liquido di Fermi libero viene 
costruito analogamente allo spettro del gas di Fermi perfetto, lo 
spettro del liquido elettronico di Fermi nel metallo viene costruito 
anch'esso analogamente allo spettro del'« gas perfetto nel reticolo ». 
La comparsa del quasi-impulso quale grandezza conservativa è dovu- 
ta esclusivamente alla periodicità spaziale del sistema (così come 
la conservazione del vero impulso è una conseguenza dell’omogeneità 
spaziale totale). È naturale perciò che le proprietà elencate al $ 55 
si estendano anche al carattere della classificazione dei livelli nello 
spettro del liquido elettronico in un metallo, dove sono le quasi- 
particelle a fungere da particelle (elettroni). 

Alla temperatura dello zero assoluto le particelle del gas di 
Fermi perfetto in un campo periodico occuperanno tutti i livelli 
inferiori con energie e, fino a un certo valore limite e x (coincidente 
con il valore del potenziale chimico u per 7 = 0) determinato daita 
condizione che il numero di stati con £< &r coincida con il numero 
totale di elettreni. In questo caso le zone energetiche, perle quali 
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8 (k)< &p per tuttii valori di k, saranno completamente riempite, 
le zone con e, (k) > &p vuote e le zone per le quali l'equazione 


es (k) = ep (61,1) 


ha soluzione saranno riempite in parte. Le equazioni (61,1) deter- 
minano nello spazio k la superficie limite di Fermi che separa (per 
ogni zona) gli stati riempiti da quelli vuoti. 

Analogamente, in un metallo reale esiste una superficie nello 
spazio k, che separa il dominio degli stati delle quasi-particelle 
riempiti (per 7 = 0) dagli stati liberi; da una parte di questa super- 
ficie le energie delle quasi-particelle sono e > & p, e dall’altra parte 
8 < Ep. Ricordiamo, però (si veda il $ 4), che la nozione di quasi- 
particelle nel liquido di Fermi ha un significato fisico reale soltanto 
in prossimità della superficie di Fermi, dove lo smorzamento delle 
eccitazioni elementari è relativamente piccolo. Pertanto l’idea di 
zone energetiche riempite (che compare nella descrizione dello spet- 
tro del gas di Fermi perfetto) perde il suo senso letterale in un liquido 
elettronico reale. 

Le quasi-particelle in prossimità della superficie di Fermi sono 
dette elettroni di conduzione. Nel caso generale la loro energia è 
funzione lineare del quasi-impulso; analogamente alla (1,12) abbiamo 


€ (k) — eprRl(kT—-kp)Vp, (61,2) 
dove kp è un punto sulla superficie di Fermi e 
08 
i da (Fl (61,3) 


è la velocità degli elettroni di conduzione in questi punti 1). È 

In prossimità della superficie di Fermi deve trovarsi anchè il 
t dominio smussato » della distribuzione degli elettroni di conduzio- 
ne a temperature diverse da zero. Di qui deriva la condizione di ap- 
plicabilità della teoria del liquido di Fermi: 7< likpUp, dove Xp 
9 vp sono le grandezze caratteristiche delle dimensioni della super- 
ficie di Fermi e la velocità su di essa. Di solito le dimensioni kp 
soincidono in ordine di grandezza con le dimensioni della cella del 
reticolo inverso cosicché kg — 1/a (fanno eccezione i cosiddetti 
;emimetalli, si veda più avanti). Per fare una stima poniamo anche 
ve fikplm e otteniamo così la condizione 7 «& 104-10° K che pra- 
bicamente è sempre verificabile. 

Tutti i metalli di fatto hanno reticoli cristallini con centro d'in- 
versione. In accordo con quanto detto al $ 55, tutti i livelli energe- 
bici degli elettroni di conduzione (con k dato) sono doppiamente 
—_________ 

1) E ovvia che le formule del tipo (2,11) per Ia massa efficace, -ottenute 
\l $ 2 per il liquido di Fermi « libero » a partire da considerazioni di invarianza 
ralileiana, non si riferiscono al liquido elettronico in un reticolo cristallino. 
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degeneri nello spin (si parla di metalli non ferro- e non antiferroma- 
gnetici). 

La forma e la disposizione della superficie di Fermi sono una 
caratteristica importante di ogni metallo reale. La superficie di 
Fermi in diversi metalli è in generale di forma assai complicata. 
Essa può essere composta di più fogli non interconnessi, che pos- 
sono essere a connessione semplice o multipla, chiusi o aperti (cfr. 
quanto detto al $ 55 sulle superfici isoenergetiche in generale). 

I fogli chiusi della superficie di Fermi si possono suddividere 
in due categorie, a seconda che essi delimitino domini di stati occupa- 
ti (per 7 = 0) o liberi di quasi-particelle (nel primo caso all’interno 
della zona € < &p, nel secondo € > € x). Entrambi i casi, però, si 
possono descrivere analogamente, supponendo che nel secondo caso 
la cavità « vuota » sia riempita da « quasi-buche »; il passaggio del 
sistema allo stato eccitato viene descritto allora come il passaggio 
delle quasi-buche dall'interno della superficie di Fermi all’esterno. 
La superficie di Fermi stessa si dice allora superficie per le buche 
a differenza di quella elettronica del primo caso !). La differenza 
fisica fra i due tipi di quasi-particelle — elettroni e buche — si 
manifesta con evidenza durante il loro moto in campi esterni. Così, 
tutte le sezioni della superficie di Fermi per le buche (o elettronica), 
che definiscono le traiettorie quasi-classiche del moto in un campo 
magnetico, si riferiscono al tipo delle buche (o a quello elettronico) 
nel senso indicato al $ 57. 

Nel liquido di Fermi isotropo « libero », di cui si è parlato al $ 4, 
la superficie di Fermi era una sfera, il cui raggio è stato definito 
dalla densità del liquido secondo il teorema di Landau (1,1). Un 
legame analogo esiste anche per il liquido elettronico nel metallo, 
ma la specificità delle proprietà legate alla periodicità del reticolo 
implica una certa modifica nella formulazione di questo legame. 

È comodo riferire il numero di elettroni nel metallo a una cella 
elementare del suo reticolo; sia n il numero totale di elettroni negli 
atomi di una cella. Indichiamo con t© il volume totale di una cella 
del reticolo inverso giacente dal lato occupato della superficie di 
Fermi (cioè dalla parte dove e < e x). La parola « totale » significa 
qui che se i domini occupati corrispondenti ai diversi fogli della 
superficie di Fermi si sovrappongono in parte, cionondimeno 
essi vanno sommati tutti indipendentemente. Conveniamo di misu- 
rare il volume 7£ in unità di volume della cella stessa del reticolo 
inverso; l’osservazione sulla sovrapposizione dei domini significa 
che la grandezza 7 così definita può superare uno. 


1) A scanso di equivoci sottolineiamo, tuttavia, che il significato del ter- 
mine « buca » non coincide qui con i applicato alla fine del $ 1 al metodo 
alternativo per descrivere lo spettro del liquido di Fermi (laddove si chiamavano 
buche soltanto le zone vuote formatesi in un dominio riempito per eccitazione 
del sistema). 
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L'affermazione fatta (teorema di Luttinger), che sostituisce il 
teorema di Landau per il metallo, viene espressa dall’uguaglianza 


n = 2Tp =n— 2l, (61,4) 


dove Z è un intero (Z= 0). Nel modello di un gas perfetto in un reti- 
colo questo numero ha un semplice significato: al riempimento com- 
pleto di ciascuna zona corrispondono due elettroni nella cella del 
reticolo inverso (il raddoppio è dovuto a due stati di spin), cosicché 
21 è il numero di elettroni ehe occupano Z zone inferiori, e la diffe- 
renza n — 2l il numero di elettroni in zone occupate parzialmente. 
La formula (61,4) esprime il fatto, per niente banale, che una situa- 
zione analoga continua ad aver luogo anche se si tiene conto del- 
l'interazione fra gli elettroni!). Per definizione di metallo, l’intero 
e è diverso da zero. 

Supponiamo che nel metallo vi siano soltanto fogli chiusi della 
superficie di Fermi, elettronici e di buca. Indichiamo con tl e tf 
i contributi in tp dei singoli involucri elettronici e di buca: 


tp= Di + Dia 
& 8 


(la somma è estesa rispettivamente a tutti i fogli elettronici e a tutti 
quelli di buca). La grandezza t° coincide con il volume dell’invo- 
lucro elettronico, mentre il volume dell’involucro delle buche vale 
41 —- tr. Introduciamo i numeri di quasi-particelle, elettroni e 
buche, 


n=2 DA, n:;=2Y (1-19). 
8 8 


Per n pari (e quindi per r, pari) sono possibili dei casì in cui n, coin- 
cide con il doppio del numero di involucri di buche. Allora, come 
è facile vedere, l'uguaglianza (61,4) si riduce alla seguente: 


n= hs (64,5) 


bed 


Si chiamano metalli compensati quelli che hanno un numero uguale 
di quasi-particelle e di quasi-buche. 

Badiamo alla circostanza che se l’uguaglianza (61,5) è rigorosa- 
mente soddisfatta le grandezze stesse r_ e n, possono essere arbitrarie 
e piccole a piacere. Nei casi in cui i volumi di tutte le cavità della 
superficie di Fermi sono molto piccoli (rispetto al volume di una 
cella del reticolo inverso), si hanno i semimetalli ?). Esiste, tuttavia, 
una frontiera inferiore per il numero di elettroni di conduzione oltre 
la quale lo spettro elettronico di tipo metallico diventa instabile 
e non può più esistere (si veda più avanti, al $ 66). 


1) Per una deduzione rigorosa di questa affermazione si veda J. M. Lut- 
tinger, Phys. Rev. 119, 1153 (1960). 
2 Così, per il bismuto n_= n — 10°. 
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Le grandezze termodinamiche del metallo sono composte di 
parti reticolari ed elettroniche. La dipendenza dalla temperatura 
per queste ultime è determinata dalle quasi-particelle nell'intorno 
della superficie di Fermi (legge di dispersione (61,2)). Il carattere di 
questa dipendenza è naturalmente lo stesso del gas di Fermi perfetto 
o del liquido di Fermi isotropo (cfr. $ 1); la diversità nelle formule 
è dovuta unicamente a un altro numero di stati delle quasi-particelle 
in prossimità della superficie di Fermi, che ora non è più sfera. 

Indichiamo con v de il numero di stati (riferito all’unità di volu- 
me del metallo) per un intervallo di energia de. L'elemento di volu- 
.me nello spazio k, compreso fra due superfici isoenergetiche indefi- 
nitamente vicine e corrispondenti alle energie ep ed epr + de, 
è uguale a df de/hv x, dove df è l'elemento d'area della superficie di 
Fermi e vr il modulo del vettore normale ad essa vg = de/h dk. 
Pertanto 

p. df 
Vp= TEISE vr , (61 ,6) 
dove l’integrazione è estesa a tutti i fogli della superficie di Fermi, 
disposti all’interno di una cella del reticolo inverso (è ovvio che 
per una superficie di Fermi aperta le facce della cella stessa non 
fanno parte del dominio di integrazione). 

La (61,6) sostituisce nelle grandezze termodinamiche un'’espres- 
sione che per il gas di particelle libere (quando la superficie di Fermi 
è una sfera) aveva la forma 


2 45h _ mpp 
(21h) ppim nh 


Così, per la parte elettronica del potenziale termodinamico £ del 
metallo abbiamo (cfr. V, $ 58) 
Q = E veV 13, (64,7) 


dove Qo0e è il valore del potenziale per 7 = 0. Considerando il se- 
condo termine nella (61,7) come una piccola aggiunta a LQve, in 
accordo con il teorema delle piccole correzioni, si può scrivere la 
stessa formula anche per il potenziale termodinamico ®: 


De = Doe A veVT?, (61,8) 


dove ora vp e V sono supposti espressi mediante P (in approssima- 
zione « nulla », cioè per 7 = 0). 

Determinando con l’espressione (61,8) l'entropia e in seguito il 
calore specifico, troviamo che 


C=- veVT. (61,9) 
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La parte reticolare del calore specifico è proporzionale a 7? (a tem- 
perature piccole rispetto a quella di Debye 9); quindi, per tempera- 
ture sufficientemente basse il contributo elettronico al calore spe- 
cifico diventa prevalente !). 

Per la stessa ragione il contributo elettronico alla dilatazione 
termica del metallo diventa anch'esso prevalente in questo dominio 
di temperature. Determinando mediante la (61,8) il volume V = 
= 9D/9P troviamo in seguito che il coefficiente di dilatazione ter- 
mica a vale 

i {9V n° d(Vve) 
e=7(r),= © 37 dp‘ (61,10) 


È da notare che qui (così come nel dominio 7> @, si veda V, 
$.67) la relazione 


aV ___ dln(Vva) 
CU sp 


‘è indipendente dalla temperatura. 


$ 620 Funzione di Green degli elettroni 
nel metallo 


Il ragionamento fatto ai $$ 56-58 si riferiva al movimento di un 
solo elettrone in un reticolo sottoposto a un campo magnetico ester- 
no. Mostriamo ora che i risultati così ottenuti restano di fatto validi 
anche per le quasi-particelle (elettroni di conduzione) nel liquido 
elettronico di un metallo reale; cambia un po’ soltanto la definizione 
delle grandezze che figurano nelle relazioni (Ju. A. ByCkov, L. P. Gor- 
‘kov, 1961; J. M. Luttinger, 1961). Le funzioni di Green rappresentano 
un apparato matematico appropriato per lo studio generale del liqui- 
do elettronico. 

Nel capitolo II questo apparato è stato sviluppato per il liquido 
di Fermi «libero ». Vediamo sotto quali aspetti esso deve essere 
modificato per il liquido in un reticolo. 

. La funzione di Green del liquido elettronico (alla temperatura 
T = 0) è definita mediante gli operatori y di Heisenberg degli elet- 
troni dalla stessa formula (7,9), dove la media viene presa rispetto 
allo stato fondamentale del metallo. Per l'omogeneità del tempo que- 
sta funzione dipende dagli argomenti t, e t, soltanto mediante la loro 
differenza t = t, — ft». Per quanto riguarda l'omogeneità spaziale, 
ora essa è violata dal campo del reticolo che è esterno nei confronti 
del liquido. Perciò la funzione di Green dipende non soltanto dalla 


1) Il rapporto {7/&p è il piccolo parametro dello sviluppo nell'espressione 
(61,9), e nel calore specifico del reticolo lo è 7/0. Pertanto ambedue le parti 
el calore specifico vengono confrontate per 7° = 6%/ep. 
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differenza rj — r,. Si può solo affermare che essa è invariante ri- 
spetto alla traslazione contemporanea di r, e r, di uno stesso periodo 
(qualsiasi) del reticolo. Considereremo più avanti la funzione di 
Green nella rappresentazione ®©, r, cioè introdurremo la sua compo- 
nente di Fourier rispetto a #: Gg (©; r1, rs). È esattamente questa 
funzione a permettere di determinare lo spettro energetico del liqui- 

do elettronico nel metallo. Ripetiamo (senza eseguire di nuovo tutti 
i calcoli) le considerazioni esposte al $ 8 in applicazione al dato: 
caso. 

È stato mostrato al $ 8 che l'omogeneità del sistema permette di 
determinare completamente la dipendenza dalle coordinate degli 
elementi di matrice degli operatori w e, quindi, dà la possibilità 
di scrivere l’espressione generale della funzione di Green nella. 
rappresentazione spazio-temporale nella forma (8,5-6); di qui si 
potrebbe passare in seguito alla rappresentazione degli impulsi 
sotto forma di sviluppo (8,7). 

Per il liquido elettronico in un reticolo l’invarianza degli ele- 
menti di matrice espressa dall’uguaglianza (8, 3) si verifica unica- 
mente per traslazioni di periodi del reticolo, cioè per r = a. É.na- 
turale che ciò implichi una determinazione minore della dipendenza 
dalle coordinate: in luogo della (8,4) si potrebbe affermare unica- 
mente che 


(0 | P, (t,r)|mk)= yi bi (r) exp(— i@mo(k)t), 
(mk | ®_ (8, 1) 10) = 67 _x (1) Oxp (i00mo (k) t), (62,1) 


dove 
vi (1 ( r)= = eo mk (r), 
A (r)= = etkty amk (r ) ’ (62 32) 


k è il quasi-impulso dello stato; m la totalità degli altri numeri 
quantici che lo caratterizzano, mentre u e v sono alcune funzioni 
delle coordinate periodiche nel reticolo (abbiamo scritto gli elementi 
di matrice soltanto per le transizioni dallo stato fondamentale, ossia 
lo stato 0). Per le loro proprietà le funzioni y‘* e y‘() sono analoghe 
alle funzioni d'onda di Bloch dell’elettrone in un campo periodico. 
Esprimendo la funzione di Green mediante questi elementi di matri- 
ce e passando in seguito alle componenti di Fourier rispetto al tempo 
(così come abbiamo fatto al $ 8), otteniamo ora, in luogo della for- 
mula (8,7), il ne Phon 


> (a Flea) AR (ra) Ae er (ra) ) 


o+u— i + p—e)—10 (62,5) 


Gop(0; ry, r3)= 


con il sa ietianaa delle notazioni e‘* ed e(>); il secondo 
termine è stato sottoposto alla trasformazione k + —k. 
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L'esistenza di eccitazioni elementari unidimensionali non smor- 
zantisi in prossimità della superficie di Fermi del metallo si rivela 
nel fatto che per e nell’intorno di u l’energia dello stato dipende 
unicamente da k. Per questi stati la funzione Gap (©; r;, r,) ha un 
polo per ®© = e (k) — pu. Nell’intorno del polo la funzione diventa 


Xak (Fi) Xx (ra) i (62,4) 
®©-+-u— e (k)+i0-sign® 

In presenza di degenerazione degli spin si deve ancora sommare 
sui due stati di spin. 

La definizione dello spettro energetico in base alle funzioni di 
‘Green si riduce, in principio, al problema degli autovalori di un 
operatore integro-differenziale lineare. 

I principi fondamentali della tecnica dei diagrammi nello spazio 
coordinato per il caso in questione restano gli stessi che nel caso del 
liquido di Fermi ordinario. In particolare,' introducendo l’autofun- 
zione energetica Zap (t, r1, rs) (quale somma dell'insieme di dia- 
grammi definito al $ 14), possiamo scrivere la funzione di Green 
Ga (t, rx, r3) nella forma della serie (14,3), la cui somma dà l’equa- 
zione di diagrammi (14,4). La linea continua sottile in questi dia- 
grammi indica la funzione di Green G&é (t, r, — r-) degli elettroni 
liberi che non interagiscono né con altri elettroni né con il reticolo. 
In accordo con l’espressione (9,6) questa funzione verifica l’equa- 
zione 


Gap (0; Ty, r,)= 


è A 
(i D+3t+ n) Gu (t, rg —r2) = dapò (rr r2). 


Applicando al primo membro dell'equazione (14,4) l'operatore (...) 
€ passando in seguito alle componenti di Fourier rispetto al tempo, 
otteniamo l'equazione cercata 


A 
(0+u+51)Gap(0; ny, r)— 
i) Zay (0; Py, 1°) Gyg (0; r°, ro) dx" =dagò (r, — Te). (62,5) 


In prossimità del polo della funzione G (rispetto alla variabile ©) 
il secondo membro dell’equazione può essere omesso e si ottiene 
così un'equazione integro-differenziale omogenea, i cui autovalori 
definiscono lo spettro energetico del sistema. In questo caso l’indi- 
ce f. e la variabile r, non sono toccati da nessuna operazione, fungen- 
do cioè nell'equazione da parametri inessenziali. Per definire lo 
spettro si può scrivere quindi un’equazione della forma 1) 


(0+p+32) ta (M- { Zar(0; rr) (1) do Ly (M=0. 
(62,6) 


1) Per un liquido di Fermi microscopicamente omogeneo questa equazione 
nella rappresentazione degli impulsi si riduce all’equazione (14,13) 


0+p= 0 (p)+ (0, P). 
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Per il liquido di Fermi elettronico nel metallo essa sostituisce l’equa- 
zione di Schroòdinger ordinaria. I suoi autovalori definiscono, come 
è stato già detto, lo spettro secondo la relazione @® = £ (k) — 4; 
le autofunzioni corrispondenti sono le funzioni Yak (r) dell’espres- 
sione (62,4) (ciò è evidente mediante la sostituzione diretta della 
(62,4) nella (62,5)). Poiché lo smorzamento delle eccitazioni in pros- 
simità della superficie di Fermi è piccolo, l'operatore L è hermitiano 
per © piccolo (a meno di termini dell’ordine di ®). 

Per il passaggio al caso dell’esistenza di un campo magnetico 
esterno debole occorre notare che per trasformazione di gauge del 
potenziale vettoriale gli operatori w si trasformano come funzioni 
d'onda (cfr. le (44,3-4)) e perciò la funzione di Green Gap (0; ri, ra) 
si trasforma come prodotto di funzioni w + (r;) p* (r,). Ciò vuol 
dire che la funzione y (r) nella (62,6) deve trasformarsi anch'essa come 
una funzione w ordinaria. Ma se torniamo alle considerazioni fatte 
al $ 56, è facile vedere che esse sono basate unicamente sulla perio- 
dicità del reticolo cristallino, sulle proprietà generali della trasfor- 
mazione di gauge e sul fatto che lo spettro energetico è determinato 
dagli autovalori di un certo operatore hamiltoniano; quest’ultimo 


nel caso considerato è l’operatore L nell’espressione (62,6) !). È 
chiaro perciò che il risultato, ossia la regola di passaggio dallo spettro 
in assenza di campo allo spettro in presenza di campo debole, sarà 
lo stesso: il nuovo spettro verrà definito dagli autovalori dell’ope- 
ratore hamiltoniano 
e 5 ca 

e(K--- A], f=i» (62,7) 
dove e (k) è lo spettro in assenza di campo. È ovvio che ora il senso 
della funzione stessa e (k) differisce dal suo senso nell’espressione 
(56,7): essa tiene conto dell'interazione collettiva di tutti gli elet- 
troni del sistema. 

Inoltre, poiché lo studio del caso quasi-classico effettuato ai 
$$ 57, 58 è stato basato sull'esistenza dell’operatore hamiltoniano 
della forma (62,7), questi risultati si estendono anch'essi al liquido 
elettronico. In questo caso, tuttavia, si deve precisare cosa si intende 
con intensità del campo agente sull’elettrone di conduzione (e, 
quindi, con potenziale vettoriale A). A rigore, questo deve essere un 
valore microscopico preciso del campo creato in un-dato punto r 
da tutti gli elettroni (e dal campo esterno). Ma nel caso quasi-clas- 


1) A questo proposito può sembrare importante la distinzione che nel 


la (62,6) l'operatore L dipende esso stesso da ©. Ciò non significa altro che un 
modo di scrittura implicita dell'operatore hamiltoniano. Per w piccole (in 
prossimità della SRRCEHGIOO di Fermi) si può passare anche alla scrittura esplicita 


sviluppando La È, + È, e in seguito moltiplicando ‘per l'operatore 
(1—L,)-! il primo membro dell'equazione Dix = @(1— È.) y. 
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sico le dimensioni caratteristiche ry del dominio in cui si verifica 
l'interazione (« raggio orbitale di Larmor ») sono grandi rispetto 
all’ordine di grandezza delle distanze interelettroniche (coincidente 
con la costante a del reticolo). Questa circostanza conduce automa- 
ticamente alla media del campo microscopico. L'origine di questa 
media può essere precisata dai ragionamenti seguenti. 
Rappresentiamo l’intensità microscopica sotto forma di somma 
del suo valore medio (che, in accordo con la terminologia accettata 
in elettrodinamica macroscopica, è l’induzione magnetica B) e della 


parte rapidamente variabile fl. Il potenziale vettoriale corrisponden- 
te al campo omogeneo B cresce per tutta l'estensione delle dimensio- 
ni orbitali assumendo valori caratteristici —Bry. Quanto al poten- 


ziale corrispondente al campo H oscillante a distanze a, esso non 
cresce sistematicamente e assume soltanto valori 2a che si possono 
trascurare rispetto a Bry. Fra l'altro, come è stato precisato al $ 56, 
è il potenziale del campo a determinare la quantizzazione del moto 
elettronico. Quindi, possiamo concludere che è sufficiente tener 
conto del solo potenziale A dell’induzione omogenea B = rot A, 
che fungerà da campo agente sull’elettrone (D. Shoenbderg, 1962). 
Vedremo più avanti (fine del $ 63) che questa circostanza può con- 
durre a nuovi fenomeni nella magnetizzazione dei metalli. 

In tal modo, la regola di quantizzazione quasi-classica (58,7) 
per il liquido elettronico nel metallo si scrive come segue: 


S (e, k)= dl p (n+ 7)» (62,9) 


dove ora S (€, £,) è l’area della sezione delle superfici isoenergetiche 
autentiche degli elettroni di conduzione dei metalli (vicine alla 
sua superficie di Fermi). 

Come nel problema di un solo elettrone in un reticolo avente 
centro d’inversione !), se teniamo conto dello spin degli elettroni di 
conduzione, ciò implica la separazione dei livelli nel campo magne- 
tico in due componenti 


Eno (K,) = En (kK.) + 0B$ (k.)B, o= 1. (62,9) 


La grandezza È (k,) rappresenta il risultato dell’operazione di media 
applicata a una certa funzione È (k) sulla traiettoria quasi-classica. 
Inoltre, tutte le traiettorie si possono considerare, con un’approssi- 
mazione sufficiente, come giacenti sulla superficie di Fermi stessa 
in modo che il risultato dell'operazione di media dipende unicamente. 
da k,. Sottolineiamo il seguente fatto: per il liquido di Fermi elet- 


_  ) Di fatto, i reticoli cristallini di tutti i metalli godono di centro d'inver- 
sione. 
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tronico la grandezza È (X,) è diversa dall'unità (il suo valore per 
gli elettroni liberi); ciò è dovuto non soltanto all’interazione spin- 
orbitale, ma anche all’interazione di scambio fra gli elettroni. 


$ 63. Effetto di HaaseVan Alphen 


È impossibile calcolare in forma generale la suscettività ma- 
gnetica di un metallo in campi magnetici deboli (BB<«< 7, dove 8 
è il magnetone di Bohr e 2 l’induzione magnetica). Il fatto è che 
nei limiti della teoria del liquido di Fermi si può considerare sol- 
tanto la parte paramagnetica (di spin) della suscettività: questa 
parte è definita dagli elettroni di conduzione in prossimità della 
superficie di Fermi, poiché gli spin degli elettroni all’interno della 
distribuzione sono reciprocamente compensati. Quanto alla parte 
diamagnetica (orbitale) della suscettività, ad essa danno un contri- 
buto tutti gli elettroni, anche dall’interno della distribuzione dove 
il concetto di quasi-particelle perde già di senso nella teoria del 
liquido di Fermi. Fra l'altro, ambedue le parti della suscettività 
sono, in generale, di un medesimo ordine di grandezza e solo la loro 
somma ha un significato fisico reale. 

Consideriamo campi « forti » in cui 


T< BB<u, (63,1) 


vale a dire che gli intervalli fra i livelli di Landau sono commen- 
surabili con la temperatura, ma sempre piccoli rispetto al potenziale 
chimico. In questo caso le parti para- e diamagnetica della magnetiz- 
zazione non possono essere separate in generale, ma la situazione 
cambia qui nel senso che nella magnetizzazione del metallo compare 
la dipendenza oscillatoria dall’intensità del campo (effetto di Haas- 
Van Alphen) *). La parte monotona della magnetizzazione dipende 
anche qui da tutti gli elettroni del metallo e non può essere calcolata 
nei limiti della teoria del liquido di Fermi. Quanto alla parte oscil- 
lante della magnetizzazione, essa è definita, come vedremo, soltanto 
dagli elettroni di conduzione nell’intorno della superficie di Fermi 
€ può essere studiata in forma generale (I. M. Lifsits, A. M. Koseviò, 
1955). È esattamente questa parte che ci interesserà qui. 

La dipendenza oscillatoria della magnetizzazione dal campo è la 
conseguenza della quantizzazione dei livelli energetici del moto 
‘orbitale degli elettroni. Ma alla quantizzazione sono soggetti i soli 
stati corrispondenti al moto degli elettroni descriventi traiettorie 
chiuse (nello spazio k). Pertanto il contributo alla parte oscillatoria 
delle grandezze termodinamiche proviene unicamente dagli elettroni 
di conduzione sulle sezioni chiuse delle superfici isoenergetiche -con 


1) Si veda V, $ 60 dove questa effetto è stato stuadiato per un gas elettro- 
nico perfetto. | 


318 CAPITOLO VI 


piani perpendicolari alla data direzione del campo. Supporremo 
che su queste sezioni si verifichi la condizione di quasi-classicità, 
cioè che i numeri n determinati dall’uguaglianza (62,8) siano grandi: 


heS/|e|BD>1. (63,2) 


Per superfici di Fermi tipiche nei metalli le dimensioni lineari delle 
sezioni valgono -1/a in modo che S- a, e allora la condizione 
(63,2) si verifica a priori (si veda la nota alla pag. 289). 

I livelli quasi-classici sono dati (tenendo conto dello spin) dall’e- 
spressione (62,9), dove €, (£.,) sono soluzioni dell’equazione (62,8); 
a ciascun livello corrisponde un numero di stati dato dalla formula 
(58,10). Perciò la somma statistica che determina il potenziale ter- 
modinamico £ (quale funzione di u, 7 e del volume V del sistema) 
ha la forma 


— p(8) 
Q= — TALE Y (Dn f{1+exp Tae I dk.. (63,3) 
s0 


4n2hc 
n 

L'indice s numera i singoli fogli della superficie isoenergetica; questo 
indice e il segno di sommatoria su di esso sono omessi in seguito per 
brevità. L'integrazione su dk, è estesa a un intervallo tale che esso 
comprenda tutte le diverse sezioni (ad eccezione di ripetizioni perio- 
diche) di tutti i fogli delle superfici isoenergetiche. 

Prima di tutto separiamo da £ la parte oscillante con il campo 
(indichiamola con £), trasformando la somma (63,3) mediante la 
formula di Poisson 1): | 


3F(0+ Y FM={F(2)ar+2Re DI |F(2)etnindz. (63,4) 
n=1 0 


I=1 0 


Il primo termine di questa formula applicata all'espressione (63,3) 
dà un contributo non oscillatorio in 2; omettendolo scriviamo 


5 \e\BVT c 
d=-- aa 206) I Io (63,5) 
lmi1o=t1Î 


dove Îi è la parte oscillante dell’integrale 


Io = {an fin {1 + exp tolta lhi egriln dk, (63,6) 
0 
e dove si è introdotta anche la notazione 4, = u — 0f88. 
1) Si veda V, $ 60. Il fatto che nell'espressione (63,4) il termine della 


somma F (0) è preceduto dal coefficiente 1/2 non ha importanza, poiché nella 
somma (63,3) sono essenziali i soli termini con r grandi. 
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Per la trasformazione ulteriore introduciamo la funzione 


ch$S (e, k.) 1 
2r|e|B 2 


(cfr. la (62,8)) e passiamo dall’integrazione in dn nella (63,6) 
all’integrazione in de: 


n(e,k,)= (63,7) 


Tio = | | In {i +expte® Fort) ezniln di dk, de; (63,8) 
O) 


l'estremo inferiore di integrazione in de (supposto convenzional- 
mente nullo) è inessenziale, poiché nell’integrale sarà importante: 
il solo intorno del valore e = po. 

Poiché la funzione n (e, X,) è grande, il fattore esponenziale- 
nell'espressione integranda della formula (63,8) è una funzione rapi- 
damente oscillante di %,. Queste oscillazioni smorzano l'integrale 
in dk, e perciò il contributo principale in n proviene dai domini 
della variabile #,, nei quali la funzione n (€, % ,) varia più lentamente 
(in modo che le oscillazioni sono anch'esse più lente). In altre parole, 
il contributo principale all’integrale lo danno i domini in prossi- 
mità dei punti di estremo di n come funzione di , (per ogni e dato). 
Sia k.ex (€) uno di questi punti; nel suo intorno calcoliamo l’inte—- 
grale con il metodo del punto di sella: nell’esponente scriviamo 


n(e,k.)mnex(8)+ 5 (Fa (K.—Kk.ex)", Mex (8) =N(8, k.ex(8)), 


e nei fattori non esponenziali prendiamo il loro valore per k, = X.ex- 
Come risultato troviamo che ciascuno dei punti di estremo dà ik 
contributo seguente all’integrale: 


dRex 1 0?n - 1/2 
fia {1-+exp t7® 7 de Vr lm 


la sostituzione di dr (e, k,)/de con dn.x/de è ammissibile, poiché 
nel punto di estremo én/0k, = 0. I segni positivo e negativo nell’e- 
sponente si riferiscono rispettivamente ai casi in cui £,6x è un punto 
di minimo o di massimo della funzione n (€, %,) 1). Trasformiamo 
questa espressione mediante: A per parti, scrivendo 


exp {2rine + FI de; 


dex 


e ep (2rilnex) de = 


Ta dexp(2rnilne (£)) 


1) Un intona: della forma | et02% de si. calcola mediante la sostituzione 


g= uet/4 oz= ue! per a>0 0 4<0 dopo di che l'integrazione in. 
du sì estende da —c0 a 400, 
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© tenendo presente che si può non derivare la funzione lentamente 
variabile | 02rn/0k?| x. Il termine integrato non implica la dipendenza 
oscillatoria dal campo; omettendolo, abbiamo 


< obi exp (2rilnex) de ] 
Tio = dI 2riT 13/2 | :€— Ho a 12 9 (63,9) 
da Ò | 1+exp (FE) | |10%n/0k3| ek 


DI 


dove la sommatoria è estesa a tutti i punti di estremo (il cui 
significato verrà discusso più avanti). 

Il fattore exp (2ri/n.x) a numeratore dell'espressione integranda 
è una funzione rapidamente oscillante di e. Queste oscillazioni smor- 
zano l’integrale in de ovunque, ad eccezione del dominio € — pg 
— T, nel quale il denominatore varia rapidamente. La funzione 
stessa r.y (8) ha una variazione regolare in questo dominio e perciò 
può essere rappresentata nella forma 


Nex (8) > Rex (Mo) + Nex (ho) (€ — Po); 


quanto al fattore | 02n/0k? | i, esso va sostituito semplicemente 
con il suo valore per e = ug. Dopo questa operazione, passando dal- 
l’integrazione in e a quella in x = (€ — uc)/7 e sostituendo il 
limite inferiore —uo/7 con —cc (poiché u/7 > 1), otteniamo 1) 


F 2nil ps | [4 = , 
Tn Dr i sh" [208 Tris (bo) 
ex ex, Hog 


Sommando questa espressione su o = +1, si può sostituire ovun- 
que (ad eccezione del fattore esponenziale) us con p in quanto per 
l'ipotesi (63,1) BB < u. Nel fattore di fase (esponenziale) questa 
sostituzione è inammissibile: essendo grande il valore della funzione 
ex (8), una variazione relativamente piccola del suo argomento 
implica già un notevole cambiamento di fase; qui, però, è sufficiente 


1) È stato utilizzato il valore dell’integrale 


& ) i ent ORE: HE 
a et+1 ”* sh na ® 


Si può ottenere questa formula considerando l’integrale su un contorno chiuso 
mel piano della z complessa, formato dall'asse reale, dalla retta Imz= 2a 
e da due segmenti « laterali » indefinitamente lontani (per assicurare la con- 
vergenza su questi ultimi sostituiamo il parametro reale a con a — i0). L’inte- 
grale su questo contorno è definito dal resto nel polo z= in da cui ricaviamo 


I — ee [ = —Qsnie ®, 
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sviluppare ne, (ll + PB) in potenze di BB limitandosi ai termini 
lineari. Come risultato otteniamo 


3 2ril + in/4 
Sis= >} exp [2rilnex (|) RA ] x 
13/2 |02n/0kîlex. n 


x sh"! {[2n2/Trex (u)] cos [2r/BBEsxMex ()]; (63,10) 


dove Èer = È (k.ex). Resta da precisare il senso delle grandezze che 
figurano in questa espressione e sostituirla nella formula (63,5). 
Secondo la definizione (63,7) la funzione ne; (€) è legata al valore 
estremale S.; (e) dell’area di sezione della superficie isoenergetica 
S (€, k,) come funzione di È,, mentre il suo 
valore per e = u rappresenta l’area della 
sezione estremale della superficie di Fermi. 
A titolo di illustrazione la fig. 15 rappre- 
senta tre sezioni (due massime e una = 
minima) della superficie di Fermi a forma di 
manubrio ginnico; esse sono perpendicolari Fig. 15 
alla direzione del campo indicata dalla 
freccia. La somma su ex nella (63,10) viene effettuata su tutte le 
sezioni estremali chiuse di tutti i fogli della superficie di Fermi. 
Per rendere più facile la scrittura delle formule, introduciamo 
anche la massa ciclotronica dell’elettrone di conduzione che si 
muove su una traiettoria estremale chiusa. In accordo con la defi- 
nizione (57,6) questa massa vale 
eh? 05 (e, k,) 
dle 29 de 


» 


h2 ’ ( ) 
= _— e u 
La h, ex 271 È 


dove S.x (2) = S(e, Kk.ex (€)); l’ultima uguaglianza è dovuta di 
nuovo al fatto che nel punto di estremo dS (e, k.)/0k, = 0. 

Come risultato otteniamo infine la seguente formula esprimente 
la parte oscillatoria del potenziele termodinamico: 


=Y S(1 Q cos {173% E +43), 


ex lumi 
2V (mBB)9/2 | 425 (1, k,) |-1/2 2 m* 
SU = TRRNETA 3 lex shn°% (al bs), (63,11) 


À, = la2Tm*/mBB 


(m è la massa vera dell’elettrone, i segni positivo e negativo nell’ar- 
gomento del coseno si riferiscono rispettivamente ai casi di sezioni 
minime o massime) 1). 


1) Per il gas di elettroni liberi la superficie di Fermi è una sfera di raggio 
kp = anno Sex = nkf, e la formula (63,11) si trasforma nella (60,5) del 


volume V 
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La magnetizzazione M (momento magnetico dell’unità di volu- 
me) si calcola come la derivata 1) 
41 09 
M= —3 E: (63,12) 
In questo caso vanno soggetti alla derivazione nella (63,11) soltanto 
i fattori variabili più rapidamente, ossia i coseni. Data l’anisotropia 
della superficie di Fermi (m* e Sx dipendono dalla direzione del 
campo) la direzione di M non coincide in generale con quella di B. 
Troviamo che la parte oscillante della magnetizzazione longitudinale 
(nella direzione del campo) è 


M,= DÒ Sg Misen {775 + 7)}. 


ex I=i 
B1/2 (mB)3/2 Sex | 825 (1, k)|-1/2 2 * 
Mi= SRI = 3 si DA (7 tex). (63,13) 


Le espressioni (63,11) e (63,13) sono funzioni oscillanti piuttosto 
complesse del campo magnetico, che contengono, in generale, ter- 
mini di periodicità diversa: i termini provenienti da ciascuna delle 
sezioni estremali della superficie di Fermi hanno un loro periodo 
rispetto alla variabile 1/B che vale 


si _ 4nm8 _ 2alel (63,14) 


È da notare che questi periodi sono indipendenti dalla temperatura. 


1) Il fatto che la derivazione si effettua rispetto a B deve essere precisato. 
Alla formula (63,12) si può giungere nel seguente modo. La variazione del- 
l'operatore hamiltoniano del sistema per una variazione infinitesima del poten- 
ziale vettoriale del campo è 


$h = se | {5A dV, 


dove f è l'operatore densità di corrente (si veda III (115,1)). La variazione dell 
pornsiale termodinamico si ottiene invece calcolando la media di 67 (per 

ati valori di p, 7, V). Ma il fatto che la quantizzazione del sistema viene 
determinata (come è stato mostrato al $ 62) non dal campo microscopico esat- 
to H, bensì dalla sua media macroscopica B significa che anche in 87 si deve 
intendere con A il potenziale vettoriale del campo medio B. Quindi, la varia- 
zione 6A si può portare fuori dal segno di media e allora si ha 


690=(85)= -i { (j) SA dv. 


Introducendo ora il momento magnetico in base alla definizione (j) = c rot M 
e integrando per parti, otteniamo 


6a= — 6B | M dV. 
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Quanto alla dipendenza dalla temperatura delle ampiezze delle 
oscillazioni, essa è determinata dal fattore X/sh 4. Per A>1 le 
ampiezze decrescono esponenzialmente e le oscillazioni di fatto 
scompaiono. Per ) < 1 il fattore X/sh A - 41, e l’ordine di grandezza 
delle ampiezze viene determinato dagli altri fattori in £, e My; 
a questo caso si riferiscono tutte le stime ulteriori. 

Per una stima approssimata poniamo 

m*-m, pur h°kilm S- ké, 


dove kx  1/a sono le dimensioni lineari della superficie di Fermi. 
Allora otteniamo 


- B)5/2 B \5/2 B \1/2 
dEi pn (PE) M -n8(12) , (63,45) 


dove n - k; è la densità del numero di elettroni. Per quanto riguar- 
“ da la parte della magnetizzazione dipendente monotonamente dal 


campo (indichiamola con M), la si può stimare ponendo 


M- Bf E BL np, (63,16) 


dove Y è la parte « monotona » della suscettività magnetica stimata, 
ad esempio, in base alla formula per la suscettività del gas elettro- 
nico in campi deboli (si veda V, $ 59). Rispettivamente la parte 


monotona del potenziale termodinamico è Q- VMB- Vnu(BB/u)?. 
Il confronto fra le espressioni scritte mostra che la parte oscillante 
del potenziale termodinamico è piccola rispetto alla sua parte ma- 
gnetica monotona, | 


Q/0- (BB/p)2< 1, 


e tanto più rispetto al suo valore Q- Vrpu in assenza di campo: 


QQ = (BB/u)®?. Al contrario, la parte oscillante della magnetiz- 
zazione è grande rispetto alla sua parte monotona 


MIM A (p/BB)2> 1. 


È da notare a proposito di tutta la teoria delle oscillazioni della 
magnetizzazione, qui esposta, che essa si riferisce al liquido elettro- 
nico in un cristallo perfetto e che non tiene conto dell’eventuale 
influsso sul risultato dei processi di diffusione degli elettroni di 
conduzione sui fononi e sui difetti del reticolo (sugli atomi di impu- 
rità, ad esempio). Questi processi implicano un’indeterminazione 
nell’energia degli elettroni: Ae- h/t- hvgll (dove 1 è il tempo fra 
le collisioni; ! la lunghezza del cammino libero; vp la velocità degli 
elettroni). Quanto allo smussamento dei livelli energetici, questo 
processo, a sua volta, livella le oscillazioni della magnetizzazione. 
La condizione per cui si possono trascurare i processi di diffusione 
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consiste nell’essere piccola l’indeterminazione Ae rispetto agli 
intervalli fra i livelli, cioè deve essere 


hoz > hu pIl. (63,17) 


Per 7 + 0 sono ammissibili (la condizione (63,1)) valori di 8 pic- 
coli a piacere (più precisamente, limitati dalla sola condizione 


(63,17)). In questo caso la magnetizzazione M può, in principio, 
essere commensurabile con l’induzione stessa B (poiché M/B- 


- X (1/BB)!2), ma ancora prima diventa grande (in modulo) la 
suscettività magnetica Yx = 0M/0H !). Infatti, osservando di nuovo 
che alla derivazione devono essere soggetti i soli fattori oscillanti, 
troviamo 


1x1 x (4/BB)?r?. (63,18) 


In questa situazione le oscillazioni della magnetizzazione impli- 
cano la comparsa, sulla curva della dipendenza dell'intensità ma- 
croscopica H= B — 4nM (B) dall'indu- 
zione 5, di una successione di flessi 
rappresentati schematicamente nella 
fig. 16 (A. B. Pippard, 1963). Ma la 
condizione di stabilità termodinamica 
richiede che debba essere 2) 


(5) T,Uu > 0. 


Perciò sono impossibili stati corrispon- 
denti a tratti della curva del tipo bdc. 
“a La situazione venutasi a creare è com- 
Fig. 16 pletamente analoga a quella che implica 
la transizione di fase nella sostanza per la 
comparsa di un'inflessione sulla curva di dipendenza della pressione dal 
volume (si veda V, $$ 84, 152). Alla curva di dipendenza in equili- 
brio H (B) corrisponderà i in realtà un segmento rettilineo orizzontale 
ad tracciato in modo tale che le due aree tratteggiate nella fig. 16 
siano uguali. Quanto ai tratti ab e cd, essi corrispondono a stati 
metastabili. 

Un campione metallico sia un cilindro con asse diretto lungo il 
campo esterno $. Allora l’intensità H all’interno del cilindro coin- 
cide con $, e a misura che quest’ultimo crescerà il corpo verrà sog- 
getto a transizioni di fase consecutive con variazione a salti dell’in- 
duzione: ogni volta che si arriva a un punto come a, l'induzione 


1) A scanso di complicazioni inutili, nella considerazione qualitativa 
seguente prescindiamo dall’influenza dell'anisotropia. 
: 2) Si veda VIII, $ 18 dove una condizione analoga è dedotta per il caso 
elettrico. 
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salta dal valore B, a quello By; 1). Se il campione è una lamina piana 
in un campo magnetico che le è perpendicolare, il corpo si suddivide 
in strati alterni (domini diamagnetici) con induzione diversa, il 
che è analogo alla suddivisione di un superconduttore, nello stato 
intermedio, in strati normali e superconduttori (J. H. Condon, 
1966). In questo caso il campo esterno $ coincide con la media del- 
l’induzione magnetica, calcolata rispetto a tutti gli strati. Così, 
nell'intervallo Bhè < 6 < B; la lamina si suddivide in strati con 
induzioni 8, e B;; a misura che $ aumenta, il volume delle seconde 
cresce a spese di quello dei primi. 


$ 64. Interazione elettrone-fonone 


Finora abbiamo considerato gli elettroni di conduzione nei cri- 
stalli a prescindere dalla loro interazione con le oscillazioni del reti- 
colo, cioè con i fononi. Questa interazione esprime il fatto che la 
deformazione del reticolo modifica il campo in cui si muove l’elet- 
trone; questa modifica è detta potenziale di deformazione. 

L'interazione elettrone-fonone gioca un ruolo determinante nei 
fenomeni cinetici che si producono nei semiconduttori e nei metal- 
li; qui ci interesserà la sola influenza qualitativa di questa intera- 
zione sullo spettro energetico degli elettroni. Per il suo studio è op- 
portuno evitare complicazioni dovute all’anisotropia del reticolo 
e alla sua disomogeneità microscopica. In altre parole, consideria- 
mo il mezzo come un liquido isotropo microscopicamente omogeneo, 
nel quale sono possibili quindi le sole vibrazioni sonore longitudi- 
nali. 

In prima approssimazione rispetto alla deformazione, rappresen- 
tiamo il potenziale corrispondente a questo modello semplificato 
nella forma 


Udo ()=|W (rr) p" (1°) da”, (64,1) 


dove p’ è la parte variabile della densità del mezzo (mentre p è il 
suo valore costante d’equilibrio). La funzione W (r — r’) decresce 
a distanze dell’ordine di quelle interatomiche a. Rendiamo ancora 
più semplice l’espressione (64,1), osservando che per interazione 
con fononi di vettori d'onda X< 41/a queste distanze si possono sup- 
porre nulle, ponendo cioè W = wò (r — r’), dove w è una costante. 
Allora Uger = wp' (r)/p. Secondo la teoria quantistica, nella rappre- 
sentazione della seconda quantizzazione, questo potenziale si scrive 
come operatore hamiltoniano di interazione elettrone-fonone 


Casi 


Hep sE 5 | L7- (&, r) p' (8, r) FP, (0 r) dx, (64,2) 


1) £ supposto che l’energia superficiale della frontiera di separazione fra 
le fasi sia positiva. 
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dove gli operatori Y, Y* si riferiscono agli elettroni e p'è l'operatore 
densità di Heisenberg, che descrive il campo fononico; per i fononi 
liberi (non interagenti con gli elettroni) questo operatore è dato 
dalla formula (24,10). 

Nel formalismo matematico delle funzioni di Green applicato 
all'interazione elettrone-fonone, accanto alla funzione di Green 
elettronica G compare anche una funzione fononica di Green la quale 
è definita come segue: 


D (Xx, Xa) = D(X1— Xa) = —i (Tp' (Xi) p(Xa)), (64,3) 


dove il prodotto cronologico si sviluppa in base alla regola (31,2) 
corrispondente al caso dei bosoni. Per i fononi liberi la funzione 
di Green nella rappresentazione degli impulsi è 

0 _ pk 1 1 Da pk? 

DI (16, k) — 2u \0-uk+i0 @o+ukT—i0S © 02— u?k? +10 (64,4) 

(si veda il problema al $ 34; nelle formule intermedie poniamo 
h = 1). 
Considerando l'interazione elettrone-fonone come una piccola 
perturbazione, possiamo costruire la tecnica dei diagrammi basata 
sull’operatore (64,2), così come abbiamo fatto al $ 13 per l’intera- 
zione di coppia dei fermioni. Senza ripetere tutti i ragionamenti, 
formuliamo le regole di costruzione dei diagrammi (nella rappre- 
sentazione degli impulsi) 1). 

Elementi fondamentali dei diagrammi sono le linee elettroniche 
(continue) e fononiche (tratteggiate), a ciascuna delle quali si attri- 
buisce un « quadrimpulso ». Alla curva elettronica con quadrimpulso 
P è messo in corrispondenza il fattore iG%} = iò,6G°® (P), che è 
la funzione di Green degli elettroni liberi. Alla curva fononica di 
quadrimpulso X è messo in corrispondenza il fattore iD‘% (K) 
che è la funzione di Green dei fononi liberi. A ciascun punto di ver- 
tice del diagramma convergono due linee continue e una tratteggiata; 
a questo punto si associa il fattore complementare —iw/p. 

Così, la prima correzione alla funzione elettronica di Green 
è rappresentata dal diagramma ?) 


FASI (64,5) 


1) La struttura dell'espressione (64,2) per l'operatore di interazione elettro- 
ne-fonone è analoga a quella dell’operatore di interazione’ elettrone-fonone in 
elettrodinamica quantistica. In relazione a ciò sono analoghe anche le regole 
dì tecnica dei diagrammi in ambedue i casi. 

®) Il diagramma con una linea elettronica chiusa su se stessa (simile al 
diagramma (13,13a)) manca perché D(°) (0) = 0. In questo caso si suppone che 
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cui corrisponde l’espressione analitica 
x li d*K 
L166 (P)= — -[G® (P)? (GO (P—K)D® (K) 37. (64,6) 
La prima correzione alla funzione fononica di Green è rappresentata 


dal diagramma 
n; 647 


nella forma analitica 


i6D (K)=2 s [DO (0)? {60 (P)G® (P— K) ra (64,8) 
oil coefficiente 2 è dovuto alla convoluzione dei fattori di spin: 
Sapdpa = 2; si è tenuto conto anche del fattore —4 legato all’esi- 
stenza di un cappio fermionico chiuso; si veda il $ 13). 

Mostriamo che l’interazione elettrone-fonone nei metalli implica 
la comparsa dell'« attrazione efficace » fra gli elettroni in prossimità 
della superficie di Fermi. Essa può essere descritta in modo evidente 
come risultato dell'emissione di un fonone virtuale da parte di un 
elettrone e del suo assorbimento da parte di un altro (J. Bardeen, 
4950; H. Fròhlich, 1950). 

Consideriamo il diagramma 


Li (64,9) 


(N 


B=hK A 


esprimente la diffusione di due elettroni realizzabile mediante lo 
scambio di fononi virtuali; i quadrimpulsi P = (e — n, ppeXK= 
= (®, k), dove yu è il potenziale chimico degli elettroni per 7 = 0 
coincidente con l’energia limite € =. A questo diagramma corrisponde 
la funzione di vertice 


2, 
l'ro,ag=T0ayOsss iT= ( = 3) iDO (K), 


il passaggio al limite k +0 preceda quello 0 +0. Ciò esprime il fatto che 
nello spazio munito di coordinate l’integrazione su d°z (che esprime qui proprio 
il passaggio a k+ 0) è già contenuta nella definizione dell’operatore hamilto- 
niano (64,2) e perciò si effettua prima dell’integrazione sul tempo che compare 
quando la teoria delle perturbazioni si applica a questo operatore hamiltoniano. 
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ossia nen 


w?k? sp 
dove fio = &, — &,, dk = p,— pi. 

Per ordine di grandezza gli impulsi degli elettroni in prossimità 
della superficie di Fermi valgono p- pr h/a. Alla diffusione 
degli elettroni di un angolo 1 corrisponde l'impulso del fonone 
hk- hl/a e la sua energia liuk- liula = hop, dove @p è la frequenza 
di Debye (per i metalli fRop < €r). D'altra parte, l’elettrone non 
può cedere un'energia superiore a € — &p. Perciò se per ambedue 
gli elettroni | e — &p |< ©p, è chiaro a priori che 


Ta u/pu >. (64,11) 


Tenendo conto del significato di I° quale ampiezza di diffusione 
($ 16), vediamo che il suo segno corrisponde all’attrazione fra le 
particelle. Sottolineiamo che questo risultato si riferisce unica- 
mente agli elettroni in uno strato relativamente stretto (di larghez- 
za hop rispetto all'energia) dello spazio degli impulsi in prossi- 
mità della superficie di Fermi. Questa circostanza è stata già sfrut- 
tata al $ 43 per stabilire la grandezza del parametro di taglio nella 
teoria della superconduttività dei metalli 1). 


$ 65. Influenza dell'interazione elettrone-fonone 
sullo spettro elettronico nel metallo 


Consideriamo la questione dell’influenza esercitata dall’intera- 
zione elettrone-fonone sullo spettro degli elettroni nel metallo ?). 
Come è stato mostrato al $ 14, nel caso dello spettro del tipo di 
Fermi la correzione alla legge di dispersione € (p) (rispetto allo spet- 
tro del sistema di fermioni liberi) è determinata dalla differenza 


de (pìj= Z(eT—-u, p\— 00, P), (65,1) 


dove Z = G(®-1 — G- è la funzione autoenergetica. Nel caso con- 
siderato si tratta della correzione dovuta all’interazione con i fononi 
e come spettro « imperturbato » serve quello che tiene conto dell’in- 
terazione « diretta » delle particelle (elettroni). In accordo con l’e- 
spressione (64,6) abbiamo ) 


x (P)= — 6G1= 66/60 = 12 7 | GO (P— K) DO (K)È 


zi (05,2) 


) Quanto alla costante w, per avere una stima approssimata per i metalli, 
ci può notare che la variazione dell'energia dell'elettrone deve essere dell' ordine 
o la stessa grandezza (-&p), quando la variazione della densità è p' — p. 
iquiw- ep 
DO I risultati qui esposti appartengono a A. B. Migdal (1958). 
®) Poniamo f = 1 nelle formule intermedie. 
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dove ora con G‘® occorre intendere la funzione di Green degli elet- 
troni interagenti. In prossimità del suo polo questa funzione ha la 
forma 


GO (e — p, pjy=Zle—p— vP (p— pr) + i0-sign (e — DI 
(65,3) 


(cér. la (10,2)); l'indice (0) per vp significa che in questa grandezza 
non sì è tenuto ancora conto dell'interazione elettrone-fonone. 
Il nostro scopo è di stimare la grandezza (65,1), cioè l'integrale 


be = 7 ({G® (e-u— 0, p_ vil 


— G9(— 0, p—_k)} DA (0, ka? (65,4) 


Dar i 
Come si vede dai calcoli ulteriori, il contributo fondamentale in 
questo integrale proviene dal dominio nel quale l’impulso p — k 
e l'energia e — @ (così come le grandezze stesse p e e) giacciono in 
prossimità della superficie di Fermi, cioè K< pr, 0< up. Per questa 
ragione si può utilizzare l’espressione (65,3) per la funzione G‘®, 

In coordinate sferiche nello spazio k con asse lungo p abbiamo 
d'K = 2nk° dk do dcos 0, dove 0 è l’angolo formato da k e p. 
Al posto di cos 8 introduciamo la variabile p; = |p— k |; osser- 
vando che pî = p° + k® — 2pk così, abbiamo 


d'K = 2nk?dk dop, dpy/pk = 2xk dk do dp, 
(abbiamo posto p\ ® p = pr). 


Nell’espressione integranda della formula (65,4) da p, dipende 
il solo fattore fra parentesi graffe pari a 


{...}=—(e-wZl[e-u_o—tP (pp. pr) + 
+ i0-sign (e—p— 0)]} x 
Xx [0 — vf° (p, — pr) — i0-sign 0]. 


Data la convergenza rapida dell’integrale in d (pi — pr) si può 
estendere l’integrazione a +00; introducendo la variabile n = 
== Vv (pi; — Dr), otteniamo l'integrale 


f{..}d0n= 
vp) In_(e-p_o0)_(0-signle_u—o)][n-+@+:0-sign 0] * 


Se ambedue i poli dell'espressione integranda si trovano da una 
stessa parte dell’asse reale, l’integrale si annulla (ciò si vede im- 
mediatamente chiudendo il cammino di integrazione nell’altro 
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semipiano). Pertanto l’integrale è diverso da zero all’unica condi- 
zione che e - 1 > 0 >00g£—-UuZ<0<0; nel primo caso l’in- 
tegrale vale —2rniZ/vf, nel secondo 2riZ/vf. Tenendo anche conto 
della parità della funzione D‘° (©, k) rispetto alla variabile ©, 
troviamo così 


le-pl 
Zw° __ 1 1 
de = Bn? puv® { I [3 ult 0 + uk— DI k° do dk. (65,5) 


Le parti reale ed immaginaria di questa espressione determinano 
rispettivamente la correzione allo spettro delle quasi-particelle 
{degli elettroni di conduzione) e il loro smorzamento. Consideriamo 
-dapprima lo smorzamento. 

Separando nell’espressione (65,5) là parte immaginaria secondo 
iJla regola (8,11), troviamo 


___1w° 2 J]e 

Im 8e= FP {k dk; (65,6) 
l’integrazione su % è estesa al dominio da 0a |e— wu |/u in cui il 
polo o = uk dell’espressione integranda nella (65,5) giace nell’in- 
tervallo compreso fra 0 e | e — u |. In tal modo abbiamo (in unità 
asuali) 

_ Zw*le—p]j3 


— Im de = 24rthSpuiv® * 


(69,7) 

Per stimare in modo grossolano questa grandezza, osserviamo 
che i parametri v}° e w sono di origine elettronica e si esprimono, 
come ordine di grandezza, soltanto mediante le distanze interato- 
miche a e la massa dell'elettrone m: vi — peim- hlamw- Ep 
n h?/ma? (si veda la nota alla pag. 328). La densità p e la velocità del 
suono u dipendono invece anche dalla massa degli ioni M; per di 
più, p > M, u co MY? in modo che pu! > 41/M. Perciò la stima dello 
‘ssmorzamento si può scrivere nella seguente forma: 


—Im òe- |e— ulf (f0p)7, (65,8) 


dove la frequenza di Debye vale op — u/a co MY, 

A rigore, la stima (65,8) si riferisce ai valori |a — up |< Èiop, 
per i quali l’integrazione nella (65,6) è estesa al dominio XK < 
<|e — u \/uR< @oplu, dove è effettivamente applicabile la legge 
di dispersione dei fononi © = Xu. Ma per una stima grossolana ri- 
spetto all’ordine di grandezza si può applicare la (65,8) anche alla 
frontiera del dominio per e — p- ion, dove si ottiene 


—-Im se hop-[e— ul. (65,9) 


Infine, per e — u> iop il dominio di integrazione nella (65,6) 
è indipendente da e — u, poiché il polo 0 = Uk < @p giace sempre 
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nell’intervallo fra 0 e e — pu. In questo caso | Pdk= (op/u)* e lo 
smorzamento è 
—Im de- hRop<Ke— pu. (65,10) 


Le espressioni (65,8-10) definiscono uno smorzamento specifico 
dovuto all’emissione di fononi da parte degli elettroni 1). Si vede 
che in prossimità diretta della superficie di Fermi per |e£— u|< 
< fop lo smorzamento è piccolo (|[Im(e— u)|«|e—-u |) in 
accordo con la (65,8) in modo che il concetto di quasi-particelle, ossia 
di elettroni di conduzione, ha un significato ben chiaro. Nel domi- 
nic e — up Èop, invece, lo smorzamento della quasi-particella 
diventa commensurabile con la sua stessa energia per cui lo spettro 
si smussa in misura notevole e perde senso. Tuttavia, a distanze 
ancora più grandi sopra la superficie di Fermi per e — u> 7ìop 
(ma, ovviamente, come prima | e — u|< u), lo smorzamento, se- 
condo la (65,10), pur rimanendo lo stesso in modulo, diventa di 
muovo piccolo rispetto all'energia e — u e le quasi-particelle ri- 
acquistano un significato determinato. È ovvio che, accanto allo smor- 
zamento fononico degli elettroni di conduzione, esiste sempre anche 
uno smorzamento per gli urti fra gli elettroni. Questo smorzamento, 
proprio di ogni liquido di Fermi normale ($ 1), è proporzionale 
a (e — U)? e come ordine di grandezza vale — (e — u)?/u, cioè è 
sempre piccolo nel dominio di applicabilità della teoria. 

Stimiamo ora la correzione alla parte reale di e, cioè allo spettro 
stesso. 

La parte reale dell’integrale in do nell’espressione (65,5) è data 
dal suo valore principale 


le-ul 


Re | DO (0, k)do= si P cg È tue} do = 
0 0 


Perciò Re 6e vale (in unità comuni) 


Re de = gog | HIn| SED 


= FT zi | (65,41) 


Per e — u> Xiwp il logaritmo nell'espressione integranda vale 
= hukl{e — p), e la stima di tutto l’integrale è XRukhax/(® — LD) 
=» hula® (e — u). Osservando inoltre che, in virtù dell’esistenza del 


®) L'energia! si conserva quando la quasi-particella genera un fonone di 
piccola frequenza, e ciò è espresso dall’uguaglianza (92/6k) dk = v6k = u.dk, 
che può essere verificata solo per v > u. Questa condizione si verifica sempre 
per ì metalli poiché vp > u. 3 
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fattore p al denominatore della formula (65,11), tutta questa espres- 
sione c04/M, otteniamo la seguente stima: 


Re de - (Rop)/(e- u)K|e- ul. 


Quindi, la correzione allo spettro in questo caso è relativamente 
piccola, cosicché lo spettro è dato dall’espressione 


e—-puru (p— pr) pre-UuDàop, (65,12) 


contenente il valore « imperturbato » della velocità v#° sulla super- 
ficie di Fermi. 

Nel dominio e — p< #@p, invece, il logaritmo nella (65,11) 
vale — (e — u)/huk, e la stima dell’integrale si esprime come 
(e — u) XZax /hu- (e — u)/hua?. Tutta l’espressione (65,141) risulta 
quindi proporzionale a € — u con un coefficiente indipendente dalla 
massa dello ione M (poiché il prodotto pu? non dipende da MM). Ciò 
significa che lo spettro in questo dominio sarà di nuovo dello stesso 
tipo 

e—-puxve(lp— pr) per le-ul<È#op, (69,13) 


ma con-la velocità vp che differisce da v}° per una quantità uguale al 
suo ordine di grandezza !). 

Quindi, lo spettro del tipo di Fermi per gli elettroni nei metalli 
è caratterizzato da due valori distinti della velocità, vr e vp, di 
cui uno si trova in diretta prossimità della superficie di Fermi 
({e — n [<Èop), e l’altro per |eT—pu|>#@op. Nelie proprietà 
termodinamiche dei metalli a temperature basse (7< fop) figura 
il parametro vr dell'espressione (65,13). Per frequenze 0> @p 
la velocità vf’ definisce fenomeni, quali le proprietà ottiche di un 
metallo. 


PROBLEMA 


Determinare lo smorzamento dei fononi di onda lunga {k < pr) in un 
metallo a causa del loro assorbimento da parte degli elettroni. 

Soluzione. La correzione alle funzioni di Green per i fononi è data, in 
accordo con la (64,8), dall’integrale 


2w2 ( d4p 
BD (K)=—7- | GO (P) GO (P_E) 7, P=lry pb E=(0,h. 
Tuttavia, nelle funzioni G si deve tener conto delle correzioni dovute all’intera- 
zione degli elettroni con i fononi-di onda corta. in aceerdo-con quanto detto 
nel testo, queste correzioni conducono semplicemente alla sostituzione di G(®% 


—__?) S'intende che a queste condizioni l'applicazione della prima approssi-_ 
mazione della teoria delle perturbazioni è, a rigore, non corretta Tuttavia, 
le approssimazioni successive non possono alterare il carattere stesso dei risul- 
lato ottenuto: quando la prima correzione è dell'ordine dell’unità, le altre 
correzioni saranno dello stesso ordine. 
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con la funzione G, che differisce dalla (65,3) per la sola sostituzione della velocità 
vg’ con vp e della costante di rinormalizzazione Z con un'altra costante Z°. 
Nel caso di K piccoli si può usare la formula (17,10) per il prodotto G(9) (P) x 
X Gt) (P — K). L'integrazione in dpy dp si riduce alla eliminazione delle 


funzioni è; resta ancora l’integrazione in d cos 6 (0 è l'angolo formato da p e k): 
1 
Z'2w2pi.k - 
86D-1 (0, =— uu | __cos9dcosì __ 
27129? w —vpk cos 0+ 10 
-1 


{poniamo w > 0). Il polo cos06 = w/kvp si trova all’interno del dominio di 
integrazione (poiché vp > u), e la parte immaginaria dell’integrale è 


Z'°w°pi® 
ii, e 
Im è6D Inp*ohk * 
La legge di dispersione dei fononi è definita come radice dell’equazione D(0)-1 + 
+ èD1 = a cui ricaviamo (in unità comuni) 
Z'2w°ph 


o= uk (1— ia), ST inripuri 
{trascuriamo la correzione alla parte reale di ©). Il prodotto pu © V M; perciò, 


in un’approssimazione grossolana, a = YV m/M, vale a dire che lo smorza- 
mento è sempre piccolo. 


$ 66. Spettro elettronico dei dielettrici solidi 


La proprietà caratteristica dello spettro energetico elettronico 
di un cristallo dielettrico non magnetico è che già il primo livello 
eccitato si trova a distanza finita dal livello fondamentale; in altre 
parole, fra il livello fondamentale e lo spettro dei livelli eccitati 
esiste una fessura energetica (dell’ordine di grandezza di alcuni elet- 
tronvolt per i dielettrici comuni). 

L’eccitazione elementare nel cristallo dielettrico può essere de- 
scritta ovviamente come lo stato eccitato di un atomo, che, però, 
non si può attribuire a un determinato atomo; la simmetria trasla- 
toria del reticolo implica, come sempre, una « collettivizzazione » 
dell’eccitazione che si propaga nel cristallo, come se saltasse da un 
atomo all’altro. Come negli altri casi, queste eccitazioni si possono 
considerare quasi-particelle (dette in questo caso eccitori) con energia 
e quasi-impulso determinati. Come tutte le quasi-particelle che 
possono comparire a una a una, gli eccitoni godono di momento 
numerico intero e ubbidiscono alla statistica di Bose 1). 

Per un dato quasi-impulso k l’energia dell’eccitone può assumere 
una serie discreta di valori e, (k). Quando il quasi-impulso assume 
valori in una sola cella del reticolo inverso, ciascuna delle funzioni 


1) E stato Ja. I. Frenkel a introdurre per la prima volta il concetto di 
eccitoni (1931). 
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8 (k) descrive una zona di valori dell’energia dell'eccitone; le diver- 
se zone possono in parte sovrapporsi l’una all’altra. I valori minimì 
di ciascuna delle funzioni e, (k) sono diversi da zero. 

Oltre agli eccitoni, nel dielettrico possono esistere eccitazioni 
elettroniche di altro tipo, che si possono considerare come risultato. 
dell’ionizzazione di alcuni atomi. Ogni ionizzazione di questo tipo 
implica la comparsa nel dielettrico di due quasi-particelle propagan- 
tisi indipendentemente, ossia dell’elettrone di conduzione e della 
« buca ». Quest'ultima rappresenta la mancanza di un elettrone 
nell’atomo e perciò si comporta come una particella di carica posi- 
tiva. Anche qui, parlando del moto dell’elettrone e della « buca », 
intendiamo in realtà alcuni stati eccitati collettivi degli elettroni 
del dielettrico, accompagnati (contrariamente agli stati eccitonici) 
dal trasporto della carica elementare negativa o positiva. 

Gli elettroni e ie buche hanno spin semintero e ubbidiscono alla 
statistica di Fermi. Sottolineiamo, tuttavia, che lo spettro elettro- 
nico e di buca del dielettrico è diverso dallo spettro elettronico del 
tipo di Fermi nei metalli. Per quest’ultimo è caratteristica l’esistenza 
della superficie limite di Fermi nello spazio k, nell'intorno della 
quale giacciono i quasi-impulsi degli elettroni. Nel caso considerato 
non esiste, in generale, una superficie simile, e l'elettrone e la buca 
che compaiono contemporaneamente possono avere quasi-impulsi 
arbitrari. 

Si può vedere una distinzione ancora più profonda fra i due tipi 
di spettri, considerando lo smorzamento delle eccitazioni elemen- 
tari. Nel liquido di Fermi, ogni quasi-particella all’esterno della 
superficie di Fermi può generare coppie di nuove eccitazioni (par- 
ticella e buca) e perciò ha tempo di vita finito, che decresce rapida- 
mente allontanandosi dalla superficie di Fermi (per di più, l’elet- 
trone nel metallo può emettere fononi; si veda il $ 65). Quanto allo 
smorzamento del singolo elettrone (o della buca) del dielettrico 
in un reticolo perfetto (per 7 = 0) esso è rigorosamente nullo nell’in- 
tervallo finito di energie sopra il suo valore minimo !). Infatti, la 
formazione della coppia elettrone-buca richiede in ogni caso (data 
l’esistenza della fessura energetica A, si veda più avanti) un consumo 
di energia finito. L'emissione di un fonone (acustico) da parte di una 
quasi-particella è possibile nel solo caso in cui la velocità v della 
quasi-particella sia non inferiore alla velocità del suono w (si veda 
la nota alla pag. 331). 

I valori possibili dell’energia degli elettroni di conduzione 
2° (k) e delle buche e‘ (k) riempiono anch'essi le zone. Di solito 
si chiama larghezza della fessura energetica nel dielettrico la somma 


A = effin + eitin dei valori minimi-possibili delle energie dell’elet- 


1) Lo smorzamento a temperature finite avviene, ovviamente, sempre per 
diffusione sulle altre quasi-particelle. 
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trone e della buca. Poiché l’elettrone e la buca compaiono o scom- 
paiono contemporaneamente, proprio questa somma gode di signi- 
ficato reale e non le grandezze e{in ed e{}n considerate separata- 
mente; di solito è supposto che etti, = 0. I valori minimi dell’ener- 
gia possono essere raggiunti dagli elettroni e dalle buche per un valo- 
re medesimo o diverso del quasi-impulso k = kg; nel primo caso la 
fessura è detta diretta, nel secondo indiretta. Se i livelli nella zona 
sono non degeneri (o degeneri doppiamente solo rispetto allo spin 
a causa della simmetria rispetto all’inversione di tempo), allora le 
funzioni € (k) nell’intorno del loro minimo hanno la forma 


4 e) 1 = . 
800 (k)= A+ mil i qign e (L= MR ‘dign (66,4) 


dove q = k — k,, mm e mif sono i tensori delle masse efficaci degli 
elettroni e delle buche. 

Nella letteratura la zona elettronica si chiama spesso zona di 
conduzione, e al posto di zona di buca si suole parlare di zona dî 
valenza che, nello stato fondamentale del cristallo, è completamente 
riempita di elettroni. In questo caso, la comparsa della coppia di 
quasi-particelle elettrone-buca è considerata come il risultato del 
passaggio dell’elettrone dalla zona di valenza a quella di conduzione 
con una buca nel luogo lasciato. 

A distanze grandi (rispetto a quelle atomiche) l’'elettrone e la 
buca si attraggono secondo la legge di Coulomb. Pertanto essi pos- 
sono formare stati legati. L'insieme dell’elettrone e della buca legati 
rappresenta una quasi-particella elettricamente neutra, ossia l’'ecci- 
tone. Per un dato valore del quasi-impulso agli stati legati corri- 
spondono livelli energetici discreti del sistema elettrone + buca; 
ogni livello corrisponde a una delle zone energetiche eccitoniche. Le 
energie degli eccitoni sono disposte così sotto le energie delle eccita- 
zioni elettroniche e di buca (la fessura energetica, intesa nel senso 
indicato all’inizio del presente paragrafo, non coincide perciò con 
la grandezza A e le è inferiore di una grandezza pari all’energia mas- 
sima di legame dell’eccitone) 1). 

I livelli energetici dell'’eccitone si possono calcolare facilmente 
nel caso limite di stati debolmente legati in cui le distanze medie fra 
l’elettrone e la buca sono grandi rispetto alla costante di reticolo a; 
un eccitone di questo tipo si chiama eccitone di Wannier-Motta. Nel 
caso limite inverso in cui la distanza fra l’elettrone e la buca è dell’or- 
dine di quella atomica, l’eccitone porta il nome di eccitone di Frenkel; 
si intende che l’eccitone di Frenkel si può considerare come stato 
legato di un elettrone e di una buca in modo puramente formale. 


, 1) Gli stati eccitonici godono, però, di un tempo finito di vita, poiché 
l'elettrone e la buca possono ricombinarsi con emissione di fonone o fotone, ad 
esempio. 
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Consideriamo un cristallo dielettrico di simmetria cubica. Nel 
caso dell’eccitone di Wannier-Motta si può ritenere che l’elettrone 
e la buca si attraggono secondo la legge di Coulomb, mentre il ruolo 
degli altri atomi del reticolo si riduce unicamente a formare uno 
sfondo dielettrico omogeneo che indebolisce l’interazione di e volte, 
essendo e la permeabilità dielettrica del cristallo (considerata per 
valori delle frequenze corrispondenti, in ordine di grandezza, al- 
l'energia di legame dell’eccitone); in altre parole, l'energia di inte- 
razione fra l’elettrone e la buca si scrive nella forma U = —e?/er. 
Sia la fessura dello spettro diretta, e per semplicità supponiamo che 
i minimi dell'energia dell'elettrone e della buca giacciano per k = 0. 
In un cristallo cubico i tensori delle masse efficaci si riducono alle 
costanti scalari m, e my in modo che 


e) (k)= A+, e Mao (66,2) 


Alla fine del $ 56 è stato rilevato che il moto della particella in 
un reticolo cristallino sottoposto a un campo elettrico esterno, varia- 
bile lentamente nello spazio, è descritto dall’equazione di Schròdin- 
ger con un operatore hamiltoniano, in cui la funzione e (k) funge 
da energia cinetica. Siccome in questo caso le funzioni e‘ (k) — 
— Aed e (k) coincidono in forma con le energie cinetiche delle 
particelle libere comuni, allora l'equazione di Schròdinger del sistema 
in questione coincide formalmente con quella per un sistema di due 
particelle interagenti secondo la legge di Coulomb, cioè con l’equa- 
zione di Schròdinger per il problema dell'atomo d’idrogeno. Per 
questa ragione possiamo immediatamente scrivere i livelli energe- 
tici del sistema, cioè l’energia dell’eccitone nella forma 

(ex) h?k mes 

AE (kl) Ax En) Denin (66,3) 
(G. H. Wannier, 1937). Il primo termine in questa espressione è 
l’energia del moto dell’eccitone «come un tutt'uno » di quasi- 
impulso k. Il secondo termine, invece, dà l'energia di legame del- 
l’elettrone e della buca nell’eccitone (m = m.my,/(m, + m,) è la 
massa ridotta del sistema). Per k dato i livelli energetici discreti 
del sistema diventano più densi all'aumentare dell’energia verso la 
frontiera dello spettro continuo. La condizione di applicabilità 
della formula (66,3) è che il «raggio orbitale » rex — A2en°/me*> a 
sia sufficientemente grande. Questa condizione è verificabile a priori 
‘per grandi n, ma nei cristalli con € grande può essere soddisfatta 
anche per n- 11). 


7 E interessante notare che in prossimità dell’estremo superiore (massimo) 

della zona, dove le masse efficaci sono negative, due elettroni (o due buche) 
possono formare stati legati. L'energia di questi stati giace nella banda proibita 
sopra il massimo dell’energia totale degli elettroni. 
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Per concludere questo paragrafo, torniamo all’affermazione del 
$ 61, secondo la quale per la densità del numero di elettroni di 
conduzione nei semimetalli esiste una frontiera inferiore. 

Nel dielettrico, dove per 7 = 0 non esistono elettroni e buche, 
la possibilità di formazione di stati legati non significa altro che la 
comparsa di nuovi rami dello spettro energetico. In un metallo com- 
pensato, invece, questa possibilità significherebbe che lo stato con 
elettroni e buche liberi non è il più basso, vale a dire che lo spettro 
di tipo metallico sarebbe instabile. La possibilità di formazione di 
stati legati è eliminata dalle altre quasi-particelle che si trovano 
« fra » l’elettrone e la buca e fungono da schermo all'interazione 
coulombiana. In altre parole, la distanza media fra le quasi-particel- 
le deve essere dell'ordine di grandezza della dimensione dell’eccitone 
Fex (nel suo stato fondamentale) o più piccola. Sottolineiamo che il 
limite inferiore delle densità ammissibili per un metallo del numero 
di elettroni e di buche, stabilito da questa condizione, cala al dimi- 
nuire delle loro masse efficaci. 


$ 67. Elettroni e buche nei semiconduttori 


Lo spettro energetico dei cristalli semiconduttori puri (0, come si 
suol dire, propri) differisce da quello dei dielettrici soltanto per un 
rapporto quantitativo, cioè per valori più piccoli della fessura A; 
è la ragione per cui, a temperature ordinarie, il semiconduttore 
(a differenza del dielettrico) ha una notevole densità di portatori di 
corrente. È chiaro che questa distinzione ha carattere convenzionale 
e, fra l’altro, dipende dal dominio di temperature che ci interessano 1). 
Nei semiconduttori impuri (o leghe semiconduttrici) sono gli atomi 
delle impurità a servire come sorgente complementare di elettroni 
e buche; per le impurità la fessura energetica, rispetto alla cessione 
dell'elettrone al reticolo (impurità donatrice) o alla sua cattura dal 
reticolo (impurità accettrice), risulta essere inferiore alla fessura 
energetica dello spettro fondamentale. 

Esaminiamo in dettaglio la questione del legame esistente fra la 
grandezza della fessura A e la densità di elettroni di conduzione e di 
buche nel semiconduttore (o nel dielettrico). 

La comparsa o la scomparsa a coppie dell'elettrone (e) e della 
buca (4) si può considerare, dal punto di vista termodinamico, come 
« reazione chimica » e + kh == 0 (lo stato fondamentale del cristallo 
funge da « vuoto ». In base alle regole generali (cfr. V, $ 101) la 
condizione di equilibrio termodinamico di questa reazione si scrive 
nel seguente modo: 


be + un =0, (67,1) 


1) Diamo i valori della fessura energetica A per alcuni serufconduttori: 
Si-1,17 eV, Ge-0,74 eV, InSb-0,24 eV, GaAs-1,52 eV, PbS-0,29 eV. Per un 
dielettrico tipico il diamante A = 5,4 eV. 
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dove Le e un, sono i potenziali chimici degli elettroni e delle buche. 
Data la densità relativamente piceola di elettroni (r.) e di buche 
(n,) nel semiconduttore (per 7 < A), la distribuzione di Fermi per essi 
si riduce con grande precisione alla distribuzione di Boltzmann in 
modo che gli elettroni e le buche formano un gas classico !). Dalla 
condizione (67,1) deriva allora in modo comune (si veda V, $ 101) 
la legge delle masse agenti, secondo la quale il prodotto di densità 
in equilibrio vale. 


nen = K (T), (67,2) 


.dove a secondo membro figura una funzione della temperatura, 
dipendente unicamente dalle proprietà del reticolo fondamentale, 
sugli atomi del quale avviene la creazione e l’annichilazione di 
elettroni e buche; questa funzione è indipendente dalla presenza 
o meno delle impurità. Calcoliamo la funzione X (7) supponendo, 
per fissare le idee, che le energie degli elettroni e delle buche siano 
funzioni quadratiche del quasi-impulso (66,1). 

La distribuzione (nell’unità di volume) dei quasi-impulsi degli 
elettroni è data dalla distribuzione di Boltzmann 


He — £e (k) T3k 
PX (+ 7 2 RISE 


(il fattore 2 tiene conto delle due direzioni dello spin). Il passaggio 
alla distribuzione delle energie si realizza mediante la sostituzione 


dk V2 mal” V 


2 Ga —- Fa — Ee A des 
dove me = (m,mymg)}3, e my, ma, my sono i valori principali del 
tensore delle masse efficaci mi#. Il numero totale di elettroni nell’u- 


nità di volume è, quindi, 


Fmi. 0 
n Lire ( Ve, —Ae CelT ge, 
A 


12h 


(essendo rapida la convergenza, si può estendere l’integrazione 
all’infinito). Calcolando l’integrale, troviamo 


T \8/2 i | 
n=2 (gg) 00 Dr 
Analogamente -otteniamo 
mpT \3/2 n,/T 
e (67,4) 


0 1) Le "Le densità di elettroni e buche nei semiconduttori a temperature comuni 
sono 1013-1017 cm-3, mentre nei metalli valgono 10°2-10® cm-9 
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Infine, moltiplicando le due espressioni e tenendo conto della 
(67,1), otteniamo il risultato cercato 


mett = Ser TIe-MT, (67,5) 


In un semiconduttore proprio, in cui tutti gli elettroni e le buche 
sono comparsi a coppie, abbiamo 


3/4 i 
mer pBI2e-ART,. (67,6) 
V 2 n3/283 


Eguagliando le espressioni (67,6) e (67;3); otteniamo il potenziale 
chimico degli elettroni !) 


pes +77. (67,7) 


PRe=" 


Per quanto riguarda il contributo degli elettroni e delle buche 
alle grandezze termodinamiche del semiconduttore, per T< A esso 
è esponenzialmente piccolo. Tenendo presente che per la generazione 
di una coppia elettrone-buca occorre un'energia vicina a A, troviamo 
che il contributo da parte della coppia elettrone-buca all’energia 
interna vale E,, = Vr A con n proveniente dalla (67,6). Si può 
generalmente trascurare questa grandezza rispetto al contributo 
all'energia del cristallo proveniente dal reticolo. 


$ 68. Spettro elettronico in prossimità 
di un punto di degenerazione 


In questo paragrafo mostriamo su esempi semplici in che modo 
si può trovare, partendo da considerazioni di simmetria, la forma 
dello spettro energetico degli elettroni o delle buche in un semicon- 
duttore (o in un dielettrico) in determinati punti dello spazio k 
(reticolo inverso) individuati per la loro simmetria ?). 

Consideriamo un reticolo appartenente alla classe cristallina 
cubica O, e studiamo le proprietà dello spettro energetico in prossi- 
mità del punto k = 0, vertice della cella cubica del reticolo inverso; 
questo punto gode dell’autosimmetria del gruppo puntuale to- 
tale O). 

Quale primo esempio consideriamo lo spettro trascurando lo 
spin elettronico e supponiamo che nel punto stesso k = 0 il livello 
energetico della zona sia doppiamente degenere riferendosi alla 


1) Nélla letteratura questa grandezza spesso si chiama livello di Fermi. 
Sottolineiamo, però, che il potenziale chimico degli elettroni nel semiconduttore 
non ha per niente quel significato di energia limite, che ha nei metalli. 

.. 3) Se lo spin elettronico viene trascurato, la questione sarà formalmente 
TT a quella dello spettro energetico. dei fononi nel cristallo; si veda V, 
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rappresentazione irriducibile E, del gruppo O, '). Uscendo dal 
punto k = 0 la degenerazione si elimina; il problema consiste nel 
trovare tutti i rami della legge di dispersione € (k) nell’intorno di 
questo punto. 

AI $ 59 è stato detto in che modo si può considerare come pertur- 
bazione una deviazione da un certo punto k = k, nello spazio k. 
La forma concreta dell'operatore di perturbazione è qui inessenziale. 
È sufficiente conoscere la sola struttura delle espressioni che defini- 
scono la correzione all'energia in ogni ordine rispetto alla piccola 
grandezza q = k — ky (nel caso considerato k, = 0 cosicché q = k). 
Nel primo ordine, le correzioni sono definite dall’equazione secolare 
composta degli elementi matriciali (per le transizioni fra gli stati 
appartenenti a un medesimo livello degenere) di un operatore della 
forma ky, dove Y è un operatore vettoriale. Nel caso in questione, 
data l’esistenza del centro d’inversione nel gruppo, tutti gli elemen- 
ti matriciali dell'operatore y si annullano a priori in modo che l’effet- 
to del primo ordine in k non esiste (cfr. V, $ 136). Nel secondo ordine 
in k, le correzioni all'energia sono definite dall’equazione secolare 
composta degli elementi di matrice di un operatore della forma 


V= vakika, (68,1) 


dove y;, è un operatore hermitiano tensoriale (simmetrico rispetto 
agli indici i, 4): qui rientrano le correzioni dei termini lineari in k 
dell'operatore hamiltoniano nella seconda approssimazione della 
teoria delle perturbazioni e le correzioni dei termini quadratici in k 
in prima approssimazione. Fra gli elementi matriciali dell’operato- 
re (68,1) esistono quelli non nulli a priori, ma sottoposti a determina- 
ti legami dalla condizione di simmetria. 

Le funzioni d’onda costituenti la base della rappresentazione £,, 
intese nel senso della legge propria di trasformazione sotto operazio- 
ni di simmetria, si possono prendere nella forma 


porz+oy + 02, pe + 0% + 02, 
dove 


o=e3, o = 0%, 1+t0+0°=0, 


il segno — esprime qui la locuzione « si trasformano come ». La 
rotazione C3 intorno alla diagonale del cubo trasforma le coordinate 
in base alla legge x, y, 2 + 2, x, y; inoltre le funzioni w,, w, si tra- 
sformano come 


Csi pb > OP, Pa > 0%. 


1) Per la notazione delle rappresentazioni dei gruppi puntuali si veda III, 
$$ 95 e 99. | 
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La rotazione C* attorno allo spigolo del cubo (la trasformazione x, y, 
z-> X, —2, y) fa cambiare le funzioni secondo la legge 


Ci: fir> Pa We> Yi 


ecc. Per inversione le coordinate x, y, z cambiano di segno, mentre 
le funzioni ,, w, restano immutate. 

Di qui è facile concludere che tutti gli elementi matriciali delle 
componenti non diagonali Yin si annullano, mentre gli elementi 
matriciali delle componenti diagonali si riducono alle due costanti 
reali indipendenti seguenti: 


(1 |vxe 12) = (21vexl1)=B8, (1/vy,/2)= 08, 
(1 | Paz 2) = 0°B. 


(1|V[1)=<2|V]|2) = AR°, 
(1]V|2)=(2]V|1)*= B(k2+ 0k8+ 0%). 


Costruendo mediante questi elementi matriciali l'equazione secolare 
e risolvendola, otteniamo due rami dello spettro: 


6, a(k)—e(0)= Ak° + B|Ik4—3(k2k% + k2k24k2k29))!/2. (68,2) 


La degenerazione si elimina uscendo dal punto k = 0 in tutte le 
direzioni, ad eccezione della diagonale del cubo (k, = ky = k.)!). 

A titolo di secondo esempio consideriamo lo spettro tenendo conto 
dello spin elettronico; in questo caso ai livelli energetici corrispon- 
dono rappresentazioni a due valori (spinoriali) del gruppo di simme- 
tria. Supponiamo che nel punto k =0 il livello sia degenere quattro 
volte e corrisporda alla rappresentazione irriducibile D, (0 Dg) del 


gruppo ©). Li | 
. Le funzioni di base di questa rappresentazione si possono scegliere 
tali che si trasformino come le autofunzioni wi, (Mm = — j, ..., }) 


del momento j = 8/2 *). Questa circostanza permette di usare il 


1) Lo stesso risulato (68,2) si ottiene anche per la rappresentazione Eu 
(nel punto k = 0). In generale, la legge di dispersione in prossimità di un dato 
punto è sempre identica per le rappresentazioni‘che differiscono solo per molti- 
plicazione per qualche rappresentazione unidimensionale del gruppo (nel caso 
in questione E, = Eg X Au). È evidente che in questi casi gli elementi matri- 
ciali per le transizioni fra le funzioni di base distinte sono legati tra loro da 
legami identici. | 

2) Una situazione simile ha luogo per il fondo della zona delle buche nel 
diamante, nel silicio e nel germanio, che hanno tutti e tre un reticolo dello 
stesso tipo. 

3) Nel problema al $ 99 del volume III è stato mostrato che la rappresen- 
tazione irriducibile 2(8/2) del gruppo totale delle rotazioni resta irriducibile 
anche nei confronti del gruppo Q coincidendo con la sua rappresentazione D'. 
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seguente procedimento che semplifica notevolmente la risoluzione 
del problema (J. M. Luttinger, 1956). 

Per una rappresentazione quadridimensionale la matrice dell’o- 
peratore (68,1) sarà di rango 4 x 4 con 16 elementi. Ogni matrice di 
questo tipo può essere rappresentata sotto forma di combinazione 
lineare di 16 matrici 4 x 4 linearmente indipendenti date; come tali 
prendiamo le 15 matrici 


Ìxs iù: {ix iu} là; {ix B- 
e la matrice {ix, {iy: i.}+}. che si ottiene da esse per permutazioni 
cicliche degli indici x, y, 2 (il simbolo {. . .}+ indica qui l’anticom- 
mutatore). Qui ia re j, sono le matrici delle componenti cartesiane 


del momento j = 3/2 prese rispetto alle quattro funzioni wì/. 
D'altra parte per queste funzioni di base si deve supporre che gli 


operatori stess i jx, jy, j, si trasformino per rotazioni e riflessioni come 
componenti di un vettore assiale. Questa circostanza permette di 


scrivere l'operatore ), quadratico in k,, %,, #, costruendolo dalle 
espressioni invarianti rispetto a tutte le trasformazioni del grup- 
po O): 
V= P;k°4-4f, (K2jg + k3jè + k3jî) "E 
+ Ps (UE k TOR jyl+ + ky k{in Î.)+ + kak. {iz Îx}4)» (63,3) 


dove B,. Bd», Ps Sono costanti reali. 
Gli elementi di matrice dell'operatore (68,3) rispetto alle funzioni 


pr W3/%0 den 9° 1/5, pio w_3/ 


si possono ora calcolare facilmente mediante i ben noti elementi 
matriciali del momento (dati dalle formule (29,7-10) del volume III). 
Questo calcolo conduce alle seguenti espressioni: 


Va = Vu cs (Bi a 3Ba) (ks > ly) * (Pi * 9pa) kî 
Vas = Vs3 = (Pi + 7Ba) (A4 +47) + (Bit Ba) 42, 


Vie — Vac ame DE Bale, (ky + ik), (68,4) 


Vis=Van=2V3Bs(k7—k3)+ L- Paikaky, 
Va,=Va3=0. 


La costruzione dell’equazione secolare si può semplificare osservando 
che la scissione del livello non può evidentemente essere totale: deve 
restare la doppia degenerazione (di Kramers). Ciò vuol dire che ogni 
radice 4 = £ (k) — e (0) dell’equazione secolare (autovalore della 


matrice V) sarà doppia. In altre parole, ad ogni autovalore 4 corrì- 
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sponderanno due combinazioni linearmente indipendenti di grandezze 
®, (n = 1, 2, 3, 4), ossia di soluzioni delle equazioni 


2 VamPm= n. (68,5) 


Combinando questi due insiemi possiamo, quindi, imporre alle gran- 
dezze @, una condizione supplementare, in particolare, annullarne 
una, @, = 0, ad esempio. Allora l'equazione (68,5) con nr = 4 dà 


ViiPi1 + Vis Pa + Vis 93 =0. 


- Ripertando-da- qui gg nelle equazioni con n = 1, 2, otteniamo un 
sistema di due sole equazioni omogenee con due incognite q, e g.: 


Miri, Cani ini _ (°° 
Vas VasVaslVaa, Var ViaVas/Vas/ \Pa Po 


(quanto all'equazione con n = 3, essa non fornisce niente di nuovo). 
Dunque, il problema degli autovalori della matrice 4 x 4 si riduce 
a quello di una matrice 2 x 2. Costruendo per quest’ultima l’equa- 
zione secolare e risolvendola (con i valori Vnm presi dalla (68,4)), 
otteniamo 


1 1 1/2 
i=3 Va E Vas) + 7 (Via — Vao)?+ [Vas]? + Vial? | ’ 


o, infine, 


£, 9 (k)—e(0)= A4° +[Bkt+C (42k3+k2k2+ k3k2)}!?, (68,6) 
dove 


A=B\+5f,, B8=168, C=3(-+B— 1682) 


(G. Dresselhaus, A. F. Kip, Ch. Kittel, 1955). Il livello si scinde 
all'uscita dal punto k = 0 in tutte le direzioni 1). 

Soffermiamoci in breve sulla questione inerente alla forma delle 
equazioni che descrivono il comportamento delle particelle in pros- 
simità del fondo degenere della zona in un campo magnetico. Per 
fissare le idee, considereremo il secondo dei casi studiati nel presente 
paragrafo, ossia lo spettro (68,6). 

L'applicazione diretta dell'operatore hamiltoniano formato in 
base alla (68,6), secondo la regola generale (56,7), implicherebbe delle 
complicazioni dovute al carattere non analitico dello spettro in 
prossimità del punto k = 0. Queste difficoltà si possono superare 


1) Si ricordi che l’applicazione della teoria delle perturbazioni agli stati 
di un solo livello degenere presuppone che gli intervalli della scissione £ (k) — 
— 8 (0) siano piccoli rispetto alle distanze fra le zone vicine, comprese quelle 
che si sono distaccate per interazione spin-orbitale. 
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effettuando la sostituzione k+ k = K — eA/fc non nella (68,6), 
bensì nell’operatore hamiltoniano matriciale (68,3) (per conservare 
il carattere hermitiano è necessario inoltre effettuare la simmetriz- 
zazione rispetto alle componenti k). Ogni elemento matriciale dell’o- 
peratore hamiltoniano si trasforma dopo questa operazione in un 
operatore differenziale lineare agente non soltanto sugli indici di 
spin, ma anche sugli argomenti delle funzioni @, (K) nelle equazioni 
(68,5), che si riducono quindi a un sistema di quattro equazioni 
differenziali lineari. 

Per tener conto degli effetti di spin in presenza di un campo ma- 
-gnetico, all'operatore hamiltoniano (68,3) si devono associare ancora 
i termini dipendenti direttamente da H che non si possono definire 
in base a considerazioni di invarianza di gauge. Siccome il campo 
è supposto debole, i termini aggiuntivi devono essere lineari rispetto 
a H; al tempo stesso in quanto k è supposto piccolo, essi non devono 
dipendere da k (cfr. $ 59). In questo caso la forma generale di questi 
termini invarianti rispetto a tutte le trasformazioni di simmetria 
del cristallo è la seguente: 


B.HÎî +; (4xj} + Hyj} + H.j?}. (68,7) 


Per concludere questo paragrafo ricordiamo una situazione inte- 
ressante che viene a crearsi se una delle zone tangenti nel punto di 
degenerazione k, è la zona di conduzione e l’altra di valenza. La 
fessura energetica nello spettro di questo tipo è nulla; è sufficiente 
un’energia piccola a piacere affinché siano generati un elettrone 
e una buca con impulsi vicini a k,. Cristalli di questo tipo occupano, 
in un certo senso, una posizione intermedia fra dielettrico e metallo. 
La fessura energetica non esiste, ma gli stati elettronici e di buca non 
sono separati in un solo punto dello spazio k. Si può dire che si tratta 
di un metallo, la cui superficie di Fermi è ridotta al punto k,. Per 
T = 0 in questo semiconduttore senza fessura !) non esistono portatori 
di corrente, ma alle basse temperature il loro numero cresce secondo 
una legge di potenza, e non esponenziale. È impossibile stabilire la 
forma dello spettro in prossimità del punto k,, partendo da sole con- 
siderazioni di simmetria; l’interazione coulombiana fra gli elettro- 
nì e le buche implica la comparsa in questo punto di singolarità 
negli elementi di matrice della perturbazione ?). 


1) Come esempio si può prendere una delle modificazioni dello stagno: 
stagno grigio. 

2) Per uno studio particolareggiato di questa questione si veda A. A. A bri- 
kosov, S. D. Beneslavskij, ZETF 59, 1280 (1970). 


Capitolo VII 


MAGNETISMO 


$ 69. Equazione del moto del momento magnetico 
in un ferromagnete 


La struttura magnetica dei cristalli implica in essi la comparsa 
di rami specifici dello spettro energetico. Passando allo studio di 
questi spettri, ricordiamo anzitutto alcune particolarità delle inte- 
razioni nei corpi magnetici. 

La forma fondamentale delle interazioni nei ferromagneti è l’in- 
terazione di scambio fra gli atomi che conduce a magnetizzazione. 
spontanea. Il tratto caratteristico di questa interazione è la sua 
indipendenza dall’orientazione della magnetizzazione rispetto al 
reticolo: l’interazione di scambio è conseguenza dell’interazione- 
elettrostatica fra gli elettroni, tenuto conto della simmetria della 
funzione d’onda del sistema, e non dipende dalla direzione dello: 
spin totale 1). 

Quale esempio di sistema ferromagnetico elementare si può pren- 
dere un dielettrico il cui reticolo cristallino ha atomi dotati di 
momento magnetico, mentre il segno dell'interazione di scambio. 
è tale (« ferromagnetizzato ») che energeticamente è più vantaggiosa 
la posizione parallela dei momenti. Allora il sistema avrà quale: 
stato fondamentale quello in cui tutti gli spin sono paralleli. Più 
precisamente, in questo stato la proiezione dello spin totale del’ 
sistema su una certa direzione è uguale al valore massimo possibile- 
Zs, (somma su tutti gli atomi), dove s, è lo spin di un solo atomo. 


Infatti, l'operatore hamiltoniano dell’interazione di scambio Hi 
commuta con l’operatore di spin totale del sistema S e, quindi, con la: 
sua proiezione $, (ciò deriva dal fatto che H;camb è indipendente 


dalla direzione degli spin, mentre S è l’operatore di rotazione nello: 
spazio degli spin). Perciò lo stato fondamentale deve godere di un: 


1) Dati sperimentali sui rapporti giromagnetici g, che danno per i ferro- 
magneti valori molto vicini a 2, testimoniano la natura di spin del ferromagne— 
tismo. 
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«determinato valore S, e all’energia minima corrisponde un $, mas- 
simo. Osserviamo che in questo caso anche le proiezioni s, degli 
spin di tutti gli atomi sono uguali ai loro valori massimi s, in modo 
‘che il momento magnetico nello stato fondamentale è pari al suo 
valore « nominale » Zpa, dove pu, è il momento magnetico di un 
solo atomo. Questa proprietà, però, viene violata da interazioni più 
«deboli, ossia da quelle relativistiche. 

Nei casi più complessi la magnetizzazione del corpo non è ugua- 
le a quella nominale. In particolare, quando l’interazione non è di 
«carattere ferromagnetico fra tutti gli atomi, è possibile la formazione 
«di strutture di due sottoreticoli, magnetizzati in modo opposto, le 
‘cul magnetizzazioni sono distinte e perciò non si compensano com- 
pletamente; le sostanze con una struttura simile si chiamano ferriti 
(il caso di compensazione completa corrisponde all’antiferromagne- 
te). 

Infine, nel metallo ferromagnetico non si possono considerare gli 
‘spin degli atomi indipendentemente dagli elettroni di conduzione 
‘che, comunque, non saranno completamente magnetizzati (per gli 
‘effetti di degenerazione di Fermi) neanche per 7 = 0. Le particola- 
rità delle interazioni magnetiche possono implicare anche la com- 
parsa di una struttura più complicata dello stato fondamentale del 
‘ferromagnete con disposizione non collineare degli atomi dei 
momenti magnetici; queste strutture si dicono elicoidali. 

Come in ogni sistema macroscopico, gli stati del ferromagnete 
‘debolmente eccitati si possono considerare come una totalità di 
-‘eccitazioni elementari, ossia come un gas di quasi-particelle. Le 
.eccitazioni elementari in una distribuzione ordinata di momenti 
‘magnetici atomici si chiamano magnoni. Poiché si tratta di quasi- 
particelle nel reticolo cristallino dotato di simmetria di traslazione, 
i magnoni hanno non impulsi veri, bensì quasi-impulsi che assumo- 
no valori in una sola cella del reticolo inverso. Nel quadro classico 
.al magnoni corrispondono le onde di spin propagantisi lungo il reti- 
‘colo di oscillazione dei momenti magnetici. I magnoni ubbidiscono 
alla statistica di Bose, e al caso classico limite delle onde di spin 
‘corrispondono grandi numeri di riempimento degli stati dei magnoni. 

Se la lunghezza dell’onda di spin è grande rispetto alla costante 
«del reticolo a (cioè se il vettore d’onda k< 41/a), l'onda può essere 
‘considerata macroscopicamente; come risultato, la legge di disper- 
‘sione © (k) sarà espressa mediante parametri fenomenologici (co- 
stanti materiali) che figurano nell'equazione macroscopica del moto 
dei momenti magnetici. Così, lo spettro dei magnoni e = #i@ (k) 
‘sarà espresso anch'esso mediante questi parametri, Questo metodo 
-di definizione dello spettro dei magnoni è completamente analogo 
alla definizione dello spettro dei fononi a onda lunga mediante para- 
metri macroscopici (moduli elastici) che figurano nelle equazioni 
‘macroscopiche delle oscillazioni nelle onde sonore. Per eseguire 
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questo programma è necessario dedurre preliminarmente le dette 
equazioni del moto 1). 

— Prima di tutto consideriamo il problema tenendo conto delle sole 
interazioni di scambio. 

Poiché ci interessano gli stati del ferromagnete debolmente 
eccitati (in quanto le loro proprietà possono essere precisate in forma 
generale), dobbiamo limitarci ai moti « lenti » del momento magne- 
tico con piccole frequenze. Sono tali i moti in cui la direzione 
del momento magnetico varia lentamente nello spazio e il suo valore 
resta costante. Infatti, il valore della magnetizzazione in equilibrio 
è fissato dall'interazione di scambio; pertanto la sua variazione 
comporta in ogni caso un dispendio finito di energia, qualunque sia 
la lunghezza d’onda (è supposto che il corpo si trovi sufficiente- 
mente lontano dal suo punto di Curie in cui la magnetizzazione 
spontanea scompare). D'altra parte, l’energia non ‘cambia per la 
rotazione del momento magnetico del corpo come un tutt'uno; 
pertanto la rotazione non omogenea della magnetizzazione lungo il 
corpo richiederà tanto meno energia quanto più grande sarà la lun- 
ghezza d’onda (in altre parole, le oscillazioni di onda lenga avranno 
una piccola frequenza). L'equazione cercata per la densità di mo- 
mento magnetico (magnetizzazione) M deve avere la seguente forma 
che conserva |M |: 


oM i 
Gi = 12M], (69,1) 


dove £ è la velocità angolare della precessione del momento, che ora 
ci proponiamo di definire. Scriviamo l’equazione del moto come 
equazione differenziale del primo ordine rispetto al tempo poiché 
per piccole frequenze le derivate di ordine superiore si possono 
trascurare. | 

Per determinare £ bisogna tener conto che per grandi lunghezze 
d’onda e basse temperature la dissipazione di energia per variazione 
della magrietizzazione è piccola e si può trascurare (al $ 70 daremo 
una spiegazione a questa ipotesi). Per precisare, invece, quale è la 
condizione di mancanza di dissipazione, considereremo il momento 
magnetico di un magnete come un parametro indipendente, la cui 
distribuzione d’equilibrio viene determinata minimizzando l’ener- 
gia libera. Eseguiremo l'operazione di minimizzazione a temperatu- 
ra, volume ed intensità del campo H costanti in ogni punto del 


corpo; l'energia libera F funge da potenziale termodinamico rispet- 


1) I risultati ulteriori di questo paragrafo appartengono a L. D. Landau 
e E. M. Lifsits (1935). E da notare che questi risultati sono validi per i ferro- 
magneti « di scambio ». Non trattiamo qui il cosiddetto ferromagnetismo debole 
in cui il momento ferromagnetico compare nel solo caso in cui si tenga conto 
delle interazioni relativistiche. 
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to a queste variabili !). La variazione 8f' per un cambiamento inde- 
finitamente piccolo di M si può scrivere come segue: 


6F=— | H.;6MdV, (69,2) 


dove abbiamo introdotto la notazione H.;; per il « campo efficace » 
per analogia con l'espressione dell'energia del momento magnetico in 
un campo magnetico esterno. In equilibrio He = 0. 

La dissipazione dell’energia al variare della magnetizzazione con 
il tempo si calcola come la derivata. 


dove S è l’entropia del corpo, e Rmin il lavoro minimo necessario 
per portare il corpo in un dato stato non in equilibrio. La formu- 
la (69,1) permette così di ottenere 


Q= | How 3 dV= | Hoy [AM] dV. (69,3) 


Si vede da qui che in mancanza di dissipazione il vettore £ deve 
essere parallelo al vettore H.; in modo che si può porre £ = costan- 
te- He; e, quindi, l'equazione (69,1) diventa 


M = costante [Her M]; (69,4) 


il significato e il valore della costante verranno precisati più avanti. 

In accordo con la definizione (69,2), la forma esplicita del campo 
efficace si trova, facendo variare l’energia libera totale del corpo. 
Quest'ultima è data dall’integrale 


"n i {fo (M) +.Ueter — MH — cai: dV (69,5) 


(si veda VIII, $ 36). Qui f) (M) è la densità di energia libera di un 
corpo magnetizzato in modo omogeneo per H7 = 0, che tiene conto 
delle sole interazioni di scambio e, quindi, è indipendente dalla 
direzione M. Uxter è la densità di energia di scambio addizionale 
dovuta alla variazione lenta della direzione del vettore M lungo un 
corpo magnetizzato in modo non omogeneo. 


1) Si veda VIII, $ 36 (le grandezze termodinamiche riferite all’intero 
corpo vi sono state indicate con lettere manoscritte). Per una distribuzione 
non omogenea sarebbe più corretto parlare dell’energia libera del corpo (per un 
suo dato volume), anziché del potenziale termodinamico ®. Qui trascuriamo 
gli effetti di strizione, cioè tensioni e deformazioni del cristallo dovute alla 
variazione della magnetizzazione. 
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I primi termini dello sviluppo di questa energia in potenze delle 
derivate del momento M rispetto alle coordinate hanno ia forma 


Ucter = 5 dik di sa (69,6) 
inoltre, questa forma quadratica (nelle derivate) è essenzialmente 
positiva. L'espressione (69,6) è composta in modo tale che (in accordo 
con le proprietà dell'interazione di scambio) possa non dipendere 
dalla direzione assoluta del vettore M. Nei cristalli monoassiali il 
tensore simmetrico di secondo rango &;x ha come componenti a,, = 
= yy = X, x, = x (l’asse z è l’asse di simmetria del cristallo); 
nei cristalli cubici a; = &d;r. 

Si può stabilire l'ordine di grandezza dei coefficienti x;x, osser- 
vando che l'energia della disomogeneità, riferita al volume di una 
sola cella elementare del reticolo cristallino, dovrebbe raggiungere i 
valori atomici caratteristici dell'energia dell'interazione di scambio 
se la direzione del momento variasse notevolmente a distanze dell’or- 
dine della costante a del reticolo. L’energia di scambio caratteristica 
coincide, come ordine di grandezza, con la temperatura di Curie 7, 
(punto di scomparsa del ferromagnetismo). Dalla condizione 7./a8- 
=aM°/a? troviamo che 


a T.laM?. (69,7) 


Facendo variare l'integrale (69,5) (per valori dati di H in ogni 
punto del corpo) e integrando per parti nel secondo termine, otte- 
niamo 

’ 82M 
= | {KMT — H} SM ar. 
In accordo con la definizione (69,2), l’espressione fra parentesi 
graffe è — He;;. Il primo termine di questa espressione è diretto 
lungo M, ma, sostituito nell'equazione del moto (69,4), questo ter- 
mine scompare lo stesso, cosicché lo si può omettere *!). Troviamo 
così 


0*M 
Her =@1% dai dik +H. (69,8) 


Se si tiene conto delle sole interazioni di scambio indipendenti 
dalla direzione del momento magnetico, allora l'equazione (69,4) 
per un corpo magnetizzato in modo omogeneo deve ridursi all’equa- 
zione di moto del momento in precessione libera: 


6M gel 
n E me CON: 


1) Dopo questa omissione, però. Herr non si annullerà iiccosssttame ie 
in equilibrio. 
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dove e = — |e |, m sono rispettivamente la carica e la massa dell’e- 
lettrone, g il rapporto giromagnetico del ferromagnete (cfr. II, $ 45). 
D'altra parte, per magnetizzazione omogenea He; = H; ne segue 
che il coefficiente costante nella (69,4) è uguale g | e {/2mc in modo 
che l'equazione del moto diventa, con H.; dalla (69,8), 


MO 21° HM]. (69,9) 


dt 2mc 


Per ottenere un sistema di equazioni completo vi si deve aggiun- 
gere ancora l’equazione di Maxwell che lega il campo H alla distri- 
buzione di magnetizzazione M. Le onde di spin, che verranno studiate 
al prossimo paragrafo, sono di bassa frequenza nel senso che 0< ck. 
A queste condizioni il campo è quasi-stazionario; nelle equazioni dì 
Maxwell si possono trascurare le derivate rispetto al tempo ed esse si 
riducono alla forma 


rot H —=0, divB=div(H + 41M) =0. (69,10) 


A questo proposito può sorgere la questione della legittimità della 
variazione dell’integrale (69,5) rispetto a M per H costante, nonostan- 
te queste grandezze siano legate dalla seconda equazione (69,10). 
Tuttavia, le cose stanno nel seguente modo: se poniamo H = —Vp 
(tenendo presente la prima equazione) e calcoliamo la variazione 
dell’integrale in @, essa si annulla in virtù della seconda equazione, 
cosicché la variazione rispetto a H non porta nessun contributo 
in 67. 

Se il corpo non è collocato in un campo magnetico esterno, allora 
il suo campo interno è completamente legato alla distribuzione di 
magnetizzazione e rappresenta, in generale, una grandezza dello 
stesso ordine di M. In questo senso il termine H nel campo efficace 
(69,8) rappresenta un effetto relativistico (si ricordi che i momenti 
magnetici atomici, così come la magnetizzazione spontanea M, sono 
definiti dal magnetone di Bohr 8 = | e | 7/2 mc, cioè da una gran- 
dezza che contiene c a denominatore). Questa è la ragione per cuìi 
nell’approssimazione di puro scambio in questione si deve omettere 
il secondo termine nella (69,8) in modo che l'equazione del moto 


diventa 


69M _ glel 92M 
di — 2me Ik dx; dXk M|. (69,11) 


Sottolineiamo il carattere non lineare di questa equazione. 
L'equazione (69,14) si può riscrivere sotto forma d’equazione dì 


continuità per il momento magnetico, 


OM; dI; =0 
D) 


ot dx} 
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dove il tensore di flusso del momento ha la forma 


II, = gle n | M - ila 


2mc OITK 


È un risultato atteso poiché nell’approssimazione di scambio il 
momento magnetico totale si conserva. 

Teniamo ora presente che nel ferromagnete, accanto alle intera- 
zioni di scambio, esistono anche interazioni relativistiche molto più 
deboli fra imomenti elettronici: spin-spin e spin-orbitali. Nella teoria 
macroscopica esse vengono descritte dall'energia di anisotropia. 
magnetica, la cui densità Uan dipende dalla direzione del vettore di 
magnetizzazione rispetto al reticolo cristallino; queste interazioni 
stabiliscono la direzione d’'equilibrio della magnetizzazione sponta- 
nea del ferromagnete. Come è stato detto, anche l'interazione fra M 
e il campo magnetico H è di tipo relativistico. 

In un cristallo monoassiale l'energia di anisotropia ha la forma: 


Unn=—3-M3. (69,12) 
Se XK >Q0, la magnetizzazione d’equilibrio è diretta lungo l’asse di. 
simmetria, ossia lungo l’asse z (ferromagnete del tipo ad « asse legge- 
ro »); se XK < 0, la direzione della magnetizzazione spontanea giace- 
nel piano xy (ferromagnete del tipo a « piano leggero »). Nel cristallo 
cubico l'energia di anisotropia può essere rappresentata nella forma 


Uon= gr (MEM; + MEM? + M}MI), (69,13) 


dove gli assi x, y, z sono diretti lungo i tre assi di simmetria del quar- 
to ordine (spigoli delle celle cubiche). Se XK’ >0, il vettore d’equili- 
brio M è diretto lungo uno degli spigoli delle celle cubiche, ma se- 
K'<0, esso è diretto lungo una delle diagonali spaziali delle celle 1), 

Per fissare le idee, considereremo un ferromagnete monoassiale. 
Associando all'espressione integranda nella (69,5) il termine U.,. 
della (69,12), otteniamo dopo la variazione il termine addiziona- 
le —KM,v6M, dove v è il vettore unità nella direzione dell'asse di 
simmetria del cristallo. Tn tal modo troviamo che il campo efficace è. 


0°M 
Her=;x Garda I BMNTH. (69,14) 


E facile vedere che con questa variazione del campo efficace si 
esauriscono le variazioni dell'equazione del moto (69,9) dovute agli 
effetti relativistici. Infatti, se trascuriamo la dissipazione, ciò 


1) Le grandezze adimensionali XK, X'’ per i diversi ferromagneti hanno-- 
valori appartenenti a un largo intervallo che va dai decimi alle decine. L'ordine: 
di grandezza del rapporto fra le interazioni relativistiche e quelle di scambio» 
è caratterizzato dalla grandezza a°*Uan/7, ed è in genere 10-4-10-5. 
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significa, come prima, che il secondo membro dell'equazione del 
moto deve essere perpendicolare a He:r, cioè deve avere la forma 
{M'He;r], dove M’ può differire da M solo per correzioni relativistiche, 
sempre piccole rispetto al valore grande di M e perciò inessenziali. 
Quanto ai termini relativistici in Hr, essi si aggiungono a una gran- 
dezza piccola, essendo lenta la variazione di M lungo il corpo; questi 
termini possono diventare notevoli per lunghezze d’onda sufficiente- 
mente grandi. 


$ 70. Magnoni in un ferromagnete. Spettro 


Applichiamo le equazioni ottenute nel paragrafo precedente alla 
propagazione delle onde in cui la densità del momento magnetico 
compie piccole oscillazioni, con una precessione rispetto al suo 
valore d’'equilibrio M,. Considereremo un campione formato di un 
solo dominio, in tutto il volume del quale M, è costante, e ci limite- 
remo al caso di onde di lunghezza notevolmente più piccola delle 
dimensioni del campione stesso. Allora si può considerare il mezzo 
come illimitato. 

Studiamo dapprima la questione tenendo conto delle sole intera- 
zioni di scambio, cioè in base all’equazione (69,11). Poniamo M = 
= M; + m, dove m è una grandezza piccola, e linearizziamo l’equa- 
zione omettendo i termini del secondo ordine in m; poiché il valore 
assoluto è M = M,., allora in questa approssimazione m_L My. 
Otteniamo così 


° dle . d°m 
m= mR an| 3° Mo | (70,1) 
(qui e più avanti poniamo g = 2). Per m dipendente dalle coordinate 
e dal tempo come exp li (kr — ot)] otteniamo 


iom= LL ak [mM], (70,2) 


dove a = a (n) = Q;xN;Nx, essendo n il vettore unità diretto lungo 
il vettore d'onda k. Sviluppando questa equazione nelle componenti, 
abbiamo 

lel 


î STA ER 2 
im, = — aMk?m,, 

î le] 9 
iom,= —-—- aMk°m, 


(l’asse z è diretto lungo My). Di qui ricaviamo la legge di dispersione 
delle onde di spin 1). 


= LL a (mk. (70,3) 


1) È stato per primo /. Bloch (1930) a dedurre la legge di dispersione qua- 
dratica delle onde di spin mediante la teoria microscopica. L'espressione di 
questo spettro mediante parametri macroscopici è stata data da L. D. Landau 
e E. M. Lif$its (1945). 
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Vediamo, in accordo con quanto detto all’inizio del paragrafo prece- 
dente, che nell’approssimazione di scambio la frequenza tende 
a zero per X +0. Il vettore m nell’onda di spin ruota nel piano xy 
con velocità angolare costante © restando costante in valore assoluto. 
Nel quadro quantistico, la formula (70,3) definisce lo spettro 
energetico dei magnoni e = È0 1): 
e (k) = 28Ma (n)K°. 70,4) 
Nel formalismo della seconda quantizzazione, le grandezze macro- 
scopiche descriventi il ferromagnetismo vanno sostituite da operatori 
espressi mediante operatori di annichilazione e creazione dei magno- 


ni. Mostriamo come si deve eseguire questa operazione per i magnoni 
(70,4). 


Mettiamo in corrispondenza alla grandezza classica M l'operatore 
vettoriale M, le cui componenti soddisfano certe regole di commuta- 


zione. S (r) 6V sia l'operatore dello spin atomico totale nel punto r 
dell'elemento di volume éV fisicamente infinitesimale. Gli opera- 


tori S (r,) 6V, e $ (r,) èV,, riferiti agli elementi di volume 6V, e 6V, 
distinti, sono commutativi. Le componenti del medesimo operatore 
S (r) 6V verificano le regole comuni di commutazione del momento: 


Sx5V-8,5V—S,6V.$:6V=i$,0V, 


ossia SS, SySx=iS,/6V (e analogamente per gli altri commu- 
tatori). Nel limite èV+0 queste regole si esprimono nell’unica 
forma seguente qualunque siano r, e r,: 


Sx (1,)-Sy (1) —S, (12) S- (e) = iS, (r) 8 (rr). 
Moltiplicando ora questa uguaglianza per 48? e osservando che 
l'operatore di magnetizzazione M = — 2fS, otteniamo 

M x (13) My (13) My (13) Mx (r)= —2i8M.(r)) 8 (rr). (70,5) 


In caso di onde di spin, in cui M è soggetto a piccole oscillazioni 
intorno all’asse z, in prima approssimazione rispetto alle grandezze 


piccole m,, m, si può sostituire l'operatore M, a secondo membro 
della relazione (70,5) con un numero M, & M; ‘allora si ha 


may (29) my (12) — my (ra) my (r.)= — 2iBM 68 (r1—r2). (70,6) 


Di qui si vedeche le grandezze m, e m,, fungono in questo caso (a meno 
di fattori costanti) da « coordinate ed impulsi generalizzati » cano- 
nicamente coniugati; così come g è p’ giocavano lo stesso ruolo nella 
quantizzazione delle onde sonore nel liquido ($ 24). Sottolineiamo, 


1) In questo capitolo f indica ovunque il magnetone di Bohr: f=| e | &/2me. 
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però, che fra i due casi esiste una differenza notevole. La regola di 
commutazione (24,7) per gli operatori fononici è precisa e non legata 
alla piccolezza delle oscillazioni (cioè alla piccolezza dei numeri di 
riempimento degli stati fononici). Quanto alla regola (70,6), essa non 
è così precisa e vale esclusivamente in prima approssimazione rispet- 
to alla grandezza piccola m. 

Partendo dalla regola di commutazione (70,6) e dalla relazione 
fra gli operatori m, e My, corrispondente alle equazioni lineari (70,1), 
sì possono ottenere espressioni di questi operatori in funzione degli 
operatori di annichilazione e creazione dei magnoni, così come abbia- 
mo fatto al $ 24 per i fononi (si veda il problema 4 al $ 71). 

Torniamo allo studio dello spettro dei magnoni e teniamo conto 
dell’influenza degli effetti relativistici su questo spettro. Ora dobbia- 
mo tener presente anche il campo magnetico H che compare per le 
oscillazioni di M. Esso sarà dello stesso ordine di infinitesimo di m; 
indichiamolo qui con h. 

Le equazioni di Maxwell (69,10) danno 


[kh] =0, kh = — 4nkm. 
Di qui si vede che il campo h è diretto lungo il vettore d’onda e vale 
h= — 4a(nm)n. (70,7) 


Sostituendo la (70,7) negli ultimi due termini dell’espressione inte- 
granda nella (69,5), otteniamo 

— mh——=2 (nm)? (70,8) 
(qui è omesso il termine M;h che, dato il carattere potenziale del 
campo h, si trasforma per integrazione su tutto il volume in integrale 
di superficie e si annulla); questa parte dell’energia di anisotropia 
nell’onda di spin talvolta si dice magnetostatica. 

Supponiamo che il ferromagnete in esame sia monoassiale e si 
riferisca al tipo ad « asse leggero », in modo che M, coincida con l’asse 
di simmetria del cristallo (asse 2): M, = vM. Avendo in vista ulterio- 
ri applicazioni, supponiamo anche l’esistenza di un campo esterno $& 
parallelo alla stessa direzione vj in questo caso il campione si deve 
immaginare come un cilindro con asse lungo v. Allora il campo all’in- 
terno del corpo è H = $ + h. L'equazione linearizzata del moto 
(che scriviamo già moltiplicata per 3 è 


— iem =2f {(ck°+ hi n) [vm] — [vh]}. (70,9) 


Per il cristallo monoassiale a = a, sen?9 + «4, cos? 8, dove 0 è l’an- 


golo formato da k e v. 
Sostituendovi h dalla (70,7), scriviamo l’equazione nelle compo- 


nenti (è comodo prendere l’asse 7 sul piano individuato dalle dire= 
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zioni v e n). Dalla condizione di compatibilità delle due equazioni 
ottenute per m, e m, deduciamo la legge di dispersione 


e (k)= 2BM [(ck8+k+7) (ck°+K+-È + 4nsen20) |". 
(70,10) 


È da notare che grazie all’esistenza del termine sen?0 = kz/k? lo 
sviluppo di e (k) in potenze delle componenti k non ha carattere sem- 
plicemente di potenza; ciò è dovuto al grande raggio d’azione delle 
interazioni magnetiche. 

L'espressione della forma (70,10), dedotta qui per un ferromagnete 
monoassiale (del tipo ad « asse leggero »), è valida ugualmente per 
i cristalli cubici. Ciò deriva dal fatto che la variazione dell’energia 
di anisotropia per piccole deviazioni del vettore M dalla sua direzione 
d'equilibrio ha la medesima forma in entrambi i casi. Così, per un 
cristallo cubico con X' >Q0 la variazione èU,n per una deviazione 
di M dalla direzione M, lungo lo spigolo del cubo dipende unicamente 
dall'angolo ® fra M e M; e vale 6Uan = A 'M?8?. Confrontando questa 
espressione con quella analoga 6U,n = KM?9°/2 per il cristallo 
monoassiale, vediamo che per il passaggio al caso di cristallo cubico 
con K' >Q0 è sufficiente sostituire nella (70,10) K + 2X. È facile 
convincersi in modo analogo che per il passaggio al caso di cristallo 
cubico con X' < 0 (la direzione M, coincide con la diagonale spaziale 
del cubo) si deve sostituire XK + 4 | XK’ [/3. Notiamo anche che nel 
cristallo cubico la grandezza (n) diventa costante. Per un ferro- 
magnete monoassiale del tipo a « piano leggero » (K < 0) si ha una 
situazione diversa: la variazione 6U,n per una deviazione di M da 
M, dipende sia dall'angolo polare che dall’azimut della direzione M 
rispetto a M;; pertanto questo caso necessita di un esame particolare, 
si veda il problema. 

Ricordiamo che il risultato (70,10) si riferisce soltanto alla parte 
iniziale dello spettro, nella quale i quasi-impulsi X< 1/a ed è ammis- 
sibile un esame macroscopico. Dal lato dei valori % grandi (ak? > 
> 4n, K), ma soddisfacenti questa condizione, l’espressione (70,10) 
si riduce a 


e (k) = 2BMa (n) k° + 288. (70,11) 


Il primo termine qui coincide con l’espressione puramente di scam- 
bio (70,4). Quanto al campo esterno, esso aggiunge semplicemente 
all'energia del magnone il termine 28$. Quindi, in questa approssi- 
mazione il magnone ha la proiezione del momento su M, pari a —2f. 
L'eccitazione nel corpo di ogni magnone diminuisce di 28 il momento 
magnetico totale del corpo. 
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Nel caso inverso, per k + 0, l’espressione (70,10) tende ad una 
grandezza diversa da zero e pari (per &$ = 0) a 


e (0) = 28M E (1 + sent6)!°. (70,12) 


Quindi, se si tiene conto dell’anisotropia magnetica, ciò implica la 
comparsa della fessura energetica nello spettro dei magnoni !). 
Questo risultato è naturale poiché, in presenza di anisotropia, per- 
sino una rotazione del momento magnetico come un tutt'uno (cioè 
per k = 0) è legata a un'energia finita. Si vede così che per k piccoli 
gli effetti relativistici, pur essendo esigui, conducono a delle cor- 
rezioni relativamente grandi dello spettro. 

La rappresentazione dei magnoni quali eccitazioni elementari si 
riferisce a stati del corpo debolmente eccitati e, quindi, a temperatu- 
re basse. Pertanto nelle formule relative ai magnoni i valori di tutte 
le costanti materiali (compresa la magnetizzazione M) si devono 
calcolare per 7 = 0. 

Torniamo all’ipotesi di dissipazione debole fatta al $ 69. Nel 
quadro quantistico la dissipazione significa che il tempo di vita dei 
magnoni è finito, il che è condizionato dalle loro interazioni récipro- 
che e da quelle con le altre quasi-particelle. 

Se parliamo dapprima dell'interazione reciproca fra i magnoni, 
si deve notare prima di tutto che nell’approssimazione di scambio il 
numero di magnoni non cambia (ogni magnone dà in M, il medesimo 
contributo —28, e l'interazione di scambio conserva M,). Pertanto 
in questa approssimazione sono possibili unicamente processi di 
diffusione. La loro probabilità, però, diminuisce al diminuire della 
temperatura (cioè semplicemente per diminuzione del numero di 
diffusori) in modo che lo smorzamento di scambio tende comunque 
a zero per 7 = 0. Vedremo più avanti ($ 72) che lo stato con un solo 
magnone nell’approssimazione di scambio è effettivamente uno stato 
rigorosamente stazionario del sistema ?). 

Per T = 0 lo smorzamento dei magnoni è condizionato esclusiva- 
mente dai processi di decadimento. Questi processi sono possibili 
soltanto a causa delle interazioni relativistiche, e già per questo la 
loro probabilità è piccola. Inoltre, per k piccoli la probabilità di 
decadimento diminuisce sempre, poiché i pesi statistici (volumi di 
fase) degli stati finiti del processo sono piccoli. 

Lo smorzamento dei magnoni è dovuto anche alla loro interazione 


1) La frequenza corrispondente © (0) = e (0)/? si chiama frequenza di 
risonanza ferromagnetica. 

2) E da notare anche che la sezione di diffusione di due magnoni l’uno 
sull’altro nell’approssimazione di scambio tende a zero al diminuire della loro 
energia ($ 73). Questa circostanza diminuisce anch’essa lo smorzamento di 
scambio dei magnoni a temperature basse. Per temperature sufficientemente 
basse gli effetti relativistici sono essenziali anche per i processi di diffusione. 
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con i fononi (qui l'operatore di perturbazione è la parte dell'opera- 
tore hamiltoniano dell’interazione di scambio dipendente dalla defor- 
mazione del cristallo). Per 7 = O è possibile il processo di generazio- 
ne di un fonone da parte del magnone; a tale scopo, però, il quasi- 
impulso del magnone deve essere sufficientemente grande, vale a dire 
che la velocità del magnone d£e/hok deve superare la velocità del suo- 
no (si veda la nota alla pag. 331). La probabilità del processo è piccola 
anche per il fatto che il peso statistico dello stato finale è esiguo. 

Infine, in un metallo ferromagnetico è sempre possibile (grazie 
all’interazione di scambio con gli elettroni di conduzione) che l’elet- 
trone sia eccitato da un magnone da sotto la superficie di Fermi. Ma 
anche qui la probabilità del processo per k piccoli è piccola, poiché il 
peso statistico degli stati finali è esiguo. 


PROBLEMA 


Trovare lo spettro dei magnoni in un ferromagnete monoassiale del tipo 
a «piano leggero» (EK<0). 

Soluzione. La magnetizzazione d’equilibrio M; si trova nel piano perpendi- 
colare all'asse di. simmetria del cristallo (asse 2); consideriamo la direzione M, 
come asse z. In questo caso l’equazione linearizzata del moto del momento 
magnetico ha la forma 


—iem = 2p {ak* [nm] — {XK|m.,ny — [nxh]}, 


dove n,, ny sono due vettori unità diretti lungo gli assi coordinati, mentre il 
vettore m giace nel piano yz perpendicolare a M,. Sostituendovi h dalla (70,7), 
scrivendo l’equazione nelle componenti e uguagliando a zero il determinante 
del sistema così ottenuto, otteniamo lo spettro dei magnoni 


e (k) = 2BM [ok? (ak? + | K |) + 4n sen? 0 (ak? +| K|sen? p)l?/, 


dove 6 e @ sono l’angolo polare e l’azimut di k rispetto alla direzione M, (l’azi- 
mut va calcolato a gin dal piano zz). Per ak? > 1 riotteniamo lo stesso spet- 
tro quadratico (70,4), ma per % + 0 l’energia del magnone tende alla grandezza 


e(0)=4(1|K])/BM | sen0sengl, 


che si annulla quando il vettore k giace nel piano xz formato dall’asse di sim- 
metria e dalla magnetizzazione spontanea del cristallo. Questo annullamento, 
tuttavia, è approssimato: se si tiene conto dei termini di ordine superiore nel- 
l'energia di anisotropia, vi è la comparsa dell’anisotropia anche nel piano 
zy e, quindi, di una fessura energetica finita in tutte le direzioni di k!). 


$ 71. Magnoni in un ferromagnete. 
Grandezze termodinamiche 


I magnoni eccitati in un ferromagnete danno un contributo alle 
sue grandezze termodinamiche. I risultati ottenuti nel paragrafo 
precedente permettono di calcolare questo contributo a temperature 


1) Ricordiamo (si veda VIII, $ 37) che lo sviluppo dell’energia di anisotro- 
pia in potenze di M è effettivamente lo sviluppo nel rapporto relativistico 
v/c (e non è legato a M picéolo, cioè alla vicinanza al punto di Curie). 
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basse, nel senso che 7< 7.. Infatti, in equilibrio termico alla 
‘temperatura 7 la parte fondamentale dei magnoni ha energia e 7. 
Ciò significa per lo spettro quadratico 


e (k) = 2BMa (n) K2 (74,1) 


che alle temperature T< 7, i magnoni con. quasi-impulsi k< 
< (T./BMa)!? sono eccitati. Sfruttando la stima (69,7) per a e sti- 
mando la magnetizzazione come M -— f/a? (il momento magnetico 
dell’ordine di qualche f è riferito a una sola cella elementare), di qui 
ricaviamo ak< 1, che è la condizione di applicabilità dei risulta- 
ti del $ 70. 

Le parti « magnoniche » delle grandezze termodinamiche di un 
ferromagnete vanno calcolate come grandezza termodinamiche di un 
gas di Bose perfetto con potenziale chimico nullo. Così, per la parte 
magnonica del potenziale termodinamico £ abbiamo 

rr V d3k 
mag = T | ln (1_-e79/7) Ga (71,2) 
(si veda V (54,4)). Di qui ricaviamo il contributo magnonico all'ener- 
gia interna !) 
E -Q Tr mag ri a V d3k 
mag mag e gp Î et _4 (270) ° 


(74,3) 


Quanto al contributo magnonico alla magnetizzazione spontanea, 
esso rappresenta la variazione con la temperatura e si calcola come 
derivata rispetto al campo magnetico esterno 


(cfr. VIII (31,4)). Derivando l’espressione (71,2), otteniamo 


Man = 5-8 


Mmag=M(T)-M(0)= — 


1 d3k 
+0 eSlT 14 (27)? o (71,4) 


La derivata —(02/06) rappresenta il momento magnetico proprio 
del magnone. 

Calcoliamo gli integrali (71,3-4) alle temperature 7 > 2af.M °); 
allora per lo spettro dei magnoni si può usare l’espressione limite 
(71,1). Data la rapida convergenza degli integrali, si può estendere 
l’integrazionea tutto lo spazio k (al posto di una sola cella del reticolo 
inverso). Ponendo costante la grandezza « (per cristalli cubici) 


1) Per il potenziale chimico u = 0 (e quindi per D = Nu = 0) abbiamo 
E= ®+ TS— PV= TS + ®; l’entropia invece vale S = —092/07. È ovvio 
che l’espressione (71,3) si potrebbe anche scrivere direttamente senza ricorrere 
alla formula (71,2). 3 

2) Per il valore tipico M = 2-10* G questa condiziohe dà 7 > 1 K. 
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e sostituendo d°% + 4nk*dk, otteniamo dopo una sostituzione eviden- 
te 


V75/2 { 280 de _ yy TRI (512) 1 (5/2) 


Emae= zaia | ani = dda | 
0 


dove per brevità si è indicato A = 2BMa (in modo che e = AK?) !). 
Di qui troviamo il calore specifico Cmag = dÉEmag /07 che vale 


] \3/2 
Cmag= VT GARA 720,413 (+) V. (71,5) 
Ricordiamo che questa espressione fornisce la sola parte magnonica 
del calore specifico; insieme ad essa, il calore specifico del cristallo 
contiene ancora la comune parte fononica. 

Tornando all’integrale (71,4), sostituiamo, in accordo con la 
(70,11), il valore —2f del momento magnetico del magnone. Come 
risultato, per 7> 2nfM otteniamo 


7308 ( 2/1ds 
Mae" — DERE | FT iù 
da cui 
73/ 3 
M (T)=M (0) — ESTRAE _ yy (0) 01178 (T/A)? (74,7) 


(il contributo magnonico esaurisce, certamente, tutta la variazione 
della magnetizzazione, poiché i fononi non portano con sé momento 
magnetico). Quindi, la variazione della magnetizzazione spontanea 
nel dominio delle temperature 21aBM< T< 7. segue la legge 79/2 
(F. Bloch, 1930). 

L'esistenza della fessura (70,10) nello spettro dei magnoni implica 
la dipendenza esponenziale di Cmag © Mmag da 7 nel dominio delle 
temperature ancora più basse. Per T< BAM si ha. 


Crmago Mmag © exp (—-2 BKMI/T). (71,8) 


La grandezza che figura al numeratore dell’esponente è il valore più 
piccolo della fessura energetica che si ottiene per 0 = 0e09 = n (si 
veda anche il problema 1). 

Se la magnetizzazione spontanea del ferromagnete nello stato 
fondamentale è pari al più grande valore possibile (come si dice, al 
valore nominale) corrispondente al parallelismo di tutti i momenti 
atomici nel corpo, questo valore non cambierà se viene applicato 
(nella stessa direzione) un campo magnetico esterno, vale a dire che 
la suscettività y in questa direzione è nulla. 


1) Per il calcolo degli integrali di questo tipo si veda V, $ 58. 
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Se si tiene conto delle interazioni relativistiche, ciò diminuisce 
la magnetizzazione spontanea (per 7 = 0) rispetto al suo valore « di 
scambio » ed implica la comparsa di una suscettività diversa da 
zero (7. Holstein, H. Primakoff, 1940). Sebbene questo effetto sia 
molto piccolo, il suo calcolo presenta un interesse di principio. 

Calcolando sopra la parte magnetica delle grandezze termodina- 
miche abbiamo omesso l’energia nulla degli « oscillatori magnetici », 
che non dà nessun contributo alla dipendenza di queste grandezze dal- 
la temperatura. L'energia nulla corrisponde ai numeri di riempimento 
degli stati magnonici, uguali a 1/2: 

ask — 


1 V 
E (0) mag = | > È (k) 1)? 


Rispettivamente la magnetizzazione «nulla» è 


1 de dk 


M (0) stat. 2 09 (208 * (71,9) 


Questo integrale diverge per grandi X%, vale a dire che esso viene 
definito soprattutto dai magnoni a onde corte (ka — 1), che in gene- 
rale non si possono considerare macroscopicamente. Tuttavia la varia- 
zione della magnetizzazione sotto l'influsso degli effetti relativistici 
va determinata, come vedremo, dal dominio delle onde lunghe dello 
spettro dei magnoni e può essere calcolata mediante le formule 
dedotte al $ 70. o 

Per semplicità, considereremo il cristallo cubico e trascureremo la 
. costante di anisotropia che è piccola in questo caso, cioè scriveremo 
lo spettro dei magnoni (70,10) nella forma 


e (k)= 28 [(042+ ©) (042 + © + 4n.M sen? 0)]!/* (71,10) 


doveb = aM/; agli effetti relativistici in questa espressione corri- 
sponde il termine 4m.M sen?0 che compare quando siltiene conto dell’e- 
nergia magnetostatica. La variazione cercata della magnetizzazione 
sotto l’influsso degli effetti relativistici si ottiene sottraendo dalla 
(74,9) lo stesso integrale nel quale escamp (k) = 2Bbk° + 2B$ sosti- 
tuisce e (k): 


4 3 
SM=-3| Ie (6) esco ir (71,141) 


° 


Questo integrale è già convergente per grandi k !). 


1) Notiamo, a scanso di equivoci, che è impossibile definire con questo 
metodo la correzione all’energia dello stato fondamentale: -senza derivazione 
rispetto a © l'integrale di e — &scamb diverge utilizzando le espressioni ad: 
onde lunghe per lo spettro dei magnoni. 
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Per il calcolo è comodo dapprima derivarlo rispetto a M per d 
costante (a tale scopo nella (71,10) è stato introdotto bd). Dopo sempli- 
ci trasformazioni otteniamo 


IT 
95M — — 4n2BM { sen4 0-2rk3 dk-sen 0 d0 


doM TT (3? NIE (bk? + 6)1/2 (bk2-+ © +4n.M sen? 6)5/? 


Data la convergenza, si può estendere l’integrazione in dk a co. 
Per $ = O l'integrale si calcola facilmente; integrando in seguito 
su M otteniamo 


ine. (74,12) 
8a 


Questa grandezza è piccola: $M/M — 10°. 

Se, invece, il campo esterno è grande (6 > 41M), si può trascu- 
rare il termine 4rM sen?0 a denominatore dell’espressione integran- 
da. Il calcolo dà il seguente risultato: 


Per $ > co 86M tende a zero, come doveva essere. 

Per concludere notiamo che se tentassimo di studiare la dipen- 
denza della magnetizzazione di un ferromagnete bidimensionale 
dalla temperatura con il metodo applicato in questo paragrafo al 
caso tridimensionale, allora otterremmo (in approssimazione pura- 
mente di scambio) un integrale logaritmicamente divergente in luogo 
di quello (71,6). Ciò significa che la magnetizzazione spontanea in un 
sistema bidimensionale con interazione di scambio in realtà non 
esiste per tutte le temperature 7 =£ 0. Questa situazione è analoga 
a quella menzionata al $ 27 per il liquido di Bose bidimensionale 
(e nel volume V, $ 137 per un cristallo bidimensionale). L’indipen- 
denza dell'energia del sistema dalla direzione del momento magneti- 
co fa sì che nella sua espressione figurino le sole derivate del vetto- 
re M; a sua volta, ciò implica, in ultima analisi, la divergenza delle 
fluttuazioni (nel caso bidimensionale) che distruggono la magnetiz- 
zazione. Le interazioni relativistiche, di cui si è tenuto conto, 
stabilizzano le fluttuazioni, in quanto dipendono dalla direzione M, 
e rendono possibile l’esistenza di un ferromagnete bidimensionale. 


PROBLEMI 


4. Calcolare le parti magnoniche delle grandezze termodinamiche alle 
.temperature 7 < e (0). 

Soluzione. Sono essenziali i magnoni di quasi-impulsi k piccoli, propagan 
tisi nella direzione in cui la fessura è minima, cioè in prossimità di 0 = 0e08.= 
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= n; questi due valori danno un medesimo contributo. Ad esempio, per 08 
piccoli, abbiamo con la precisione richiesta 


e (k) = 2BKM + 443 + 4nBM0?, 


dove A = 2BMa per i cristalli cubici o A = 28Ma, per i cristalli monoassiali 
del tipo ad « asse leggero ». La distribuzione dei magnoni alle temperature 
considerate si può supporre come quella di Boltzmann (cioè si può trascurare 
l’unità ai denominatori delle espressioni integrande) e sostituire ovunque 
nei fattori davanti all’esponente e (k) con e (0). L'integrazione in k e 0 si esten- 
de a co, e come risultato otteniamo 


KT5/? he 2BEM È mag 


“meg —' 32/2 4977 7 Mme" 


mag = — FKM ° 
Calcolando il calore specifico, si deve derivare il solo fattore esponenziale 
Cmag == 2BKMT-Emag. 


2. Definire la dipendenza della magnetizzazione dal campo esterno per le 
condizioni 0 > 4nM, T7T> po. 

Soluzione. Nelle dette condizioni si possono trascurare i termini relati- 
vistici e scrivere e (k) nella forma (70,11). Derivando l’espressione (71,4), trovia- 
mo 

OM _ 46? { e&/T d3k 
00 T (eE/T__4ya (27)8 * 


Nell’integrale sono essenziali i k piccoli, perciò 


dM igor | A dk _T [ k3 dk 
Er e (2) — 2n2 ] (akl?2M, +0) 
0 
(poniamo a = costante; M, è il valore di M per $ = 0) e infine 


dM _ Tr 
09 8n(aM)3/ 91? * 
Quindi, nelle condizioni considerate M — Mio 01/2. 
3. Definire la dipendenza della magnetizzazione per 7 = 0 dal campo 
esterno in campi deboli. 
Soluzione. Derivando su $ l’integrale (71,11) con e (k) dalla (71,10), otte- 
niamo 
OM _ { 4n2BM? sen4 @ d3k 
0) (@Mk+4nM,sen0+$) (Mk +9) n) * 


Per © +0 l’integrale in dk diverge logaritmicamente per % piccoli. Pertanto, 
limitandosi alla precisione logaritmica, si può porre % = 0, $ = 0 nel primo 
fattore a denominatore ‘e © = 0 nel secondo, ma, inoltre, si deve tagliare l’in- 
tegrale inferiormente per k? — $6/aM, e superiormente per k? — 4n/a. Come 
risultato otteniamo 


dM _ o) in 45Mo 
00 32Vn Ma? o’ 


Ricordiamo che nella (71,10) abbiamo trascurato XK. Per © < KM nel logarit- 
mo a £ si sostituisce KM,. 
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4. Nell’approssimazione di scambio definire la funzione di correlazione 
spaziale delle fluttuazioni della magnetizzazione a distanze r > a. 


Soluzione. Gli operatori m, e my, soddisfacenti la regola di commutazio- 
ne (70,6) ed espressi mediante gli operatori di annichilazione e creazione dei 
magnoni, hanno la seguente forma (nella rappresentazione di Schrédinger): 


ma (1) = (BM/V)/2 DI (aye!t” Lage ih"), 
k 
my (r)=i (BMIV)/2 DI (a_eiht — atetikt), 
“Ck 
Mediante questi operatori calcoliamo la funzione di correlazione 


Qin (0 (00 (1a) Pî, (ea) +rîa (19) Mi (19)), rr 


(gli indici i, k assumono i valori z, y). Tenendo conto che gli elementi matriciali 
diagonali non nulli hanno soltanto i prodotti (ata,) = n... (aja,)=n +1 
(dove ny sono i numeri di riempimento degli stati magnonici), otteniamo 


è 3 
Pia (1r)= dir { 2bM (ny + 3) eEr Sa i 


L'espressione integranda fornisce direttamente la componente di Fourie: della 
funzione di correlazione. Si può omettere in essa il termine costante cui cor- 
risponde l'addendo funzionale è in @:;x (r), mentre tutto l'esame si riferisce 
unicamente alle distanze r > a. In tal modo abbiamo 


Qih (k)= 2BMnydin =28M [e®0O/T 111 Bj. 
Nel limite classico per e « 7 troviamo 
Piz (k) = Sig T/ak?. 
In un ferromagnete cubico a = costante, e allora 
Pin (r) = din T/4nar, r > (PMa/TyR. 


$ 72. Operatore hamiltoniano di spin 


Per ottenere la legge di dispersione dei magnoni in tutto l’inter- 
vallo di variazione del quasi-impulso (e non soltanto nel limite delle 
onde lunghe) è necessario, ovviamente, utilizzare delle rappresenta- 
zioni più dettagliate della struttura microscopica del ferromagnete. 

Consideriamo un dielettrico composto di atomi di momento orbita- 
le nullo e di spin S diverso da zero. A prescindere dagli stati alta- 
mente eccitati legati all’eccitazione degli strati elettronici degli 
atomi, si può calcolare la media dell'operatore hamiltoniano del si- 
stema rispetto alle variabili orbitali degli elettroni degli atomi nello 
stato fondamentale (e per i nuclei atomici fissati nei nodi del reti- 
colo). Come risultato otteniamo l’operatore hamiltoniano di spin del 
sistema contenente i soli operatori degli spin completi degli atomi 1). 


1) Questa procedura è analoga al metodo di costruzione degli operatori 
SOCI di singoli atomi che descrivono la struttura fine dei loro livelli; 
cfr. III, $ 72. 
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Se si tiene conto della sola interazione di scambio dipendente 
unicamente dalle orientazioni relative degli spin, allora gli operato- 
ri dei vettori di spin degli atomi possono figurare nell’operatore 
hamiltoniano soltanto sotto forma di combinazioni scalari. Un 
interesse notevole presenta lo studio di un sistema descritto da un 
operatore hamiltoniano di questo tipo 


Éscomp= —3 Y JamSoSm Jam=/(1m-rtm),. (72,1) 


mn 


dove la sommatoria è estesa a tutti gli atomi; gli indici « vettoriali » 
(di componenti numeriche intere) m e n numerano i nodi del retico- 
lo; rn fie sono i raggio-vettori. I numeri Jnm si chiamano integrali di 
scambio (cfr. III, $ 62, problemi) !). Per sommatoria indipendente su 
m enogni coppia di atomi si incontra due volte nella somma (72,1) 
e, ovviamente, /Jnm = Jmn- 

Nell’espressione (72,1) tutti gli atomi magnetici nel reticolo sono 
supposti identici (uno in ogni cella elementare). L'ipotesi fondamen- 
tale sulla quale è basato ur cperatore hamiltoniano di questo tipo 
consiste in una sufficiente mutua lontananza degli atomi nel reticolo. 
L’integrale di scambio viene determinato dalla « sovrapposizione » 
delle funzioni d’onda di due atomi e decresce molto rapidamente (in 
modo esponenziale) all'aumentare della distanza fra gli atomi. Per 
un sistema di atomi mutuamente lontani si può quindi supporre che 
l'interazione sia a coppie, per cui l’espressione (72,1) non contiene 
termini con prodotti di operatori di spin di più di due atomi. Con la 
stessa approssimazione si può ritenere che l'interazione di scambio 
fra due atomi sia realizzata ogni volta da una sola coppia di elettro- 
ni, uno di ogni atomo. Allora l'operatore di interazione verrà costrui- 
to in modo bilineare negli operatori di spin degli elettroni, e dopo 
il calcolo della media rispetto agli stati atomici, in modo bilineare 
negli spin atomici (C. Herring, 1966) ?). 

Il sistema descritto dall’operatore hamiltoniano (72,1) è ferro- 
magnetico se gli integrali di scambio Jmn > 0. Determiniamo l’ener- 
gia dello stato fondamentale di questo sistema. Supponiamo in 


1) La descrizione dell’interazione di scambio mediante l'operatore hamil- 
toniano di spin è stata introdotta da P.A.M. Dirac (1929). L'operatore hamil- 
toniano (72,1) è stato introdotto da J. H. van Vleck (19341); di solito è chiamato 
operatore bamiltoniano di Heisenberg poiché esso corrisponde al modello ferro- 
magnetico studiato per la prima volta da Heisenberg. 

2) In queste condizioni la sommatoria nella (72,1) deve essere eseguita, 
ovviamente, soltanto su coppie di atomi vicini. Con ciò la scrittura'delle formu- 
e non si semplifica per niente, e per questa ragione non terremo conto in modo 
esplicito di questa condizione. 
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questo caso che esista anche un campo magnetico esterno $ ed asso- 
ciamo all’operatore hamiltoniano (72,1) l'operatore 


V= - 286 D Sn (72,2) 


(l'asse z coincide con la direzione del campo). L'operatore DSmz 
della proiezione dello spin totale del sistema è commutativo sia con 
Hscamb SIA con Ù; pertanto gli stati del sistema si possono classificare 
in base agli autovalori di questa grandezza. 

Nel caso ferromagnetico allo stato fondamentale corrisponde il 
valore massimo possibile della proiezione dello spin totale pari 
a NS, dove N è il numero di atomi nel sistema (ciò non è legato, 
s'intende, all’esistenza del campo esterno, il quale non fa altro che 
evidenziare la direzione scelta dell’asse). y, sia la funzione d'onda 
di spin normalizzata dello stato fondamentale. 

Il valore massimo NS della proiezione dello spin totale può essere 

raggiunto nel solo caso in cui anche la proiezione dello spin di cia- 
scun atomo abbia il suo valore massimo $. Perciò yy è, al iempo stesso, 


autofunzione di ciascuno degli operatori Sn: 
SazXo i SYo. (72,3) 


Introduciamo, in quanto necessari per le considerazioni ulterio- 
ri, gli operatori SL, = S, + iS,, soddisfacenti le seguenti regole di 
commutazione: 


A 


SS S_$,=25, 

S,5,-S,8,=+84 (72,4) 
(si veda III (26,12)). I loro elementi matriciali sono 
(S.|S,|S,—1)=(S,—1|S_|S)=V(S+S)(S-S,+1) (72,5) 
(si veda III (27,12)); l'operatore $£, aumenta e l'operatore $_ 


diminuisce di uno il valore della proiezione $,. In seguito, scriviamo 


SmSn= SmeSn: +5 (Sata) 


H=— 5 J ma (Sia SaedeSa Sn+) — 286 2 Sa (72,6) 


nni 


dove sono state utilizzate la simmetria Jmn = /nm 0 la commutati- 
vità degli operatori relativi ad atomi distinti. 
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Poiché gli operatori $n+ hanno elementi matriciali soltanto per 
le transizioni che fanno crescere i numeri $,, per gli stati con valori 
massimi di questi numeri abbiamo 


Uol 


Sn+to= 0 (72,7) 


(ciò che si vede anche dalle espressioni esplicite (72,5) degli elementi 
matriciali). Pertanto, quando l’operatore hamiltoniano (72,6) agisce 
sulla funzione d’onda %, si ha 


Hr =- -3 x JmnS® — 2B6N5Ì xo. 


m#n 


L'espressione fra parentesi rappresenta esattamente l'energia £, dello 
stato fondamentale. Sostituendo la somma su m e n con quella su 
meq=n_— m, scriviamo £4, nella forma definitiva 


1 
E,= — 1 NS° z Ja— 2BSN$. (72,8) 
q 


Il momento magnetico totale del sistema in questo stato è 28SN. 

Lo stato del sistema successivo, nell’ordine di diminuzione della 
proiezione dello spin totale, risponde al valore NS — 1 della detta 
proiezione e corrisponde all'eccitazione di un magnone di momento 
magnetico —28. Di questo valore della proiezione dello spin totale 
gode lo stato con la funzione d’onda 


(28)! Sn -%o» (72,9) 


nel quale la proiezione dello spin di uno degli atomi è diminuita di 


1 sotto l’azione dell'operatore Sn_ !). Questa funzione, però, non 
è autofunzione dell'operatore hamiltoniano del sistema poiché in 
essa non si è tenuto ancora conto della simmetria traslazionale del 
reticolo. Un’autofunzione dell’operatore hamiltoniano deve essere 
costruita come combinazione lineare delle funzioni (72,9) con tutti 
i numeri n. Dagli stessi ragionamenti che ci hanno condotto nel $ 55 
alle funzioni di Bloch per l'elettrone in un campo periodico risulta 
che questa combinazione lineare deve avere la forma 


Xu = (28) 71/2 DI etti n_Xo (72,10) 
n 


È 1) E facile verificare la normalizzazione della funzione (72,9), osservando 
che 


($n-%0)* (SX) =x88:_$ _%o = 
= (S| Sn4Sn_ | S) = (S| Sp: 1S—-1)(S-11S,_|1S)=25. 
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(N-!? è fattore di normalizzazione) affinché si possa correttamente 
tener conto della simmetria traslazionale. Il vettore costante k non 
è altro che il quasi-impulso del magnone. 

L'energia € (k) del magnone è la differenza Ex — £; fra le energie 
degli stati eccitato e fondamentale del sistema. Perciò 


(ÎI — Eo)Xx = € (k) Xx 


Sostituendo a primo membro di questa uguaglianza l’espressione 
(72,10) e sostituendo EX, con HAY, otteniamo 


e (k) xx = (2V8)"* DI e'tîn(HSn_—Sn-H)%o (72,11) 


È facile calcolare il commutatore, che qui figura, scrivendo d 
nella forma (72,6) e usando le regole di commutazione (72,4). Tenendo 
di nuovo conto della simmetria dei coefficienti /mp, otteniamo 


HSn-— SneH= Y Jmn($m:Sn- — Sn:Sm-)+2866n-. (72,12) 
m 


Infine, sostituendo questa espressione nella (72,11), tenendo conto 
della (72,3) e passando alla sommatoria su q = n — m, troviamo 


e (k) ye={S DI Ja(1—e'59) +286) va. 
q#0 


L'espressione fra parentesi graffe è l'energia cercata del magnone. 
La parte immaginaria dell’espressione sotto il segno di somma, essen- 
do funzione dispari di rq, si annulla in seguito alla sommatoria, 
cosicché si ha infine 


e (k)=S ZJa (1—coskrg}+2f$ (72,13) 
q# | 


(F. Bloch, 1930). 

Questa formula esprime la legge di dispersione precisa dei magno= 
ni nel sistema descritto dall'operatore hamiltoniano (72,1). Nel 
caso limite di k piccoli questa legge si trasforma, naturalmente, in 
quella quadratica 


e (k)=5 Skikn Dl Jataitan + 298. (72,14) 
q+0 

Il punto di Curie del sistema in questione si trova a temperature 
T,-- J in modo che a temperature 7 > J il sistema è paramagnetico 
a priori. A queste temperature si può trascurare, in prima approssi- 
mazione, l’interazione fra gli atomi. In questa approssimazione la 
suscettività magnetica del sistema coinciderà con la suscettività di 

un gas perfetto di atomi con spin S e verrà data dalla formula 


N 4b2S(S41 
x= | PECEI (72,15) 
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(si veda V, $ 52); la suscettività è riferita all’unità di volume. Questa 
espressione è il primo termine dello sviluppo della funzione Y (7) 
in potenze di 1/7. I termini di sviluppo successivi dipendono già dal- 
l'interazione fra gli atomi; determiniamone il primo. 

La suscettività (nel campo nullo) è definita come la derivata 
x = 0M/96 per 6-0, e la magnetizzazione M si calcola come 


derivata dell’energia libera: VM = — 0F/0$. Per risolvere il pro- 
blema posto si deve calcolare F a meno dei termini — 41/7?, 

Partiamo dalla formula F = — 7 In Z, dove Z è la somma sta- 
tistica 


nola «e e E? E3 
” | “En/T = En n n\). di 
Z= Me n 2D(1 +): 
n n 


la sommatoria è estesa a tutti i livelli energetici del sistema 1). Il 
numero totale dei livelli nello spettro del sistema considerato è finito 
e uguale al numero di tutte le combinazioni possibili di orientazioni 
degli spin atomici rispetto al reticolo. Ogni spin ha 28 + 1 orienta- 
zioni distinte; pertanto il detto numero è (28 +4 4)N. Indicando con 
il trattino sopra la lettera la media aritmetica semplice, riscriviamo 
la somma Z nella forma 


di. «= 4 = {4 = 
z= 25+1)"[1-7î+w!-wB| 


La media £” = Tr/#"/(2S + 1)N. In base alla nota proprietà 
della traccia dell'operatore, questi può essere calcolato partendo da 
qualsiasi sistema completo di funzioni d'onda; supponiamo che siano 
tali le funzioni corrispondenti a tutte le scelte possibili di orienta- 
zioni degli spin atomici. Allora la media si riduce alla media indi- 
pendente di ciascuno degli spin rispetto alle sue direzioni; in questo 


caso E = 0. Calcolando ora il logaritmo di Z e sviluppando di nuovo 
in potenze di 1/7, con la stessa precisione otteniamo 


F=TN1n (2541) E+A4?. (72,16) 


In questa espressione ci interessano i termini contenenti $@°, 
poiché soltanto essi daranno un contributo alla suscettività. Ometten- 
do tutti gli altri termini e osservando che nell’operazione di media 
le potenze dispari delle componenti dello spin si annullano, otteniamo 


(289)? (2B9)?. 4 
PF = 7 2r° > So DI x 
n 


27° 


X x 2J mn (SnSnz) (SmSmz). 


n#+m 


1) Il calcolo ulteriore dell’energia libera corrisponde ai calcoli eseguiti 
al $ 73 del volume V, prolungandoli al termine successivo dello sviluppo. 
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Le medie sono 
Sn:Snx= SnzSny =0, Si,=5(S+1)/3. 


In tal modo, 


2 2 
F= —3r P°6?°NS (S+ 1) Dura 972 B°62N S? X 
X (541)? dI Ja, 
q#e0 
-.e di qui ricaviamo infine la suscettività —_____ 
4825 (S+1) N S(S+1 
= STIA (4 SET Sha). (72,17) 
q+9 


Sottolineiamo che il segno del termine correttivo fra parentesi quadre 
dipende dal segno dell’integrale di scambio. 


PROBLEMI 


1. Trovare la parte magnetica del calore specifico del sistema descritto 
dall’operatore hamiltoniano (72,1) a temperature 7 > /. 

Soluzione. Il primo termine dello sviluppo del calore specifico in potenze 
di 1/7 proviene dal termine —£Z?/27 nell’energia libera (72,16). Calcolando 
nello stesso modo la media dell’operatore hamiltoniano (72,4), otteniamo 


__ 1 —-——— _. S2(5+41)? N 
E=72 v JESS EEE ME 


mn mil mani” nk o) 9° 
m#n q#0 


(poiché S;S, = S(S+1) 6;,/3). Infine troviamo il calore specifico 
-_ NS2(S4-1)? 
Cmag= ga — v Ti 
q#0 


in.accordo con la formula (73,4) del volume V. | 

2. Trascurando l’interazione fra gli spin, calcolare la magnetizzazione 
di un paramagnetico per un rapporto arbitrario fra B9 e 7. 

Soluzione. La somma statistica (per uno spin nel campo) è 


S 
= 289 < | __Sh[280(5S+4/2)/71 
n; Z Sal (Fata 


Calcolando l’energia libera e derivandola rispetto a $, troviamo la magnetize 
zazione 


Nr 2 — 2BN 4\cp2B0(S541/2) 1, BO 
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(ZL. Brillouin, 1927). Per BO < T questa espressione si trasforma nella (72,15). 
Nel limite inverso, per BO > 7, la magnetizzazione tende al suo valore nomi- 
nale secondo la legge 


888 (nun (-99)). 


$ 73. Interazione dei magnoni 


È di notevole interesse_metodologico la questione del contributo 
nella parte magnetica delle grandezze termodinamiche di un ferro- 
.magnete, originato dall’interazione dei magnoni; ricordiamo che 
i calcoli al $ 74 erano basati sulla rappresentazione di un gas perfetto. 
di magnoni non interagenti. Consideriamo questa questione per un 
sistema descritto dall’operatore hamiltoniano di spin di scam- 
bio (72,1). 

Cercando un contributo solo di un ordine più piccolo rispetto al 
rapporto piccolo 7/T., possiamo limitarci alla sola interazione a cop- 
pie dei magnoni. Ciò vuol dire che si devono considerare stati bimagno- 
nici del sistema, nei quali la proiezione dello spin totale vale 
NS — 2. 

A questa proiezione corrispondono le funzioni d’onda 


Xon = [45 (25 — 1)] {2 $n_Sn_%o» 
suo: (73,4) 
Xmn = (25)7i Sm-Sn-%, mMm3£ 0; 


poiché gli operatori dello spin di atomi distinti sono commutativi, 
allora Ymn = Ynm !). Le funzioni (73,1) sono normalizzate dalla con- 
dizione YhnYmn = 1 che si verifica facilmente sviluppando il pro- 
dotto nello stesso modo con cui è stata provata la normalizzazione 
della funzione (72,9). Questo modo permette anche di provare che 
funzioni distinte Ymn sono mutuamente ortogonali. 

Le funzioni (73,1) non sono di per se stesse autofunzioni dell’ope- 
ratore hamiltoniano. Per quanto riguarda le funzioni degli stati 
stazionari bimagnonici del sistema, esse devono essere certe combi- 
nazioni lineari delle funzioni Ynm che scriviamo nella forma 


A dI TE PmnXmn + dì PnnXnn (73,2) 


m#n 


(poiché Ymn @ Ynm è la stessa cosa, si deve anche porre Wmna = nm). 
La totalità dei coefficienti mn costituisce una funzione d’onda nella 
rappresentazione in cui i numeri degli atomi nel reticolo sono varia- 


bili indipendenti. Il fattore 1/V 2 nella prima somma dell’espressio- 


1) Se lo spin S = 4/2, la-doppia applicazione del medesimo operatore Sn- 
alla funzione yo dello stato fondamentale l’annulla. In questo caso, quindi, 
tutte le funzioni « diagonali » Y,n = 0 
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ne (73,2) è stato introdotto affinché il quadrato del modulo | x |? sia, 
uguale alla somma Y)| wmnl*, nella quale ciascuna delle pmn distinte 
si incontrerebbe una sola volta. 

Allo stesso modo in cui è stata dedotta l’equazione (72,11) per le 
funzioni d’onda degli stati stazionari monomagnonici troviamo che' 
le funzioni (73,2) devono verificare un’equazione analoga 


€éy= > Son (fr, Sm-Sn-}X%ot 


23/2 5 
my n 
Pan 
+ 2 9 [SS (25 — 1)}1/2 {H, Sn-S n-} Kos (73,3) 


dove ora € = £ — E, è l'energia di due magnoni interagenti (e la 
parentesi {...} significa un commutatore). 

Sviluppiamo i commutatori a secondo membro dell'equazione 
(73,3). A tale scopo osserviamo che 


{H, Sm-Sn-}={M, Sm_-} Sn-+Sm_ {, $n-} 
e serviamoci delle espressioni (72,12) per i commutatori {B, Sn-}. 
In seguito, tenendo conto delle regole di commutazione (72,4), tra- 
sportiamo gli operatori S, nella posizione estrema destra, dove essi, 


agendo sulla funzione Yo, la moltiplicano per $S. Come risultato 
otteniamo 


{}, Sm-S n-}Xo=S È, [Jm (Sa- — S1-) Sn- È 


+In (Sn- HE $1-)Sm-] Xo + 
+ Smn d, JntSn-S1-%0 Ser FoaSa=Shaeto + 4868 m-Sn-%o5 (73,4) 


per rendere più facile la scrittura delle formule, omettiamo le restri- 
zioni imposte agli indici di somma, e la sommatoria è estesa a tutti 
i valori 1, ma inoltre è supposto che tutte le grandezze « diagonali » 
Jwn siano nulle. 

Il procedimento ulteriore consiste nel sostituire la (73,4) nell'equa- 
zione (73, 3) e nel rendere uguali i coefficienti delle funzioni Xmn 
identiche in ambedue i membri dell’uguaglianza. I calcoli sono‘ele- 
mentari anche se abbastanza complessi. Come risultato essi condu- 
cono al seguente sistema di equazioni per le grandezze mn: 


(2IJS— 6) WPmn = $ 2, (JimYin t JinWPim) + 
+ Jmntbmn Sr As [ini ()mm + nn) + 20mn 2: JimWPim], (73,9) 


As=$[1 — ( in }) 


dove 
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ed è stata introdotta la notazione J per la somma Y}Jn che è, evi- 
I 


dentemente, indipendente dall’indice n 1). 

— Passiamo in questa equazione dalla rappresentazione delle coor- 
dinate (variabili indipendenti sono le coordinate degli atomi rn, Fm) 
a quella degli impulsi, ponendo cioò 


dm = e ECatto/ SI p(K, ke) et met (73,6) 
Le 


Il vettore K funge da quasi-impulso totale di due magnoni, e k da 
quasi-impulso del loro moto relativo; si somma su N valori discreti 
di k ammissibili per un reticolo di volume Nv (dove N è il numero di 
atomi nel reticolo, v il volume della sua cella elementare). Assieme 
A Pmn Si devono rappresentare sotto forma di serie di Fourier anche 
gli integrali di scambio: 


mn= 4 DI e't(tm "Pay (k), I ()= DI Jone !T0-ta) (73,7) 
k 


n 


{siccome Jmn = Jnm; allora J (k)=J{(— k)). 
Tralasciando i semplici calcoli intermedi, diamo subito il risul- 
tato finale della trasformazione dell'equazione (73,0): 


[e(E+k)+e(F-k)-]4(Kbh+ 
+ f U(K, k, k") 4(K, k°) o =0, (73,8) 
dove 
NU (K, k, k')= 4s[J (3+ k)+/($— k)+7(3+k" )+ 
+I($—1)]-3WV(k—k)+5(k+k)]; (73,9) 


ed e (k) è l'energia di un magnone data dalla formula (72,13); la som- 
matoria su k’ è sostituita con l’integrazione su una cella del reticolo 
inverso. 

Quindi, il problema preciso (nei limiti dell’operatore hamiltonia- 
no (72,4)) degli stati bimagnonici del sistema si riduce alla soluzio- 
ne di un'equazione completamente' analoga a quella di Schròdinger 
per un sistema di due particelle nella rappresentazione degli impulsi 


1) Queste equazioni sono valide anche per il caso di spin S = !/, quando 
tutte le p,n SOn0 arbitrarie. Sottolineiamo che per S = !/, tutte le grandezze 
« diagonali » _, scompaiono, in generale, dalle equazioni con m + n. Le 
equazioni con m = nsi devono considerare in questo caso come semplicemente 
non esistenti. 
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(cfr. III (130,4)). In questo caso le e (k) hanno il ruolo di energie 
cinetiche delle particelle, mentre il nucleo dell’equazione integrale 
U (K, k, k') quello di elemento matriciaie dell’energia di interazione 
U fra le particelle per il passaggio (diffusione) dagli stati con gli 
impulsi k,, k, agli stati con gli imulsi k,, k,, dove 


ky= +k, kg=--k, df=-+60, kj=$—k 


In questo senso è opportuno scrivere VU (K, k, k') nella forma 
NU (ks, ky; ki, ko) = As 1 (ky) +5 (ka) +3 (k) +3 (ko) — 
—3 19 (&—k) +9 (ky —kg)]. (78,10) 


Nel caso generale l’equazione f73,8-9) è molto complicata. Gi 
limitiamo al calcolo della correzione alle grandezze termodinamiche 
supponendo che S> 1. La semplicità di questo caso è dovuta al 
fatto che l'energia dei magnoni e (k) è proporzionale a S e la loro 
interazione U non dipende da S (per S> 1 il coefficiente nella 
(73,9) As ® 1/4). Pertanto si può considerare U come una piccola 
perturbazione. Allora la correzione £;nt (dall’interazione dei 
magnoni) al potenziale termodinamico £ verrà semplicemente 
determinata dalla media di VU. Considerando l’ « elemento di matrice 


diagonale » 
1 
U (ky, kg; ky, ko) = [Y (k,) + J (ko) —J (ky, —ko)—J (0)], 
(73,11) 
noi calcoliamo così la media rispetto a uno stato con dati quasi- 


impulsi dei magnoni. In seguito, la media statistica rispetto alla 
distribuzione d’equilibrio dei magnoni si ottiene per integrazione 


V2d3k,d>k 
Qimt= (re (ica) (ka) U (ego gi sy e) TATE, (73,12) 


dove r (k) = [exp (e (k)/T7) — 11°}! è la funzione di distribuzione 
di Bose. 

A temperature basse l'integrale è definito dal dominio dei k,, ks 
piccoli per cui tutte le e (k) e J (k) si devono sviluppare in potenze 
di k. Allora e (k) viene data dall'espressione quadratica (72,14). 
Essendo J (k) funzione pari di k, i primi termini del suo sviluppo 


J (k) = J (0) + ainki kn 
sono anch'essi quadratici. Allora 


1 
U (ky, ko; ky, ko) = dinfsikan. 
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Ma sostituendo questa espressione dispari in k, e k, nella (73,12), 
l'integrale si annulla in seguito al calcolo della media nelle direzio- 
ni k, e k,. 

Questa è la ragione per cui nello sviluppo di J (k) si deve tener 
conto dei termini del quarto ordine; come risultato la funzione 
U (ki, ka; ky, Ka) nell'integrale (73,12) diventa una forma di quarto 
grado, mentre un contributo non nullo nell’integrale proviene dai 
termini di questa forma, quadratici in k, e ks. Data la rapida con- 
vergenza, l'integrazione può essere estesa a tutto lo spazio k. Allora 


la sostituzione di variabili k = kV 7 ci permette di vedere che la 
dipendenza di £,n; da 7 e $ ha la forma 


An = VT (0/7), (73,13) 


dove f (0) e f' (0) sono finiti. Ne consegue che il termine correttivo 
nella magnetizzazione vale 


1 08 
Mm=—7 "36" g_, = costante T*. (73,14) 


Alla stessa legge ubbidisce il termine correttivo nel calore spe- 
cifico 1). 

Vediamo che l’interazione fra i magnoni conduce a correzioni 
alle grandezze termodinamiche solo in un’approssimazione di ordine 
superiore rispetto a 7/7,. Ricordiamo che i termini fondamentali nel- 
la magnetizzazione e nella parte magnetica del calore specifico seguo- 
no la legge 7*?. Fra questi termini e le correzioni di Q;nt esistono 
ancora dei termini proporzionali a 7°? e 77/? che provengono dai 
termini successivi dello sviluppo dell'energia di magnoni e (k) in 
potenze k?. 

Le equazioni ottenute permettono di studiare anche la questione 
degli stati legati di due magnoni. Questi stati si rivelano come 
autovalori discreti (per K dato) dell'equazione (73,8). Questi auto- 
valori € (K), quali funzioni della variabile K rappresentano nuovi 
rami delle eccitazioni elementari nel sistema. Lo studio dimostra, 
tuttavia, che questi stati esistono solo per K sufficientemente grandi; 
comunque essi non incidono sulle grandezze termodinamiche del 
ferromagnete a temperature basse ?). 


1) Questi risultati (nel caso generale di spin arbitrario) sono stati ottenuti 
originariamente da F. Dyson (1956). Nel dedurre l’equazione (73,5) abbiamo 
seguito soprattutto il metodo di R. J. Boyd e J. Callaway (1965). 

?) Si veda M. Wortis, Phys. Rev. 132, 85 (1963). Si tratta del reticolo 
tridimensionale. Nei casi bi- e unidimensionale gli stati legati magnonici 
esistono per tutti i valori di k. 
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PROBLEMA 


Partendo dall’ipotesi S > 1, trovare le correzioni per l’interazione fra 
i magnoni alla magnetizzazione e al calore specifico di un reticolo cubico, 
in cui gli integrali di scambio sono diversi da zero per le sole coppie di atomi 
vicini (lungo gli assi cubici). 

Soluzione. Ogni atomo ha sei atomi vicini. In base alla definizione (73,7) 
troviamo 


J (k) = 2J; (cos k,a+ cos kya+ cos ka), 


dove J; è l'integrale di scambio per una coppia di atomi vicini e a la lunghezza 
dello spigolo del reticolo cubico. Per k piccoli abbiamo 


4 
VI SERA [2-08 +57 (et+ kt +k5) | , 
di qui 
a°To 
zV 


{sono omessi i termini dispari in k, e k:). L’energia del magnone, in accordo 
con la formula (72,14), è 


U (ki, k.; k,, k,)= sue 


2,2 2 ,2 2 ,,2 
(xk, t kiyka,tkjk5.) 


e (k) = S7g0?k? + 289. 
Il calcolo dell’integrale (73,12) dà i seguenti risultati: 


Mint 3n(3/2)L(5/2) mr \k _ 15n02 (5/2) N/ TO 4 
sn | >) , Cim= G (1377) 


($ è una &-funzione). 


$ 74. Magnoni in un antiferromagnete 


La caratteristica dei materiali antiferromagnetici è che i momen- 
ti magnetici di tutti gli elettroni, nei limiti di ogni cella elementare 
del reticolo cristallino, sono reciprocamente compensati (nello stato 
d’equilibrio in assenza di campo magnetico). La densità del momento 
magnetico è distribuita, a rigore, in tutto il volume della cella. Ma 
nei cristalli dei dielettrici antiferromagnetici si può supporre con 
buona approssimazione che questa densità sia localizzata in atomi 
singoli in modo che a ciascuno di essi si può attribuire un momento 
magnetico determinato. Questi momenti, che si ripetono periodica- 
mente in tutte le celle, creano sottoreticoli magnetici degli antifer- 
comagneti. 

I diversi antiferromagneti sono molto diversi per la loro struttura. 
Consideriamo la questione del loro spettro energetico magnetico 
con un esempio tipico di cristallo con due atomi magnetici disposti 
nei punti equivalenti di ogni cella elementare (cioè in punti che si 
trasformano l'uno nell'altro per certe trasformazioni della simme- 
tria cristallografica). Indichiamo con M, e M, le densità medie dei 
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momenti magnetici formati da questi atomi dei sottoreticoli ed 
introduciamo i due vettori 


M=M +M, L=M,—M,. (744) 


Nello stato fondamentale dell’antiferromagnete M = 0, L #0, 
mentre un ferromagnete avrebbe M # 0, L = 0. Sottolineiamo la 
differenza sostanziale fra gli stati fodamentali in ambedue i casi. 
Nell’approssimazione di scambio, nello stato fondamentale del fer- 
romagnete le proiezioni degli spin di tutti gli atomi magnetici hanno 
dei valori (massimi possibili) $, = $ cui corrisponde il valore nomi- 
nale della magnetizzazione M. Nello stato fondamentale dell’antifer- 
romagnete, invece, le magnetizzazioni dei sottoreticoli non possono 
avere evidentemente i loro valori nominali poiché le proiezioni totali 
degli spin di ciascun sottoreticolo separato non sono (neanche nel- 
l’approssimazione di scambio) grandezze conservative e perciò non 
hanno valori determinati (nello stato stazionario). Le proiezioni 
degli spin dei singoli atomi non hanno, a maggior ragione, valori 
determinati. 

La forma delle « equazioni del moto » macroscopiche dei vettori 
L e Msi stabilisce analogamente a quanto è stato fatto al $ 69 per 
un ferromagnete. La condizione di mancanza di dissipazione ne im- 
plica un’altra, secondo la quale, in virtù delle equazioni del moto, si 
verifica FIRE 


= ({HxT-+Hw 5} dv =0, (74,2) 
dove i «campi efficaci» Hr, e Hy sono dati dall’espressione 
sh= — \ (H,6L-+ Hy 86M) aV (74,3) 


della variazione dell'energia libera al variare di L e M; in equilibrio 
si ha Hy = Hm = 0 

Nell’approssimazione di scambio le equazioni cercate devono 
essere invarianti per la rotazione contemporanea di tutti i momenti 
magnetici rispetto al reticolo cristallino. Di qui, oltre all’equivalenza 
cristallografica delle posizioni di due atomi magnetici nella cella, 
deriva anche la necessità dell’invarianza rispetto alla permutazione 
di M, e M,, cioè rispetto alla trasformazione L + —L, M- M. 
Poiché l’energia libera è invariante, per questa trasformazione risul- 
ta anche H+ —H, e Hy + Hy. 

Considerando le piccole oscillazioni dei momenti magnetici, ponia- 
mo L=L0 +1, M=m, dove Il e msono due grandezze piccole. 
Nell’approssimazione lineare, le equazioni del moto soddisfacenti 
alle suddette condizioni hanno la forma 


al 
= vHyv]}, G-=v [Hz], (74,4) 
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dove v è il vettore unità nella direzione d'equilibrio del vettore Lo; 
la trasformazione L > —L significa che v- —v. Qui si è tenuto 
conto che le grandezze H, e Hy si annullano in equilibrio e sono 
lineari rispetto a l e m, mentre v è l’unico vettore costante a nostra 
disposizione. Per analogia con il $ 69 il coefficiente y si può scrivere 
come segue: y = (g | e |/2mc) Lo; tuttavia, a differenza del ferromagne- 
te, ora g # 2 anche trascurando gli effetti relativistici. Per oscilla- 
zioni monocromatiche dl/0t = —iol, ..., e allora i vettori 1 em 
definiti dalle equazioni (74,4) sono perpendicolari a v. Nell’appros- 
simazione in questione ciò vuol dire che il vettore L compie una 
precessione attorno alla direzione v rimanendo costante in modulo: 
La Lo 

Per definire i campi efficaci H, e Hy si deve stabilire la forma 
dell'energia libera del cristallo. In questo caso dobbiamo limitarci 
ai termini del secondo ordine rispetto alle grandezze piccole ! e m; 
quanto ai termini contenenti le derivate di queste grandezze rispetto 
alle coordinate, consideriamo quelli di ordine non superiore al secon- 
do rispetto al vettore d’onda delle oscillazioni, la cui lunghezza d’on- 
da è supposta grande (come al $ 70) rispetto alla costante del reticolo. 
Nell’approssimazione di scambio l'energia libera deve essere invarian- 
te per rotazioni contemporanee di tutti i momenti magnetici 
e anche per cambiamento di segno di L. L'espressione che soddisfa 
tutte le condizioni imposte ha la forma 


Foce = | {+ 3 (mE 17) +70 %ih d- Z-} av, 
(74,9) 


dove l’asse z si può considerare diretto lungo v (in modo che il cam- 
biamento di segno di v significa anche quello di z); il coefficiente 
a >Q0, poiché in equilibrio deve essere m = 0. Qui manca il termine 
in !? in quanto la sua esistenza significherebbe la dipendenza dell’ener- 
gia dalla direzione del vettore L — Ly + 1 nel cristallo, che manca 
nell’approssimazione di scambio. Il termine contenente la somma 
m dl/0z + 1 0m/0z si riduce a una derivata totale e scomparirebbe per 
integrazione sul volume. Infine, i termini quadratici nelle derivate 
0m/dx; si possono trascurare in quanto piccoli a priori rispetto al 
termine in m?. Facendo variare l’integrale (74,5) (ed integrandolo 
per parti), otteniamo 


òm 02] ol 
Hr, = + %k Gaiden * Hy=_—-am—-bdb7. (74,6) 


Per un’onda di spin monocromatica piana le equazioni del moto 
(74,4) danno ora 
dui = n ya [mv]— ik_yb [IV], (74,7) 
— iom = ik,yb [mv] — yo (n) £ [Iv], 
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dove nuovamente (così come al $ 70) a (n) = a;xn;n, enèil vettore 
unità diretto nella direzione k. Moltiplicando la prima di queste 
equazioni vettorialmente per v, otteniamo 


yam = — io [lv] — ik,ydl, (74,8) 


mentre la sostituzione di questa espressione nella seconda equazione 
ci conduce immediatamente alla seguente legge di dispersione delle 
onde di spin: 


—dw= yk [aa:-{n)_— 5? (vn)?]1/2, (74,9) 


In tal modo, la frequenza delle onde di spin e, quindi, l'energia dei 
magnoni e = È;@ in un materiale antiferromagnetico, nell’approssi- 
mazione di scambio, sono proporzionali a X e non a %? come nel fer- 
Tomagnete 1). 

Le equazioni (74,7) stabiliscono un legame univoco fra 1 e m, ma 
le due componenti di l (nel piano perpendicolare a v) restano arbi- 
*trarie. Ciò significa che le onde di spin nell’antiferromagnete conside- 
rato hanno due direzioni di polarizzazione indipendenti. 

Per tener conto dell’anisotropia magnetica occorre avanzare delle 
ipotesi più concrete circa il carattere di simmetria del cristallo. 
Supponiamo che il cristallo abbia simmetria monoassiale e che la 
direzione d’equilibrio L coincida con l’asse di simmetria ?). 

Dalla relazione (74,8) si vede che il vettore m nell’onda di spin 
è piccolo rispetto a l, in quanto ha una potenza in più del piccolo 
vettore d’onda k. In questo senso il campo efficace Hy > Hr. Per 
questa ragione è sufficiente tener conto dell’anisotropia legata al 
vettore l. Con le suddette ipotesi la densità di questa energia Uan = 
= K1?/2, dove X >Q. Il suo calcolo implica la comparsa del termi- 
ne addizionale —XI1 nel campo efficace H,, il quale per un’onda 
piana diventa uguale a 


H, = ik,bm— [a(n)k? + KJI. (74,10) 


Si vede di qui che, tenendo conto dell’anisotropia, la legge di disper- 
sione delle onde di spin si deduce dalla (74,9) sostituendovi «ak? 


1) Questa legge di dispersione per gli antiferromagneti è stata dedotta 
originariamente da L. Hulthén (1936). La deduzione basata sulla considerazione 
macroscopica della magnetizzazione dei sottoreticoli appartiene a M. I. Kaga- 
nov e V. M. Tsukernik (1998). 

2) Di questo tipo è l'antiferromagnete FeC0; avente reticolo romboedrico 
(classe cristallina Dgg) con due ioni Fe nella cella elementare. I momenti ma- 
gnetici di questi ioni hanno direzioni opposte lungo l’asse di simmetria del 
terzo ordine (asse z). 
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con ak* + KX. Come risultato, per X + 0, l'energia dei magnoni ten- 
derà non a zero, bensì alla grandezza finita 1) 


e(0)=%yVaK (74,41) 


(Ch. Kittel, 19541). Sottolineiamo che la fessura nello spettro risulta 
essere proporzionale alla radice della costante di anisotropia (anziché 
alla sua potenza prima come nella (70,12)). Poiché la piccolezza degli 
effetti relativistici è espressa dalla piccolezza relativa della costante 
di anisotropia, in un antiferromagnete questi effetti, in generale, 
rivestono maggiore importanza che in un ferromagnete. 

Il contributo magnonico all'energia interna degli antiferromagne- 
ti si calcola mediante la formula (71,3). Nel dominio delle tempera- 
ture e (0)« T< Tx (7 è la temperatura di scomparsa dell’anti- 
ferromagnetismo, il punto di Néel) si può usare lo spettro (74,9). In 
un cristallo monocassiale si ha 


© = val? [a, (ki + ki) + a ,kil/?, a,=a, — d'la. 
11 calcolo dell’integrale (71,3) conduce al seguente risultato, espri- 
mente il contributo magnonico al calore specifico: 


VI ASI 
C 4727 


mag = Vaia Giani: (74,12) 


Alle temperature 7 < e (0), il contributo magnonico alle gran- 
dezze termodinamiche è esponenzialmente piccolo, 


PO 1) Spesso la frequenza (0) = 8 (0)/f si chiama risonanza antiferromagne- 
a. 


Capitolo VIII 


FLUTTUAZIONI ELETTROMAGNETICHE 


$ 75. Funzione di Green del fotone in un mezzo 


Iniziando lo studio delle proprietà statistiche del campo elettro- 
magnetico nei mezzi materiali, ricordiamo anzitutto cosa significa 
l'operazione di media cui vanno sottoposte le grandezze elettromagne- 
tiche in elettrodinamica macroscopica. 

Se, per maggiore evidenza, si parte dal punto di vista classico, 
si può fare una distinzione fra la media rispetto a un volume fisica- 
mente infintesimale per una data disposizione di tutte le particelle 
in esso e, in seguito, la media della grandezza ottenuta rispetto al 
moto delle particelle. Nelle equazioni di Maxwell dell’elettrodina- 
mica macroscopica figurano grandezze la cui media è completamente 
calcolata. Considerando invece le fluttuazioni del campo, si tratta 
di oscillazioni nel tempo di grandezze, la cui media è calcolata solo 
rispetto a volumi fisicamente infinitesimali. 

E ovvio che dal punto di vista quantomeccanico si può parlare 
della media rispetto al volume non della grandezza fisica stessa, bensì 
del suo operatore; il secondo passo del procedimento consiste nel 
determinare la media di questo operatore mediante le probabilità 
quantomeccaniche. Gli operatori di campo che figurano nel presente 
capitolo saranno intesi unicamente come medie nel primo senso. 

Le proprietà statistiche della radiazione elettromagnetica in un 
mezzo materiale sono descritte dalla funzione di Green del fotone in 
un mezzo. Per i fotoni sono gli operatori dei potenziali del campo 
elettromagnetico a fungere da operatori w. Le funzioni fotoniche di 
Green sono definite mediante questi operatori allo stesso modo come 
sono definite per le particelle mediante gli operatori y. 

I potenziali del campo sono dei quadrivettori AH = (A°, A), 
dove 4° = @ è un potenziale scalare e A quello vettoriale. La deter- 
minazione di questi operatori in elettrodinamica classica non è univo- 
ca: essi ammettono la cosiddetta trasformazione di gauge che non 
incide affatto su nessuna grandezza osservabile (si veda II, $ 18). 
Rispettivamente la stessa determinazione non univoca ha luogo in 
elettrodinamica quantistica per gli operatori del campo e, quindi, 
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per le funzioni fotoniche di Green. Useremo la trasformazione di 
gauge per la quale il potenziale scalare sia nullo: 


A°=p=0 (75,1) 


in modo che il campo sia definito dal solo potenziale vettoriale. 
Questa trasformazione di gauge risulta essere comoda per problemi, 
che riguardano l’interazione fra il campo elettromagnetico e le 
particelle non relativistiche, come avviene per il campo nei mezzi 
materiali comuni. 

La funzione di Green in questa trasformazione di gauge è un ten- 
sore tridimensionale di secondo rango, 


Dir (Xn Xa) = —i (TA: (X3) An (X3)) (75,2) 


{i, k = x, }, z sono indici vettoriali tridimensionali), dove lia paren- 
tesi angolare significa (come nell'espressione (36,1)) la media secondo 
la distribuzione di Gibbs per il sistema composto del mezzo insieme 
con la radiazione in equilibrio in esso; poiché i fotoni sono dei 


bosoni, la permutazione degli operatori 4; e Ax per cronologizzazione 
non implica il cambiamento di segno nel prodotto. Ricordiamo anche 


che gli operatori 4; sono autoconiugati (il che esprime la neutralità 
propria del fotone); questa è la ragione per cui nell’espressione (75,2) 


non si fa distinzione fra 4; e A4j 1). 

Come nozione primaria per la costruzione di tutte le forme delle 
funzioni fotoniche di Green si deve ricorrere, però, non al tensore 
{75,2), bensì alla funzione ritardata di Green definita come segue: 


iDÈ, (Ka, X.)= D° (X4) An (Xa) — Ax (Xo) Ai (X4)), ta >ia, (75,3) 
O. = 

{il segno negativo fra i due termini tra parentesi angolare corrisponde 
alla definizione (36,19) per la statistica di Bose). 

Per un sistema chiuso la funzione di Green dipende dagli istanti 
t,, t, soltanto attraverso la differenza t = t, — t,. Per quanto riguar- 
da le coordinate r,, r,, nel caso generale di un mezzo non omogeneo 
esse figurano nella funzione indipendentemente l’una dall’altra: 
DE (t; r,, rg). Corrispondentemente questa funzione sarà soggetta 


1) Nel caso generale di una trasformazione di gauge arbitraria dei poten- 
ziali la funzione fotonica di Green è un quadritensore D,,y (mentre nella tra- 
sformazione di gauge (75,1) Doo = 0, Doi = 0). Le proprietà generali tensoriali 
e di gauge della funzione fotonica di Green in statistica sono le stesse che in 
elettrodinamica quantistica del campo nel vuoto. È da notare che la defini- 
zione (75,2) differisce per segno da quella accettata nel volume IV. Essa cor- 
risponde qui univocamente alla definizione delle funzioni di Green degli altri 
bosoni (compresi i fononi). 
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allo sviluppo di Fourier soltanto rispetto al tempo; la componente di 
questo sviluppo è 


00 


DÎ, (0; r4, n= feti (t3r4, 1) di. (75,4) 


Considerando le grandezze, le cui medie sono calcolate su volumi 
fisicamente infinitesimali, noi ci limitiamo, quindi, all'esame della 
parte di radiazione ad onde lunghe in cui i vettori d'onda dei fotoni 
soddisfano la condizione 


ka < {— oct ea (79,5) 


(a sono le distanze interatomiche nel mezzo). In questo dominio di 
frequenze la funzione fotonica di Green può essere espressa mediante 
altre caratteristiche macroscopiche del mezzo, ossia mediante le 
permeabilità dielettrica e magnetica e (@) e p (0). si 

A tale scopo scriviamo l’operatore di interazione del campo elet- 
tromagnetico con il mezzo, 


P= |A 0%, (75,6) 


dove j è l'operatore di densità del campo elettrico creato dalle parti- 
celle del mezzo 1). Se al mezzo si applica una corrente classica « colla- 
terale » j (t, r), essa sarà legata all'operatore di interazione 


Vv = + È (t, r) À dx. (79,7) 


Questa espressione consente di stabilire un legame con la teoria gene- 
rale della reazione di un sistema macroscopico a un'azione esterna. 

Ricordiamo che in questa teoria (si veda V, $ 125) figurava una 
serie discreta di grandezze x, (a = 1, 2, ...) che caratterizzano il 
comportamento del sistema sotto l’influsso di determinate forze 
esterne. Questi influssi vengono descritti da « forze perturbatrici » 
fa (t) tali che l'operatore dell’energia di interazione ha la forma 


v= —D fata» 


1) Si veda IV, $ 53 (dove la corrente è indicata con ej, vale a dire che la 
carica elementare e veniva esclusa dalla definizione di j). L'operatore (75,6) 
suppone che per l'operatore di corrente sia utilizzata l’espressione relativistica. 
Nei problemi non relativistici si possono trascurare negli operatori w (in base 


ai quali è costruito l’operatore di corrente j) i termini legati alle frequenze 
negative, cioè alle antiparticelle. Ciò significa, in articolare, la possibilità 
di trascurare le correzioni di radiazione che modificano la funzione fotonica di 
Green nel vuoto a causa della generazione virtuale di coppie elettrone-positrone. 
Queste correzioni sono trascurabilmente piccole per lunghezze d’onda 4 > h/mc, 
condizione soddisfatta a priori nel dominio (75,5). 
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dove x, sono gli operatori delle grandezze za. I valori medi xa (2), 
che si stabiliscono sotto l’influsso della perturbazione, rappresentano 
funzionali lineari delle forze f, (t#). Questo legame per le componenti 
di Fourier di tutte le grandezze si scrive nella forma 


Tao 2) Lab (0) Îrw 


(si è supposto che in assenza di perturbazione si abbia x, = 0). 
I coefficienti a,, in queste relazioni si chiamano suscettività generaliz- 
zate del sistema. Se le due grandezze x, e 7) si comportano allo stesso 
modo nei confronti dell’inversione del tempo e se il corpo non è ma- 
gneticamente attivo (cioè non gode di struttura magnetica e non si trova 
in un campo magnetico), allora le grandezze a,, sono simmetriche 
rispetto ai loro indici. 

Qui avremo a che fare con grandezze f, e 7, aventi un carattere 
distribuito, funzioni delle coordinate r di un punto del corpo. In 


questo caso l’espressione di V si deve scrivere nella forma 


P=- Dffelt, za (8, 1) dz, (75,8) 


e la relazione fra le medie Ta e le forze fa come segue: 
Fao (1) = DI {tas (0; 1, 1°) foa (1°) dî". (75,9) 
b 


Le suscettività generalizzate diventano ora funzioni delle coordinate 
di due punti nel corpo e la loro simmetria viene espressa dall’ugua- 
glianza 


Cab (05 FP, 1°) = Asa (0; r',r). (75,10) 


In accordo con la formula di Cubo (si veda V (126,9)), le suscetti- 
vità si esprimono mediante le medie dei commutatori degli operatori. 


di Heisenberg Za (t, r): 
Ca (0; r, r')= 


= (xa (t, 1) Z, (0, r 3%; (0, r "Za (t, r))dt. (79,11) 
0 


Consideriamo ora in qualità di « forze» f, le componenti del vetto- 
re di corrente j. Si vede allora dal confronto fra le espressioni (75,7) 
e (75,8) che le grandezze corrispondenti a 7, saranno le componenti 
del potenziale vettoriale del campo A/c. Dal confronto, invece, fra la. 
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formula (75,11) e la definizione (75,3-4) si vede che le suscettività 
generalizzate a» (©; r, r') coincidono con le componenti del tensore 


— Diì (0; r, r’)/hc°?. 


In virtù della (75,10) di qui segue immediatamente (per mezzi 
magneticamente inattivi) che 


Di} (0; r, r°)= Di (0; 1°, n). (75,12) 
Quanto alle relazioni (75,9), esse diventano 


% 1 I\3% LI LI 
Zio (== | DÎ (0; 1, 1°) jro (1°) de. (75,48) 


La media A non rappresenta altro che il potenziale vettoriale 
«del campo elettromagnetico macroscopico (la cui media è completa- 
mente calcolata; si veda l’inizio del paragrafo) del mezzo; più avanti 
‘ometteremo il trattino sopra A (così come sopra le altre grandezze 
macroscopiche). Ricordiamo ora che il campo macroscopico creato 
‘dalla corrente classica j verifica l'equazione di Maxwell 
rt Ho= ji È 0? 


‘dove D indica l’induzione elettrica; nel caso generale di un mezzo 
.anisotropo, D, è legata all’intensità E, dalla relazione Dig = 
= €: (0) Ex; se il mezzo non è omogeneo, il tensore della permea- 


‘bilità dielettrica è anche funzione delle coordinate: £;, (®, r). 
Nella trasformazione di gauge dei potenziali (75,1) abbiamo 


By=rot Ag, Eo=i-Ao; (75,14) 


-dove B è l’induzione magnetica legata all’intensità H dalle relazio- 
ni Bio = Ui©Hxo 3). Pertanto otteniamo la seguente equazione 
‘esprimente il potenziale ?): 
1 0? 4 , 
[ rOt,m (Umn rotna) — 21 | Ano # "E Jio 
Sostituendovi A, nella forma (75,13) troviamo che la funzione DI 
deve soddisfare l'equazione 


s _ 2 È 
| FOt:m (mn rotni)— 7 2a | Di (0; r, r)= 

= — 4nhò,x6 (rr). (75,15) 

1) Ricordiamo che in elettrodinamica macroscopica si suole indicare con E 


la media dell’intensità elettrica microscopica e con B la media dell’intensità 


magnetica, detta induzione magnetica. . 
?) Qui e più avanti usiamo la notazione rot;; = e;2; 0/0x4, dove en; è uno 
«pseudotensore antisimmetrico unitario. Inoltre (rot A); = rot;;4,. 
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Questa equazione si semplifica molto per mezzi isotropi (in ogni 
suo elemento di volume) quando i tensori &;, e U;x si riducono a sca- 
lari. La permeabilità magnetica è di solito vicina a 1, e più avanti 
in questo paragrafo la supporremo uguale a 1. Ponendo &;x = £d;£ 
e Un = È;x, otteniamo l’equazione 


a? a 
[and sn (0; r) [Di (0; r, r')= 


dx; 
= — 4nh6, pd (er). (75,16) 


In tal modo, il calcolo della funzione ritardata di Green per un 
r_ezzo non omogeneo si riduce alla risoluzione di un'equazione diffe- 
renziale (/. E. DzjaloSinskij, L. P. Pitaevskij, 1959) 1). 

Sulle frontiere fra mezzi diversi le componenti del tensore DE 


devono soddisfare certe condizioni. Nell’equazione (75,16) la seconda 
variabile r' e il secondo indice % non prendono parte alle operazioni 
differenziali o algebriche, alle quali va sottoposto il tensore DE, 
vale a dire che fungono unicamente da parametri. Pertanto le condi- 
zioni al contorno devono riguardare soltanto le coordinate r della 


funzione DE (®©; r, r') considerata come vettore rispetto all'indice /. 


Queste condizioni corrispondono a quelle note dall’elettrodinamica 
macroscopica che richiedono la continuità delle componenti tangen. 


ziali diEe H?). Poiché E = — Alc, in questo caso da vettore E fun- 
ge la derivata 


1 3 
> Dh(t; r, 1°) 
o, in componenti di Fourier, 
i Dik (0; r, r°). (75,17) 


Analogamente da vettore H (coincidente con B per u = 1) funge 
rot;;Dix (0; l, r'). (75,18) 


Nel caso di un mezzo spaziale omogeneo illimitato la funzione 
DE dipende dalla sola differenza r — r'. Per le componenti dello 


1) Notiamo che Djì, risulta funzione di Green delle equazioni di Maxwell 
nel senso noto dalla fisica matematica, ossia soluzione delle equazioni de] 
campo con sorgente puntuale, soddisfacente la condizione di ritardo (la fun_ 
zione di anticipo Dî, verificherebbe la stessa equazione con e* in luogo di e) 

2) Le condizioni al contorno per le componenti normali di B e D nel dato 
caso non forniscono niente di nuovo, poiché nel campo variabile con il tempo 


‘ome e-i@t, le equazioni div D = 0, div B = 0 sono conseguenza delle equazioni 
rot E = iwB/c, rot H = —iwD/ec. 
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sviluppo di Fourier in questa differenza l’equazione differenziale 
(75,16) si riduce a un sistema di equazioni algebriche 


TE 2 k—8yk8+ 81 e (0) ) | Diì (0, k)=6,x- (75,19) 
La soluzione di queste equazioni è 


kaka (75,20) 


DR Li 
iz (0, k)= Tide [Ba— 02€ (0) 


___Im accordo con la formula (36,241), la funzione di Green Dix per 
un mezzo omogeneo si esprime mediante la funzione ritardata di 
Green con la formula 


Dix (0, k)=Re Di (0, k)+i th ii «Im Di (0, k). (75,24) 


Per T7T->0 questa formula dà 
Dix (0, k) = Re DÎ, (0, k) + i signo-ImD£ (@, k). (75,22) 


La funzione Di, è data dall'espressione (75,20); tenendo conto che 

Re e (0) è funzione pari di ® ed Im e (&) funzione dispari, troviamo 
che per 7 =0 

Dix (0, k) = DE (| ©], k). (75,23) 

Nel vuoto € (0) = 1. Ma siccome in ogni mezzo materiale 


Im e (0) >0 per 0 >Q0, allora al vuoto corrisponde il passaggio al 
limite e-+- 1 + i(0. In questo caso si ottiene l’espressione 


190 c2kikk 
DIR (©, k)= race (fa- Te ) 


coincidente con un noto risultato dell’elettrodinamica quantistica 
(si veda IV, $ 77). 


$ 76. Fluttuazioni del campo elettromagnetico 


N 


Come è stato sottolineato all’inizio del paragrafo precedente, 
nell’esaminare le fluttuazioni del campo elettromagnetico si parla 
delle oscillazioni nel tempo di grandezze, le cui medie sono calcolate 
soltanto secondo elementi di volume fisicamente infinitesimali 
(e non secondo il moto delle particelle in esso). Nello stesso senso vanno 
intesi anche gli operatori quantomeccanici di queste grandezze. 

Le formule fondamentali della teoria delle fluttuazioni elettro- 
magnetiche si possono scrivere immediatamente partendo dalle 
formule generali del teorema della fluttuazione dissipativa (V, $ 125). 
Ricordiamo che per un insieme discreto di grandezze fluttuantifz, 
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la distribuzione spettrale delle fluttuazioni si esprime in funzione 
delle suscettività generalizzate &.» (0) con la formula 


(LaZb)o = IDE IA — Cab) cth 59. 


dove la grandezza stessa (ra%5)o rappresenta ia componente di Fourier 
rispetto al tempo della funzione di correlazione 


Paò (1) = (Ta (05 (0) +2 (0) Za (#))a 


e x, (t) sono gli operatori di Heisenberg delle grandezze x,. Nel 
caso di grandezze x, (r) distribuite (funzione delle coordinate di 
punto nel corpo) questa formula si scrive come segue: 


(o) = L cth 57 7 [fe (0; r2, ri) ap (0; ris r2)], (76,4) 


dove gli indici (1) o (2) significano che il valore della grandezza 
è calcolato nel punto r, o ry. 

Abbiamo mostrato al paragrafo precedente che, se come grandez- 
ze Za fungono le componenti del potenziale vettoriale A (r)/c, le 
suscettività generalizzate corrispondenti saranno rappresentate dalle 
componenti tensoriali — DE (©; r,, r3)/fic®. Perciò otteniamo immedia- 
tamente 


(AA?) i cth 57 {Dik (0; 4, ra) IDA (0; ra, r,)]}*}. (76,2) 


Le funzioni spettrali esprimenti le fluttuazioni delle intensità del 
campo si ricavano dalla (76,2) con un semplice metodo. Supponiamo 
che @f (t1, r1; î2, r3) sia la funzione di correlazione che esprime le 
fluttuazioni del potenziale vettoriale; l’espressione (76,2) è la come 
ponente dello sviluppo di Fourier di questa funzione nella differenza 
t = t, — ty. Poiché l'intensità elettrica è 


E = — Alc, 
la stessa funzione per le componenti di E è 
1 0? A A 8° 1 


DIRT Gi, dig RT Ta ga DIA 
.0 nelle componenti di Fourier, 


(EPEP)\0= 7 (AP'AN (76,3) 
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Analogamente, tenendo conto del legame B = rot A, otteniamo 


(BB) = r0otP rot® (AA), (76,4) 
(EB) = rotf (AAM)g. (76,5) 


Esprimendo le funzioni di correlazione delle fluttuazioni elettromagne- 
tiche mediante, la funzione ritardata di Green," le formule (76,2-5) 
riducono il problema del loro calcolo alla risoluzione dell’equazione 
differenziale (75,15) o (75,16) con condizioni al contorno appropriate 
sulle frontiere date dei corpi 1). 

Supporremo più avanti che il mezzo sia magneticamente inattivo. 
Allora la funzione DE gode della proprietà di simmetria (75,12) 


e l’espressione (76,2) diventa 


(AAP), = — cth SM Im DÉ (0; 1, ra). (76,6) 


Sottolineiamo che l’espressione (76,6) è reale, e con essa sono reali 
anche le (76,3-4), mentre la (76,5) è immaginaria. Ciò vuol dire che 
le funzioni di correlazione temporale delle componenti di E e di quel- 
le di B sono mutuamente pari rispetto al tempo t = t, — t, (come 
deve essere per la correlazione fra grandezze che sono tutte e due pari 
o dispari rispetto all’inversione del tempo). Quanto alla funzione 
di correlazione temporale delle componenti di E con quelle di B, 
essa è dispari (come deve essere per due grandezze di cui una è pari 
e l’altra dispari rispetto all’inversione del tempo). Ne consegue che 
i valori di E e Ballo stesso istante non sono injcorrelazione tra loro 
(la funzione dispari di t si annulla per t = 0). Assieme alla funzione 
di correlazione si annullano anche i valori medi di qualsiasi espressi- 
one bilineare in E e B (calcolata allo stesso istante), ad esempio, del 
vettore di$Poynting. Quest'ultima circostanza è evidente a priori: 
in un corpo in equilibrio termico ed invariante rispetto all’inversione 
del tempo non possono esistere flussi macroscopici interni di energia. 


$ 77. Fluttuazioni elettromagnetiche 
in un mezzo illimitato 


In un mezzo omogeneo illimitato le funzioni Dix (0; r;, rs) dipea- 
dono unicamente dalla differenza r = ry — rj e sono, fra l'altro, 
pari in questa variabile (l'equazione (75,15) contiene soltanto le deri- 
vate seconde rispetto alle coordinate per cui Dix (0;r)e Dix (0; —r) 


1) La teoria delle fluttuazioni elettromagnetiche è stata sviluppata in 
un’altra forma da S. M. Rytov (1953), e nella forma equivalente alle (76,2-5) 
da M. L. Levin e S. M. Rytov (1967). 
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verificano la medesima equazione). Considerando le componenti di 
Fourier in r in ambedue i membri dell’uguaglianza (76,2) otteniamo 


(AAP )ok + cth3 OT {Di (0, k)—[Dt; (0, k)]}*}. (97,1) 


Per mezzi magneticamente inattivi questa formula, tenendo conto 
della (75,142), si scrive come e, 


(AAP) = —cth-3r 7 Im Dif (0, k). (77,2) 


In un mezzo isotropo non magnetico (up = 1) la funzione DE (0, 


k) è data dalla formula (75,20). Quanto al problema della definizio- 
ne della funzione di correlazione; spaziale delle fluttuazioni, esso si 
riduce a’ calcolo dell’integrale” 


dk 


DÎ, (0; r)= | DÎ (0, k) ee Fr (77,3) 
L'integrazione si realizza in base alle formule 
\ etk! d3k e7T 
{rh dk _ 9° et (77,4) 
ka +x® (29 — <— dridin 4° 


bi cui la prima si ottiene ricavando le componenti di Fourier dalla 
nota uguaglianza 


(A-n) = — 4n8 (1) (77,5) 


e l’altra derivando la prima. In seguito troviamo 


32 1 RACE | 
Dî;, (0; rh= —fi [nt oe prrrrali brat ( -—ÈV=er) i (77,6) 
dover = |r, — rz|ela radice V—=e-deve avere un segno tale che 
si abbia Re V—e >0; per il caso del vuoto bisogna porre e = 1, 
V—=e = — i (si veda più avanti). 


Di qui, in accordo con le formule (76,6) e (76,3) ricaviamo imme- 
diatamente 


(EPE£),=hcth e Im { i (27 drt+ —— ra — 2 X 
vba 7,7 
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(S. M. Rytov, 1953). Applicando a questa espressione l’operazione di 
contrazione rispetto agli indici i, X (e ricorrendo alla formula (77,5)), 
otteniamo 


ho 1 eo 
(EE), = 2h cth rp im {= [30 exp Xx 


x(-LV=er)+228 1]}. (77,8) 


Analogamente, il calcolo mediante la formula (76,4) conduce ad 
espressioni delle funzioni di correlazione del campo magnetico che 
differiscono da quelle (77,7-8) per la mancanza del fattore 1/e davanti 
alla parentesi quadra; in questo caso, il termine contenente la fun- 
zione]ò sotto il segno Im nella (77,8) diventa reale e scompare dalla 
risposta. Il legame delle espressioni (77,7-8) con la parte immaginaria 
di e sottolinea esplicitamente una relazione esistente fra le fluttua- 
zioni elettromagnetiche e l’assorbimento del mezzo. Ma se nelle 
formule (77,7-8) si effettua il passaggio al limite Ime +0, si otten- 
gono delle espressioni finite non nulle. Questa circostanza è legata 
all’ordine del passaggio ai due limiti, ossia alle dimensioni infinite 
del mezzo e ad Im e nulla. Poiché in un mezzo:illimitato Im e, piccolo 
a piacere, conduce in fin dei conti all’assorbimento, il risultato 
ottenuto con l’ordine di passaggio ai limiti da noi usato si riferisce 
a un mezzo fisicamente trasparente nel quale, tuttavia, come in 
ogni mezzo reale, un assorbimento un po’ diverso da zero esiste sem- 
re. 

di Effettuiamo, ad esempio, il passaggio suindicato nella formu- 
la (77,8). A tale scopo osserviamo che per Im e piccolo positivo 
(per © >0) si ha 


I — Ni pen . I 

V=e 3_iVRes(1+igre) 
(tenendo conto della condizione che Re V sg 0). Perciò nel limite 
Im e--0 otteniamo 


(EVE?) = + (HH®)\ = Z02 sen onr chto, (77,9) 


dove n = Ve è l’indice reale di rifrazione. Per la mancanza del ter- 
mine contenente la funzione è questa espressione resta finita anche 
per due punti r, e r coincidenti: 
1 203hn ho 
(E) = 7 (H3)o = cth Fr - (77,10) 


n c3 


Il passaggio limite al caso di un mezzo trasparente si potrebbe 
effettuare anche allo stadio iniziale dei calcoli, cioè nella funzione 
di Green. Tenendo conto che il segno di Im e (©) coincide con il 
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segno di o, troviamo che in questo limite la funzione (75,20) assume 
la forma 
DI (©, = [0] (7741) 


©0*n3/0ì — k8-1-10-sign © 0d?n3 


La parte immaginaria di questa funzione è legata unicamente alla 
regola di aggiramento dei poli © = + ck/n; separandola mediante la 
formula (8,11) e sostituendo nell'espressione (77,2), otteniamo 


n? 


slo (2e- )-6(2+k)} ct Sr. (77,12) 


2n8f kik 
(EVE?) = d (È - br a) x 


Gli argomenti delle funzioni è in questa espressione hanno un signi- 
ficato fisico semplice: mostrano che le fluttuazioni del campo con k 
dato si propagano nello spazio alla velocità c/n coincidente con la 
velocità di propagazione delle onde elettromagnetiche nel mezzo 
considerato. È ovvio che applicando la trasformata di Fourier all’e- 
spressione (77,12) si può ottenere nuovamente la formula (77.7). 

L'energia del campo elettromagnetico fluttuante in un mezzo tra- 
sparente (con u = 1) è data (in unità di volume spaziale), nell’inter- 
vallo spettrale dw, dall’espressione 


1 o, d dò 
Ta [2 (®e E +2 (89) 5 


(si veda VIII, $ 61)!). Sostituendovi l’espressione (77, 10), otte- 
niamo dopo una semplice trasformazione 


ho o?n3 d(nw) 
[pe a ergi rr: dre) do, (77,13) 


Il primo termine fra parentesi è legato alle oscillazioni nulle del 
campo, mentre il secondo esprime l'energia della radiazione elettro- 
magnetica di equilibrio termodinamico in un mezzo trasparente, 
cioè l'energia della radiazione del corpo nero. Questa parte della 
formula si potrebbe ottenere anche senza esaminare le fluttuazioni, 
ma mediante una generalizzazione appropriata della formula di 
Planck esprimente la radiazione del corpo nero nel vuoto. In accordo 
con quest’ultima, l'energia della radiazione del corpo nero (per unità 


\IT mao 


1) L'energia totale si ottiene integrando su dw da 0 a 00; i fattori 2 fra 
parentesi quadre sono legati al fatto che, in accordo con la definizione di fun 
zioni spettrali delle fluttuazioni, la media (2?) si ottiene integrando (2°); su 
do/2 da —c0 a +00 (si veda V (122,6)). 
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di volume) nell’intervallo dei vettori d'onda d*% è data dall’espres- 
sione 


ho 2d3k 
eB®/T_4 (27)? 


(il fattore 2 corrisponde a due direzioni di polarizzazione). Cor- 
rispondentemente per ottenere la densità spettrale dell’energia 
occorre sostituire d*% con 4nk? dk e porre % = @/c. Per quanto ri- 
guarda il passaggio dal vuoto a un mezzo trasparente, è sufficiente 
porre £ = no/c, cioè scrivere 


1a dk , _ 09n? d(n@) 
k2 dk = k3? To 10 = 3 do do, 


il che fornisce il risultato richiesto. 


PROBLEMI 


1. Determinare le fluttuazioni del campo magnetico lontano da un corpo 
immerso in un mezzo trasparente rarefatto, in cui esso si trova in equilibrio 
termico; la lunghezza d’onda della radiazione e la distanza fra il corpo e il 
punto di osservazione sono grandi rispetto alle dimensioni del corpo, che gode 
di polarizzabilità elettrica anisotropa a; (@). 

Soluzione. Consideriamo come vuoto il mezzo trasparente rarefatto. Le 
fluttuazioni. cercate sono determinate da una variazione piccola (a grandi 
distanze) della funzione di Green del vuoto, causata dalla presenza del corpo. 
Per calcolare questa variazione partiamo dall’analogia, secondo la quale la 


funzione del vuoto di Green DÈ (©; r, r') (per un dato indice X) si può consi- 


derare formalmente come il campo elettrico E; (r, r') creato nel punto r da una 
sorgente nel punto r’. Questa analogia è basata sul fatto che il campo E; (r, r') 
(così come il suo potenziale A; (r, r’)) verifica, per r =£ r’, la medesima equa- 


zione della funzione DE (©; r, r'), ossia l’equazione (75,16) con e=1. Suppo- 
niamo che il corpo si trovi nel punto r = 0. Allora il campo 
E (0, r)= DÈ (0; 0,r)= DE (0; r°) 

(dove DI (0; r) è la funzione di Green nel vuoto in assenza del corpo, data 
dall’espressione (77,6) con e = 1) polarizza il corpo creando quindi nel punto 
r = 0 il momento di dipolo dj = @; DE (0; 0, r'). E il campo creato, a sua 
volta, da questo momento di dipolo nel punto r a fornire la variazione cercata 
SD (0; r, r'). Secondo una formula nota dall’elettrodinamica (si veda II, 
$ 72), il campo creato nel punto r dal momento di dipolo d (dipendente dal 
tempo come e_*®*), che si trova nel punto r = 0, è 


WI 0? et®7/ 


’ 
r 


dove la distanza r deve essere grande unicamente rispetto alla dimensione del 
corpo, ma non rispetto alla lunghezza d’onda; questa espressione può essere 
rappresentata nella forma 
dI 
E=—-ja Di (@; r) di 
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(ricordiamo che la funzione D si (0; r) è pari rispetto alla variabile r). Tenendo 
conto del momento di dipolo suindicato, troviamo 


; 0? ’ 
SDÎ, (0; r, r)= "e DÈ (0; r) GimDi, (05 r'). 


Ora, le funzioni di correlazione delle fluttuazioni sono date dalle formule (76,3-6) 
con DE in luogo di D ila Infine otteniamo i 


20% (1 1 
0 (APP AO= 7 {7 + 77} MIDI (0; 13) camDiia (05 1) 


Ricordiamo che il corpo si trova nel punto r = 0 e che r,, r, sono due punti 
lontani dal corpo. È da notare che il contributo alle fluttuazioni proviene sia 
dalla parte immaginaria sia da quella reale della polarizzabilità e può essere 
considerato come il risultato della diffusione sul corpo della radiazione del 
corpo nero che riempie il mezzo trasparente. 

2. Le stesse ipotesi del problema 1 per la polarizzabilità magnetica cià (@) |). 


Soluzione. In questo caso consideriamo rotyDfi (©; r, r') come il campo 
magnetico H4 (r, r') creato nel punto r da una sorgente nel punto r' (un'equa- 
zione della stessa forma di quella per la funzione DE, la verifica non il campo 


stesso H, bensì il suo potenziale A;). Questo campo magnetizza il corpo creando 
nel punto r = 0 il momento magnetico 


myg= —Qti rotim DE, (0; 0, r') 
(qui la derivazione rispetto a r è sostituita con quella rispetto a r’ per il fatto 


che DIG: dipende unicamente dalla differenza r — r’). La variazione cercata 


della funzione di Green coincide con il potenziale vettoriale del campo magne- 
tico creato da questo momento magnetico nel punto r: 


Ai = rot; [È metor/e | 


(si veda II, il problema 4 al $ 72). In tal modo, 


et®r/c 


sDE (©; r,r')=— (rotu ) dim roti, DÈ, (0; 0, r°). 


r 


Infine, sostituendovi DE, dalla (77,6), troviamo 


ior/c ei®r'/e 


) im rota 97 2 


R (10° \— 
$Di, (0; r, r)=% (roty = 
(è stato utilizzato qui che rotmnVn = ‘man Va Vn = 0) 

3. Determinare le; fluttuazioni del campo magnetico nelle ipotesi del pro- 
blema 1 SaPRonendo: però, che la temperatura del mezzo sia di gran lunga infe- 
riore a quella del corpo. 

Soluzione. Il campo calcolato nel problema 1 si divide naturalmente, in 
accordo con l’esistenza di due termini nella parentesi graffa dell’espressione (1), 
in fluttuazioni nulle e radiazione del corpo nero. Quest'ultima, a sua volta, 
è composta di due parti: radiazione del corpo stesso e campo creato per la dif- 


1) L'esistenza della polarizzabilità magnetica non significa necessaria- 
mente che il corpo sia composto da una sostanza magnetica. Così, si può trattare 
dell’esclusione del campo magnetico dal corpo grazie all’effetto skin. 


394 CAPITOLO VIII 


fusione della radiazione del corpo nero del mezzo sul corpo. Se la temperatura 
del mezzo è bassa, la seconda parte non esiste. Per risolvere il problema, lo 
calcoliamo separatamente e in seguito sottraiamo dall’espressione (2). Poniamo 
A (r) = A(0) + A(3), dove A(°) è il campo fluttuante in assenza di corpo, A(8) 
il campo diffuso dal corpo. A grandi distanze a cui A(*) è piccolo, si possono, 
calcolando è (Aj1Ax2)&» trascurare i termini quadratici in A(5). Pertanto il 
contributo della diffusione è 


805 (As Ana)o = (A{PA}9)0+ (447 449) = (457459) + (AGZAY e 


Il campo diffuso è dato nuovamente dalla suddetta formula del volume II, 
$ 72, ma ora come momento di dipolo va inteso semplicemente il momento 
creato dalla radiazione del corpo nero: di = &;xA4x(° (0). Introducendo nuova- 
mente la funzione di Green per il vuoto in assenza di corpo, abbiamo 


0? 
AS (rn) =— Fe Dij (©; 11) dum (0) 400 (0), 
cosicché 
®? 
(Aj0 412) = — Fr Dil (05 12) crm (470) (0) 450 (2) 


Prendiamo di nuovo la funzione di correlazione (A A 19) dalla formula (76,2). 
Ma poiché ci interessa il solo irraggiamento, dobbiamo omettere in questa for- 
mula le oscillazioni nulle, cioè sostituirvi 

1 ho 1 1 1 


20th = ner 2° gr, 


Come risultato troviamo il contributo della radiazione di corpo nero diffusa 
alla funzione di correlazione 


$(9 (Ax) 4x3) si AR gi Im DE, (0; ra) + 
AR) ST (barry 1 (0 T1) Cim Im Dim (©; Fa 
+ DEE (0; r2) a* Im DE, (0; ri)]. (3) 


Infine, per trovare il campo fluttuante nel mezzo freddo, occorre sottrarre 
l’espressione (3) dalla (1). Dopo semplici trasformazioni in base alla simmetria 
dei tensori D;, ed @,, otteniamo 
203 


809) (An A === 
( il he)o hc? (eh@/T__4) 


Di; (©; r) [Im aim (0)) DA (0; ra) = 


(7 è la temperatura del corpo). Qui è scritto il solo termine termico; il termine 
nelle oscillazioni nulle resta immutato nella (1). Sottolineiamo che l’espres- 
sione (4), che definisce l'irraggiamento di calore del corpo, dipende unicamente 
dalla parte immaginaria della polarizzabilità. Il flusso di energia calcolato 
mediante l’espressione (4) non è Ri nullo e dà l'intensità dell’irraggiamento 
del corpo riscaldato nel mezzo freddo circostante, 


$ 78 Fluttuazioni di corrente nei 
circuiti lineari 


Un'altra applicazione interessante del teorema della fluttuazione 
dissipativa è rappresentata dal problema delle fluttuazioni di corren- 
te nei circuiti lineari, studiata originariamente da H. Nyquist (1928). 
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Le fluttuazioni di corrente sono delle oscillazioni elettriche libere 
(cioè compiute in assenza di una forza elettromotrice applicata dal- 
l'esterno) nel conduttore. In un circuito lineare chiuso maggiore 
interesse presentano, naturalmente, le oscillazioni per le quali com- 
pare la corrente totale Y lungo il filo conduttore. Più avanti noi sup- 
poniamo soddisfatte le condizioni di stazionarietà, cioè che le di- 
mensioni del circuito siano piccole rispetto alla lunghezza d’onda 
À, -— c/o. Allora la corrente totale Y è la stessa su tutti i tratti del 
circuito ed è funzione del solo tempo. 

Consideriamo questa corrente 7 come la grandezza (ti) che 
figura nella formulazione generale del teorema della fluttuazione 
dissipativa al $ 124 del volume V. Per precisare il significato della 
suscettività generalizzata corrispondente « supponiamo che sul 
circuito agisca una forza elettromotrice esterna €. Allora la dissipa- 
zione di energia nel circuito è Q = JÉ. Confrontandola con l’espres- 


sione Q = —ij quale definizione della « forza » f (si veda V (123,10)), 


vediamo che f = — é#$ o, per le componenti di Fourier, €, = iofo. 
D'altra parte, la corrente e la forza elettromotrice nel circuito li- 
neare sono legate dalla relazione €$, = Z (0) Jo, dove Z (0) è la 
resistenza complessa (impedenza) del circuito. Pertanto abbiamo 


Jo = €014 = i0fy!Z 


e, confrontando con la definizione di suscettività generalizzata nella 
relazione (e a (0) f, troviamo a (0) = iw/Z (0). La sua parte 
immaginaria è 


Ima=Im-5- =7p= (0) 


dove A — Re Z. 
Secondo il teorema della fluttuazione dissipativa, 


(2) = cth 57 -Ima (@), 
troviamo ora la funzione spettrale esprimente le fluttuazioni della 
corrente 


(To = = TG R (0) cth 59 (78,1) 


Si può rappresentare questa funzione in un’altra forma, descrivendo 


le fluttuazioni della corrente come risultato dell’azione di una forza 
elettromotrice « casuale » €, = ZJo. Allora abbiamo 


(€), = hoR (0) cth 37 (78,2) 
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Nel caso classico (fm < 7) 
(€), =27R(0®). (78,3) 


Sottolineiamo ancora una volta che queste formule sono assoluta- 
mente indipendenti dalla natura dei fenomeni responsabili della 
dissipazione della resistenza del circuito. 


$ 79. Funzione termica di Green per 
il fotone in un mezzo 


La funzione termica di Green per il fotone in un mezzo viene 
costruita mediante gli operatori di Matsubara dei potenziali del 
campo elettromagnetico, così come la funzione temporale di Green 
(75,2) sì costruisce a partire dagli operatori di Heisenberg: 


Din = — (TUA? (t4, r.) 47 (1, ro). (79,4) 


Qui si è tenuto conto che, in virtù del carattere hermitiano degli 
operatori di Schròdinger del campo, gli operatori di Matsubara 


AM e AM (definiti secondo la (37,1)) coincidono l'uno con l’altro. 
Tuttavia, questi operatori, a differenza di quelli di Heisenberg, 
non sono più hermitiani; essendo reale il parametro 7, abbiamo 


- 


IAM (7, r)}*= [e'#/"A (1) e-18"/2]+ = e-t "MA (r) esîi/m 
ossia 
LAM (7, r)}+= AM (ur). 


Poiché la funzione (79,1) dipende unicamente dalla differenza 
t= Ti — T (cfr. $ 37), si può scrivere (ponendo t >0, ad esempio) 


Dain (t; ry, r2)= — (Ai (T, r;) A (0, r3)), Lu 
Din(—7t; r,, 12) = — (4% (t, ro) Ai (0, r,)}). 
Dal confronto di queste due espressioni si vede che 
Din (3%; 11) ra) = Zi (6; ra, ri) (79,2) 
La funzione Z;, può essere sviluppata in serie di Fourier nella 
variabile T, 


Din (t; 14, r.)=7 , 2 Du (43 Ty, ro) e71%83, (79,3) 


dove le « frequenze » È, assumono (in accordo con la statistica di 
Bose cui ubbidiscono i fotoni) i valori AZ, = 2ns7 (si veda la (37,8). 
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Dalla formula (79,2) deriva una relazione analoga per le componenti 
di questo sviluppo: 


Din (685 Tr, ro) = Dri(—8s; ra, Pa). (79,4) 


Secondo la relazione generale (37,12), queste componenti sono 
legate alla funzione ritardata di Green dall’uguaglianza 


Din (63 ri, Pa) = DS (Gs; Pa, Pa) 


per le è, positive. Abbiamo mostrato al $ 75 che le funzioni 
DE (©; ri, rs) si possono considerare in un certo senso come suscet- 
Lik 1 Fa 


tività generalizzate, che figurano nella teoria generale della rea- 
zione di un sistema macroscopico ad un’azione esterna. Di qui 
proveniva la proprietà di simmetria di queste funzioni, espressa 
(nel caso di mezzi magneticamente inattivi) dall’uguaglianza (75,12); 
in quanto esiste un legame fra le funzioni DE e Z,,, queste ultime 


godono della stessa proprietà: 
Din (Esì Tir la) = Dia (65; ra, ra). (79,9) 


Da questa uguaglianza, così come da quella (79,4), deriva ora che le 
funzioni Dix (Gs; ri, Fr.) sono pari rispetto alla variabile discreta $, 
in modo che per tutti i suoi valori (positivi e negativi) abbiamo 


iZir (885 li, Pg) # DÎ (i Î Ci l; Ti, lo). (79,6) 


In seguito, la funzione DE (©; r,, r3), come ogni suscettivi- 
tà generalizzata, è reale sul semiasse immaginario superiore @ 
(si veda V, $ 423); perciò dalla (79,6) risulta che la funzione 
Dir (Gs; T1, Fa) è reale per tutti i valori di &,. Infine, queste pro- 
prietà mostrano che la funzione iniziale Z;x (t; rj, r3) è anch'essa 
reale e pari rispetto alla variabile ©: 


Dir (; ri ra) = Dir (—%; ri, Po). (79,7) 


Il legame (79,6) fra le funzioni di Green termica e ritardata per- 
mette di scrivere immediatamente un'equazione differenziale cui 
deve soddisfare la funzione Z;, in un mezzo non omogeneo; a tal 
fine è sufficiente eseguire la sostituzione ® + i | $; | nell’equazione 
(75,15) o (75,16). Così, per un mezzo non magnetico isotropo con 
u = 1 troviamo la seguente equazione: 


0? tz . 
[ dx: 0x1 — dA ta 8(i | Gi |, r) dl X 
KW Wp (Cir, r')= —4n60,,0 (rr). (79,8) 


“Nel caso di un mezzo omogeneo illimitato la funzione 
Din, ($s; r, r') si sviluppa inf integrale di Fourier nella differenza 
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r —r’. Le componenti di questo sviluppo-verificano il sistema di 
equazioni algebriche 


DA [Rd Onk — Bu = E (i [Cs1)] Din (Ca, k)= din (79,9) 


e sono determinate dalla formula 1!) 


4rth c?kikr 
Due = te Mare [0a taeion]. (79.10 


Poiché la funzione D;x (ts, k) si esprime (nel dominio delle onde 
lunghe ka < 1) mediante e (@), la tecnica dei diagrammi per; il suo 
calcolo serve anche a calcolare la costante dielettrica del mezzo. 
Inoltre, quest’ultima acquista un determinato significato che verrà 
precisato più avanti. 

Rappresenteremo la funzione Z esatta in grassetto e la funzione 
ZO nel vuoto con una linea tratteggiata sottile secondo la regola ?) 


i «si (79,11) 


Tutta la totalità di diagrammi esprimenti la funzione” può essere 
rappresentata dalla seguente serie (completamente analoga alla serie 
(14,3) per la funzione G): 


————-—--+—0-+00O—+-- (79,12) 


dove il cerchietto indica la totalità dei blocchi di diagrammi che 
non si decompongono in due parti legate dalla sola linea tratteggiata; 
indichiamo questa totalità con —#,,/4n. La funzione P,, (analoga 
alla parte autoenergetica della funzione di Green delle particelle) 
si chiama operatore di polarizzazione. 

L'uguaglianza dei diagrammi (79,12) è equivalente all’equazione 


noe -—- —1—— | —-—- Omo (79,13) 


1) Nelle applicazioni reali (cfr. $ 80) la funzione Z;y figura sempre nel 
prodotto per %?; pertanto la divergenza per ts = 0 di fatto si elimina. 

1) La denotazione delle funzioni Z con la linea tratteggiatafnon può cau- 
sare qui nessun equivoco, poiché in questo e nei paragrafi successivi l’energia 
di interazione a coppie delle particelle del mezzo (per la quale abbiamo utiliz- 
zato prima questa notazione) non figurerà in forma esplicita. 


FLUTTUAZIONI- ELETTROMAGNETICHE 399 
(si veda il passaggio dalla (14,3) alla (14,4)). In forma analitica essa 
dà 


ohi im 
47 


Din=DR +20 Dmh (79,14) 
(tutti i fattori sono funzioni degli argomenti identici %,, k). Molti- 
plicando il secondo membro di questa uguaglianza per il tensore 
inverso 2 e il secondo per Dl, riscriviamola nella forma 


Di=DL1- PF, /4r. (79,15) 


Infine, considerando Z;i a primo membro dell'equazione (79,9) 
e la stessa espressione con e = 1 per Zj} *, troviamo 
cs 


Pin (bs, k)= he? [e (715,1) — 1162: (79,16) 


ciò che definisce il significato dal punto di vista dei diagrammi 
della funzione e (@) — 1 nell’insieme discreto di punti sul semiasse 
immaginario superiore ©: Il prolungamento analitico della funzione 
e (|, |) a tutto il semipiano superiore deve essere effettuato, in 
principio, tenendo conto del fatto che £ (@) non deve avere nessuna 
singolarità in questo semipiano e che € (0) +1 per |0|]+ 001). 

In un mezzo non omogeneo l’operatore di polarizzazione (come 
anche Z;x) è funzione delle coordinate di due punti. Ripetendo 
tutta la deduzione nella rappresentazione delle coordinate, otte- 
niamo in luogo della (79,14) l’equazione 


1 
Dar (11, r2)= Dif (14, tr)t%7 \ Di (11, 13) X 


X Pm (13: Ta) Dmk (Fa, Fo) d*x3 d*x, 


(per brevità, omettiamo gli argomenti é,). Applicando al primo 
membro di questa uguaglianza l’operatore 
sli Se 8 
E TSE nina nih4 +5 Oni 


e tenendo conto che D‘® verifica l'equazione (79,8) con e = 1, 
otteniamo 


; 2 
| Pi (14, 1°) Dir (1°, ra) d°2’ =: [e (1) — 1] LL Da (11, 12), 


1) In un mezzo anisotropo si deve scrivere 
Pik (be, k) = (t2/fc?) [Eik (i | Cs )— Cip]. ; 


E da notare che la forma di questa espressione resta valida anche-in presenza 
di dispersione spaziale quando e;, dipende non soltanto dalla frequenza, ma 
anche dal vettore d’onda. 
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da cui 
Pin (C,3 1a, 13) me 6,26 (rr—-ro) (e (11%;1, r)— 1] (79,17) 


La struttura di un mezzo condensato e, quindi, le sue proprietà 
dielettriche sono determinate dalle forze agenti fra le sue particelle 
a distanze dell'ordine delle dimensioni atomiche a. A queste distanze 
si può trascurare (per velocità non relativistiche delle particelle) il 
ritardo dell'interazione che diventa notevole soltanto per le compo- 
nenti del campo ad onde lunghe (nel senso ka < 1); in altre parole, 
calcolando l'operatore di polarizzazione si può trascurare la parte ad 
onde lunghe del campo. Quanto ai diagrammi per la funzione di 
Green stessa Z;x, il campo ad onde lunghe figura in essi soltanto 
mediante le linee tratteggiate sottili a secondo membro'della (79,12). 

È ovvio che il tensore tridimensionale #;, qui considerato non 
rappresenta altro che la parte spaziale del quadritensore di polarizza- 
zione P,y. Sottolineiamo, a scanso di equivoci, che la sua compo- 
nente temporale #,, e le componenti miste ,; non sono affatto 
nulle. Per di più, come anche in elettrodinamica quantistica, questo 
quadritensore non dipende, in generale, dalla trasformazione di 
gauge dei potenziali. Questa invarianza di gauge è già evidente, nella 
teoria non relativistica, dalla suddetta possibilità di calcolare l’ope- 
ratore di polarizzazione tenendo conto delle sole forze non ritardate, 
indipendenti dalla trasformazione di gauge del campo ad onde 
lunghe *). 

Le componenti Po, e FP; Si possono ricavare dalla condizione 
di trasversalità del quadritensore, Pyykt = 0, dove X4t = (i6,, k) 
è il quadrivettore d’onda. Dunque, questa condizione dà 


Poo = Di le (i | Bs )_W] 
Por = EL [e (i1t,})— 1]. 


he? 


(79,18) 


1) Si veda IV, $ 100. Cogliamo l’occasione per correggere un errore com- 
messo nei ragionamenti là esposti. Il quadritensore, inverso del propagatore 
fotonico esatto Zyy (nelle notazioni del volumel) ha la forma 


440, Bal \ 1 Jagley 
Di = ( Suv k2 ta k3 


e analogamente per il propagatore dei fotoni liberi D,y (nella formula (100,18 
del volume IV è stato omesso il secondo termine in queste espressioni). I dett 
quadritensori dipendono dalla trasformazione di gauge e non sono trasversali. 
Tuttavia, la conclusione relativa alla trasversalità dell’operatore di polarizza- 
zione e alla sua invarianza di gauge resta valida. Il fatto è che la parte longitu- 
dinale del propagatore è legata alla parte longitudinale del quadripotenziale 
priva di significato fisico e non partecipa all’interazione. Perciò l'interazione 
non la modifica, cosicché Z(D = D!. In virtù dell'uguaglianza Duy = Dit — 
— Puy /4n (IV (100,14) ne segue anche la trasversalità di #,, e la sua indi- 
pendenza da ZU), 
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$ 80. Tensore degli sforzi per le forze 
di Van der Waals 


Sebbene la struttura dei corpi condensati sia determinata soprat- 
tutto (come è stato detto alla fine del paragrafo precedente) dalle 
forze agenti fra le sue particelle alle distanze atomiche, un contribu- 
to alle grandezze termodinamiche (alla sua energia libera, ad esem- 
pio) lo portano le cosiddette forze di Van der Waals, ossia forze agenti 
fra gli atomi a distanze grandi rispetto alle dimensioni atomiche a. 
Ricordiamo, che per: gli atomi liberi l’energia di questa interazione 
decresce con la distanza come r79 (si veda III, $ 89) dopo di che ri- 
vestono importanza gli effetti di ritardo come r7? (si veda IV, $ 83). 
È ovvio che nel mezzo condensato le forze di Van der Waals non si 
riducono all’interazione di singole coppie di atomi. Al tempo stesso, 
il fatto che il loro raggio d'azione è grande rispetto alle distanze 
interatomiche permette di affrontare la questione della loro influenza 
sulle proprietà termodinamiche dei corpi dal punto di vista macrosco- 
pico. 

Nella teoria macroscopica l'interazione di Van der Waals in un 
mezzo materiale è supposta realizzata mediante un campo elettro- 
magnetico ad onde lunghe (E. M. Lif$its, 1954); ricordiamo che que- 
sta nozione include in sé non soltanto le fluttuazioni termiche, ma 
anche le oscillazioni nulle del campo. Caratteristica importante del 
contributo di questa interazione all'energia libera consiste nella sua 
non additività: esso non è semplicemente proporzionale al volume 
dei corpi, ma dipende ugualmente dai parametri che ne caratteriz- 
zano la forma e la disposizione reciproca. Questa non additività, 
dovuta al grande raggio d'azione delle forze di Van der Waals, 
distingue il loro contributo all’energia libera dalla parte additiva 
di gran lunga superiore. Nel quadro macroscopico l’origine di questa 
proprietà è legata al fatto che ogni modifica delle proprietà elettriche 
del mezzo in una certa zona implica, in virtù delle equazioni di 
Maxwell, una modifica del campo fluttuante anche all’esterno di 
questa zona. Di fatto, questi effetti di non additività diventano 
sensibili, ovviamente, soltanto per dimensioni caratteristiche piccole 
(anche se grandi rispetto alle dimensioni atomiche); per pellicole 
sottili, per corpi separati da una stretta fessura ecc. 

Calcolando il contributo delle fluttuazioni elettromagnetiche 
all'energia libera, ogni volta assumono importanza le lunghezze 
d’onda dell’ordine di grandezza delle dimensioni caratteristiche di 
qualche impurità del mezzo (spessore della pellicola, larghezza della 
fessura ecc.). Questa circostanza è nella teoria macroscopica la causa 
della legge di diminuzione potenziale delle forze di Van der Waals; 
se fossero essenziali le fluttuazioni con una lunghezza d’onda fissata 
Zo ciò implicherebbe una legge di decremento esponenziale delle 
forze, con esponente —r/Ay. Inoltre, poiché le dimensioni caratte- 
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ristiche e, quindi, le lunghezze d'onda caratteristiche delle flut- 
tuazioni sono molto superiori alle dimensioni atomiche, tutte le 
proprietà di queste fluttuazioni e il loro contributo all’energia libera 
sono completamente espressi mediante la costante dielettrica comples- 
sa dei corpi. 

Il nostro scopo è di calcolare le forze macroscopiche agenti in 
un mezzo non omogeneo 1). Come passo preliminare, iniziamo dalla 
definizione della variazione dell’energia libera per una piccola va- 
riazione della sua costante dielettrica (trascureremo le proprietà 
magnetiche, supponendo cioè che la permeabilità magnetica p= 1). 
Supponiamo quindi che la variazione di e sia dovuta alla variazione 


dell'operatore hamiltoniano del sistema di un piccolo valore 6H. 
Allora la variazione dell’energia libera è 


SF = (SH), (80,1) 


dove la media è calcolata (per temperatura e volume del sistema 
dati) secondo la distribuzione di Gibbs con l'operatore hamilto- 


niano imperturbato H. Rappresentiamofquest'ultimo nella forma 2) 
|_JPS A ra A A 
= Hot Viung» Viung = ee | jA dir, (80,2) 


dove liane descrive l'interazione delle particelle con il campo elet- 
troma gnetico ad onde lunghe e À, include in sé tutte le altre intera- 
zioni assieme ai termini corrispondenti alle particelle libere e ai 
fotoni (parlando a rigore, nell’integrale (80,2) si dovrebbe intendere 
‘un taglio in corrispondenza di un certo vettore d’onda ko < 41/a; 
tuttavia, il parametro di taglio non figura nel risultato finale). 
A è l’operatore del potenziale vettoriale del campo ad onde lunghe; 
è essenziale che l’operatore 6/7, responsabile della variazione della 
costante dielettrica, non contenga in sé A, in quanto la costante 
dielettrica è definita unicamente dall’interazione delle particelle 
a distanze atomiche. 

Nell’espressione (80, 1) passiamo ora agli operatori di Matsubara 
in una rappresentazione che si potrebbe chiamare « rappresentazione 
ad onde lunghe dell'interazione », nella quale la dipendenza degli 
operatori da © è definita da tutti i termini dell’operatore hamilto- 
niano, ad eccezione! di V,yng. Ricorrendo allo stesso metodo me- 
diante il quale abbiamo dedotto la (38,7), otteniamo 

4/T 
o=T,exp ) { {MAM dr di, (80,3) 


bll 
(C)o 


1) La teoria esposta più avanti appartiene a JI. E. DzjaloSinskij e L. P. Pi- 
taevskti (1959). 
3) In questo paragrafo poniamo hA= 1, c= 1. 


FLUTTUAZIONI ELETTROMAGNETICHE 408 


dove (...), significa la media secondo la distribuzione di Gibbs con 
l'operatore hamiltoniano H. In accordo con il significato della 
rappresentazione prescelta, gli operatori di Matsubara sono definiti 
come segue: 


AM (t, r)mexp(t7,) A(rexp(—tH,) (80,4) 


-è analogamente per 64” e gli operatori y di cui è composto l’opera- 
tore di corrente di particelle j* 1). Poiché É o non contiene l’intera- 
zione dei fotoni ad onde lunghe con alcunché, allora A’ coincide 
con l’operatore (di Matsubara) del campo fotonico libero; per gli 


I 


operatori w delle particelle, ovviamente, non è così, in quanto Hy 
include in sé l’interazione fra le particelle. 

Seguendo i principi generali di costruzione della tecnica dei dia- 
grammi, sviluppiamo l’esponente nella (80,3) in potenze di Viung!)» 
Inoltre in ogni termine dello sviluppo si calcola la media del prodot- 
to degli operatori AM del campo libero sotto forma di convoluzioni 
a coppie in base al teorema di Wick. Il termine nullo dello sviluppo, 
non contenente A”, dà &F,, ossia la variazione dell’energia libera 
a prescindere dalle fluttuazioni ad onde lunghe. Il termine successivo 
lineare in À” si annulla in seguito all'operazione di media. Nel 
termine quadratico rispetto al campo la convoluzione di due opera- 
tori (A7/ 47) dà D®, ossia la funzione di Green dei fotoni liberi; 
questo termine può essere rappresentato dal seguente diagramma: 


gpllzt A, (80,5) 


Cat cesi 


(dove è evidenziato il fattore numerico 1/2! comparso per lo sviluppo 
dell’esponente). Il tratteggio chiaro indica la funzione 20 e il 
cerchietto tratteggiato la media di tutti gli altri fattori. La forma 
esplicita di quest’ultima grandezza non la scriviamo; è importante 
solo che essa non rappresenti altro che è9;,/4r, dove 8P,, è la 


variazione dell’operatore di polarizzazione al variare di 8 dell’ope- 
ratore hamiltoniano del sistema. 


1) A scanso di complicazioni nelle notazioni, omettiamo l’indice 0 che 
si dovrebbe aggiungere agli operatori in questa rappresentazione. 

*) E sufficiente seguire lo sviluppo del numeratore nell’espressione di?6F, 
Di solito, il ruolo del fattore (0), a denominatore si riduce all'eliminazione 
dei diagrammi che si decompongono in due o più parti sconnesse, 
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È facile convincersene considerando allo stesso modo la varia- 
zione della funzione che nella suddetta rappresentazione degli opera- 
tori è data dall’espressione 


9 


1 79 A A 
Dun(to ri ta m)= 77 TA (14, 1) A (1 1) 
dove ora 
1/T 
o=T,exp | (— Vine — 87) dr, 
0 


vale a dire che all’« interazione » partecipa non solo Viung; ma anche 
SH. La variazione cercata 67;, è data dal termine lineare dello 
sviluppo di questa espressione in potenze di 84: 


6Dm=7— (T: | SH ar dî (1, r) All x 
(0)o 


X (To, r3) exp | jUAM dr DI (80,6) 


Sviluppando l’esponente rimanente in potenze di Viung; il 
termine nullo deve essere omesso poiché gli corrisponde un diagram- 
ma non connesso (la convoluzione (A{TA( ) si separa dagli altri 
fattori non contenenti le variabili r,, r,). Il termine del primo ordine 
contiene un numero dispari di operatori 4 e si annulla in seguito 
all'operazione di media. Infine, il termine del secondo ordine dà in 
62 ;, un’espressione che viene rappresentata dal diagramma 


saii=---@--- (80,7) 


con lo stesso cerchietto del diagramma (80,5) (il fattore 1/2 si elimi- 
na in questo caso a causa delle due possibilità di convoluzione degli 
operatori « interni » A, provenienti dagli operatori Viungs con 
quelli « esterni » Aled ARI). D'altra parte, per definizione di opera- 
tore di polarizzazione, la funzione di Green, nell’approssimazione 
considerata, è rappresentata dalla somma 


cai © ia 


dove il cerchietto chiaro è l'operatore di polarizzazione P;x/4n. 
Quindi, la variazione di questa funzione dà il diagramma (80,7) 
con 6#;,/4n in qualità di cerchietto tratteggiato. 
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Tutti i termini successivi dello sviluppo nella (80,3) rappresenta- 
no correzioni dei diversi ordini alla linea tratteggiata e al cerchietto 
del-diagramma (80,5). Queste correzioni trasformano la linea tratteg- 
giata nella funzione precisa Z;x. Come è stato già detto, le correzioni 
ad onde lunghe a 6#;, sono piccole, in modo che con 64, si può 
intendere immediatamente la variazione dell'operatore di polarizza- 
zione esatto. 

Questo risultato si scrive in forma analitica (dopo il passaggio 
allo sviluppo di Fourier nella variabile t) come 1) 


6F=8Fr-3 DT |DalCsirnr)x 


x 7a 8Pne (Cai ra, 1) dz, Paz. (80,8) 


In accordo con la (79,17), la variazione dell’operatore di polariz- 
zazione si esprime (per un mezzo isotropo) mediante la variazione 
della costante dielettrica: 


6P n; (58; Ti, ro) ca C:0,:0 (r; e) 99) de (i | Ce |, ri); 


l'esistenza di una funzione è permette qui di eliminare una delle 
integrazioni nell’(80,8). Tenendo anche conto della parità della 
funzione Z;x in &,, riscriviamo l’(80,8) nella forma 


B6F=8Fo-72 D | iDu(tsi r, r)de(i[to|, n) dz, (80,9) 
s=0 

dove la sommatoria è estesa unicamente ai valori positivi di sj 
l’apice del segno di sommatoria significa che il termine nullo deve 
essere considerato con il fattore 1/2 (questo termine ha un valore 
finito: il fattore $? elimina la divergenza in Z,, per Gy = 0). 

Per la deduzione delle formule ulteriori è comodo introdurre, 
oltre alla funzione Z;x, ancora due funzioni, 


Di (tir r)= Da (Cai n, 1°), 
DÎ (G.; r, r')=rot;rotimDim (bs; P PL) 


(80,10) 


1) Non diamo la regola generale di determinazione del segno nei diagrammi 
del tipo (80,5) (diagrammi senza estremi liberi). Nel caso dato è facile stabilire 
questa regola scrivendo in forma esplicita i termini corrispondenti degli sviluppi 
nelle espressioni (80,2) e (80,6). Fra l’altro, è sufficiente osservare che questo 
termine nell’(80,3) contiene una sola convoluzione di una coppia di operatori A, 
e nell’(80,6) di due coppie; poiché la convoluzione di una coppia dà — Dt» 
i diagrammi (80,5) e (80,7) sono di segno opposto il che implica il segno negativo 
nell'espressione (80,8). 
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costruite analogamente alle espressioni (76,3-4). Allora 8 si scrive 
nella forma definitiva seguente: 


SF=8F+-1- Dl { zi (ts r, r) Sell tl, r) dr. (80,11) 


s=0 


Usiamo ora la formula (80,11) per definire le forze agenti in un 
mezzo non omogeneo. Abbiamo già fatto l’ipotesi sull’isotropia del 
mezzo; ora lo supporremo anche liquido in modo che la variazione 
dello stato in ogni suo punto (per una data temperatura) possa essere 
legata unicamente alla variazione della densità p. 

Supponiamo che il mezzo sia soggetto a una deformazione iso- 
termica piccola con vettore spostamento u (r). La variazione cor- 
rispondente della sua energia libera è 


6F= — Î fu dr (80,12) 


dove f è la densità volumetrica delle forze agenti sul mezzo. D'altra 
parte, la stessa variazione può essere trovata mediante la formula 
(80,11), esprimendo le variazioni òF, e Se in funzione del suddetto 
vettore spostamento. Py (p, 7) sia la pressione, senza tener conto 
delle correzioni di Vanfder Waals, per p e 7 date; la densità cor- 
rispondente delle forze volumetriche è fo = — VP; in modo che 


6Fo= { uVPo dire 


In seguito, la variazione della densità è legata al vettore spostamento 
dall'equazione di continuità ép = —div (pu). Perciò la variazione 
della costante dielettrica è 


de = 6p= mia div (pu). 


Sostituendo questa espressione nell’(80,11), integrando per parti su 
tutto il volume del corpo e confrontando il risultato così ottenuto 
per SF con 1l’(80,12), troviamo 


co 
T E 08 
= —vPio:z Di pgrad[2î(t; rn NE]. (80,13) 
a=l 

$Questa formula consente, in particolare, di definire immediata- 
mente la correzione al potenziale chimico del corpo. A tal fine scri- 
viamo la condizione di equilibrio meccanico: f = 0. In questo caso 

terremo conto che a temperatura costante 


aPo (p, T)=-t- duo (pa 7) 
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dove u (fp, 7) è il potenziale chimico imperturbato del corpo (m la 
massa della particella). Otteniamo quindi questa condizione nella 
forma pVu = 0, dove 


p= Mo (P, D+ rs Di (ts; r, no. (80,14) 


s=0 


D'altra parte, la costanza del potenziale chimico lungo un qualsiasi 
corpo non omogeneo è la condizione di equilibrio meccanico; perciò 
è chiaro che l’espressione (80,14) definisce questo potenziale. 

Come è noto, la descrizione più completa delle forze agenti in” 
un mezzo è data dal cosiddetto tensore degli sforzi 0;x legato alle 
componenti del vettore f dalla relazione 


d 5 
fi=-G. (80,15) - 


Per ridurre l’espressione (80,13) a questa forma, riscriviamola 
dapprima nel seguente modo: 


in 22413 2-{(e0-0 8) n)! 
SY e (1) 2I (r, r) 


(per brevità, omettiamo gli argomenti &; nelle formule intermedie). 
I primi due termini hanno già la forma richiesta. Il terzo termine, 
invece, rappresentiamolo così 


fem i+en4}2f0, n) 


evidenziando le derivazioni rispetto al primo e al secondo argomento 
della funzione 2  (r, r); alla fine dei calcoli identificheremo r 
con r’. Il calcolo va eseguito mediante le equazioni (cfr. la (79,8)) 


AnD un (1, r)= —4nò 0 (r—r), 


AuDyi(r, r°)= — 4n8,8 (rr), 
dove 


Ax= 63€ (1) 6a + rOt,m rotmi = Cte (1) Bu + 351 6A. 
Come risultato otteniamo l’uguaglianza (per r = r') 


s. 92 gE_9_9 E H 0 gl 
? Ga Duy= 2 Ger [(eZin + Zi;h] "x Di 
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e, infine, la seguente espressione del tensore degli sforzi: 


00 


T : 1 i , 
Ot = — Podin 7 pì {- dn [e (ito, rp Se] x 
s=0 
XD (bs r, +e (it, MZ (6; rn MT 
+ da 2 (Cir, M+ DA (ta; 1, n}. (80,16) 


Le formule ottenute non posseggono ancora un significato fisico 
diretto. Infatti, la funzione D ;x (r, r') tende all'infinito, per r' + r, 
come 41/|r — r’ |; è facile convincersi di ciò con l'ausilio dell’equa- 
zione (79,8). Questa divergenza proviene dal contributo da parte dei 
vettori d'onda grandi (XK — 1/|r — r’ |) ed è dovuta esclusivamente 
all’inapplicabilità dell'equazione (79,8) per %X > a. Questa complica- 
zione può essere eliminata non introducendo in forma esplicita il 
taglio sui % grandi. A tale scopo osserviamo che le fluttuazioni ad 
onde corte non hanno niente a che vedere con gli effetti che ci interes- 
sano, legati alla non omogeneità del mezzo. Il loro contributo alle 
grandezze termodinamiche in ogni dato punto del corpo è uguale per 
un mezzo omogeneo e per uno non omogeneo, ma con un medesimo 
valore di e (r) nel punto considerato. Per conferire alle formule un 
significato univoco, non dipendente, in realtà, dal carattere del 
taglio, si devono perciò effettuare nelle formule dei calcoli appro- 
priati. Come funzione di Green Z;x (6; r, r) occorre intendere il 

. limite della differenza 


sia {Din (Csr,r) Din (bs; ra r°)}, (80,17) 


dove Z;, è la funzione di Green di un mezzo omogeneo ausiliario la 
cui costante dielettrica coincide con quella del mezzo vero in un dato 
punto r; questo limite è già convergente. Per non rendere troppo 
complicata la scrittura delle formule, le lasciamo nella forma prece- 
-dente intendendovi con Z;, la differenza (80,17). In questo caso, 
Po (p, 7) è la pressione in un mezzo omogeneo illimitato per p 
e T date. 

Così come nella formula (80,16), anche nell’equazione (79,8) 
esprimente la funzione di Green Z;,, le proprietà del mezzo figurano 
esclusivamente attraverso e (it), ossia mediante la costante dielet- 
trica quale funzione della frequenza immaginaria. Ricordiamo a 
questo proposito che questa funzione è legata alla parte immaginaria 
della costante dielettrica, per frequenze reali dalla semplice rela- 
zione seguente: 


e(i=1+Ài (Se do (80,18) 
0 
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(si veda VIII, $ 62). Si può dire perciò che l’unica caratteristica. 
macroscopica esprimente le forze di Van der Waals nel mezzo mate- 
riale è, in ultima analisi, la parte immaginaria della sua costante 
dielettrica. 

La forma dell’espressione (80,16) corrisponde esattamente a 
un'espressione, nota dall’elettrodinamica macroscopica, per il tensore 
degli sforzi di Maxwell in un campo elettromagnetico costante, dove 
le combinazioni quadratiche delle componenti E e H sono sostituite 


alle funzioni corrispondenti — Dif, e — Di. Non si deve, tuttavia, 
attribuire a questa analogia un'importanza eccessiva poiché essa 
non significa affatto l'esistenza per il campo elettromagnetico va- 
riabile come tale di un’espressione generale per il tensore degli sforzi 
in un mezzo assorbente (contenente come caratteristica del mezzo. 
la sua sola costante dielettrica). Nel caso dato abbiamo a che fare 
non con un campo elettromagnetico arbitrario, bensì con quello: 
fluttuante proprio in equilibrio termodinamico nel mezzo. 


$ 81. Forze di interazione molecolari fra 
solidi. Formula generale 


Applichiamo le formule dedotte nel paragrafo precedente al cal- 
colo delle forze agenti fra solidi le cui superfici sono separate da 
distanze molto piccole, che soddisfano la sola condizione di essere. 
grandi rispetto alle distanze interatomiche nei corpi. Questa è la 
condizione che consente di affrontare ia questione dal punto di 
vista macroscopico e di considerare i corpi come mezzi continui e la 
loro interazione come realizzata mediante un campo elettromagnetico. 
fluttuante. In questo caso sono importanti le 
fluttuazioni le cui lunghezze d’onda sono dell’or- 1N3 2 
dine di grandezza delle dimensioni caratteristiche 
del problema, cioè della larghezza della fessura Rag 
fra i corpi !). 

Indicheremo con gli indici 7 e 2 le grandezze 
riferite a due solidi e con l'indice 3 le grandezze 
riferite allo spazio della fessura fra questi solidi Fig. 17 
(fig. 17). Supponiamo la fessura piano-parallela e 
indirizziamo l’asse 7 perpendicolarmente al suo piano (in modo che le. 
superfici dei corpi / e 2 siano i piani z = 0e x =, essendo Z la 
larghezza della fessura). La forza / agente sull’unità d'area della 
superficie, per esempio del corpo 2, si calcola come flusso dell'impul- 
so penetrante nel corpo attraverso questa superficie. Questo flusso. 
è dato dalla componente 0,, del tensore degli sforzi elettromagnetico. 


° 


1) I risultati dei $$ 841, 82 appartengono a £. M. LifSits (1954). 
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nello spazio della fessura, considerato per x = . Nel vuoto si ha 
xe =1 e l’espressione di ce dall’(80,16) si riduce a !) 


F=0xx()=47 | x {Di (Gn; È, 0)+ Dir (Cn; l, 1)— 


cat D+DÎ, drill )+ 


{l'indice di sommatoria in us ian lo denotiamo con la 
lettera r). 

Poiché il problema è omogeneo nelle direzioni y e z, le funzioni 
Dix (Gn; r, r') dipendono unicamente dalle differenze y — y' è 
z — 2’ (gli argomenti yT—-y e z— 2’ nell’(81,1) sono omessi); le 
componenti di Fourier in queste variabili sono Wx (Gn, Q;i 7, 7°). 
Allora abbiamo 


d2 
Dix (Eni lr, 1) = \ Din (Gn, G; 2, 2) Ere (81,2) 


Per le funzioni Wj;x (în, dA; 7, 7°) le equazioni (79,8) diventano 
(l’asse y è diretto lungo il vettore q) 


(- 12 Da (7, un ind (x 29) ) 


(we a -{)2 o (2, )tiat Day (x, r')=—4n8(r—- 2°), 
WD xy (2, z') + it Duyy (x, 2) = 0, 
wWDxx (x, 2)+ig LD: (x, c') e —4nòd(e-z°), 


dove w = (eîì + g°)/?, e=e (iîn) e x’ funge da parametro (le 
componenti Z.,, = Py sono, invece, nulle poiché le equazioni 


ssoluzione di due sole equazioni 


(w_- 7) Di, (1, 2')= —4n8(e—2), (81,3) 
(w_--2)2 vv (3, n= (1-2), (81,4) 

dopo di che Wxy e Z.,, sono definite come 

, ig d ’ 
Dry(c, 7°) = - Li ?n(s, T)s 

(31,9) 

, d wo Ar 

Dx (2, x)= — Di 7 Pra (2, di 


1) Nei calcoli intermedi poniamo R = 1, c= 1. 
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In questo caso si deve tener conto che, in virtù della (79, 5), 
Dyarr)= Day (e, r)e perciò Dyx (g; 2, r)= Day (— q; 7, 2). 

Le condizioni al contorno corrispondenti alla continuità delle 
componenti tangenziali dell'intensità dei campi | elettrico e magnetico 


richiedono che siano continue le granaezze GE, PI, Di pH zh 0, 
che è lo stesso, che siano continue le grandezze 


D yho Dx rOtyi Din Pot: Dino 


Usando la prima delle uguaglianze (31,5) troviamo che sulla frontiera 
di separazione devono essere continue 


d 
wì der 


Di20 Dax D yy in Dyyo (81,6) 


_  _ e --. 


Poiché ci proponiamo di calcolare il tensore degli sforzi soltanto 
nel dominio della fessura, si può supporre immediatamente che 
0<2x"<l. Nel dominio 0<x<! le funzioni D,, e Z,, sono 
definite dalle equazioni (81, 3-4) cone =1,w=W,= 2 (è fa q DEE 
Nei domini /! (r < 0) e 2,(r >) esse verificano le stesse equazioni 
senza secondi membri (Poiché qui x # x’) rispettivamente con 
€,, w, ed &,, w, in qualità di €, vw. 

La sottrazione da fare secondo l’(80,17) si riduce alla necessità 
di sottrarre da tutte le funzioni Z;, nel dominio della fessura i loro 
valori per e, = €3= 4. In particolare, come conseguenza di questo 
fatto si può omettere immediatamente il secondo termine a destra 
nella‘seconda uguaglianza (81,5) in modo che nel dominio della fessu- 
ra abbiamo 


ia d ia ld 
Da= a Du Dar= — i Das 81,7) 


Prima di iniziare la risoluzione delle equazioni, facciamo ancora 
un'osservazione. La soluzione generale delle equazioni (81,3-4) ha la 
forma f- (x — x') + f* (x + x’). Partendo dalle equazioni (81,3-4), 


(81,1) e dalla definizione delle funzioni DÎ, e DI, si può mostrare 
che le parti delle funzioni di Green dipendenti dalla somma z + 2’ 
non danno nessun contributo nell’espressione (81, 1) per la forza. 
Non ci soffermiamo su ciò, poiché questo risultato è evidente a priori 
dalle considerazioni fisiche seguenti: ponendo 7 = x’ nella soluzione 
della forma f*(zi+ x') otterremmo un flusso di impulso nella fessu- 
ra, che dipenderebbe dalla coordinata, in contraddizione con la legge 
di conservazione dell’impulso. Perciò in seguito, nel risultato scrive- 
remo solo le espressioni per quelle parti delle funzioni di Green Dix 
che non dipendono da x + 2’. 
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Passiamo ora alla ricerca della funzione Z,,. Essa verifica le 
seguenti equazioni: 


(w So] (0, x')=0, I<0, 


17 dr 
a RO ’ 
(vi) Zx(0, x')=0, «> (841,8) 


(0-5)Z(, x')= — 4nd(a— 2°), 0<r<|. 


dr? 
Di qui ricaviamo 
D,,= Ae, r<0, D,,=Be-v®, x>I, 
D,,= Cyevi + Ce 03% > eve, 0<r<l° 


Nell'ultima espressione si è tenuto conto che, in virtù della terza 
equazione (81,8), la derivata d2,,/dx ha un salto uguale a 4xn in 
x = 2'. Definendo A, 8, C,, C; (funzioni di x') mediante le condi- 
zioni al contorno di continuità di Z,, e dD,,/dr, otteniamo 


D7,= TE Da (2) È evil, 0<r<1, 


dove 
A=1— edu (rta) (Wa toa) 


(Wi — w3) (VW, — ws) 


Sottraendo il valore 2D;, per w,=Ww,=w3 (in questo caso 
1/A=0) otteniamo il risultato definitivo... 


= 470 
Di; = và ch Ws3 (e 2°). 


Analogamente, tisolvendo l’equazione per Z,y , otteniamo "(dopo 
la sottrazione) 


- 4 
Dy= TA chwy(x-a), 

_ 4_ 02w,1 (Fila tivi) (Cat03 + t08) 
Ade (E,0s — W1) (Ea103 — Wa) 


e, utilizzando l’(81,7), 
= a C__. 4rig NI 
Dry = Dyx = GA, shws(a—- 7), 

4nq? 
iwzAi 


Dr — chws(x—z').. 
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Calcolando ora le funzioni DE e Di, trasformandole in seguito 
secondo 1l’(81,2) e sostituendo nell’(814,1), otteniamo 


ae ri ’ Î 
FO=-7 D |w(1ta7)0d 
n=0 0 
Infine, passando alla nuova variabile di integrazione p, in accordo 


con g= n Vp? — 1, e tornando alle unità comuni, arriviamo 
all'espressione definitiva per la forza / agente sull’unità d’area di 
ciascuno dei due corpi divisi da una fessura di larghezza !: 


POL DT [EDIZ cp( 1) i] 
n=0 1 


(S1 — D) (S°— P) 


«1 [ (S1+p£1) (sa + PE2) 2Pin 3\ |! 
+ EC (Sa — PE2) SaR | c 1) 4] } dp. (31,9) 


dove 
s=Ve,— 14+- s,=V8,— 1+p°, Cn =2nnT(h, 


€, €, sono funzioni della frequenza immaginaria © = iG,; ricor- 
diamo a questo proposito che e (i Î) è una grandezza reale positiva 
decrescente monotonamente dal suo valore elettrostatico e, per 
L= 0 fino a 1 peré = 001). I valori positivi di F corrispondono 
all’attrazione dei corpi. L’espressione integranda in ciascuno degli 
addendi della somma nell’(81,9) è positiva e per ogni p e &, dati 
decresce monotonamente all'aumentare di / ?). Ne segue che F >0 
e dFldl <0, vale a dire che i corpi (separati da una fessura vuota) 
si attraggono con una forza decrescente monotonamente all’aumentare 
della distanza. - 

La formula generale (81,9) è molto complicata. Tuttavia, la si 
può semplificare notevolmente in quanto l’influenza della tempera- 
tura sulla forza di interazione è di solito assolutamente inessenzia- 
le 3). Infatti, grazie all’esistenza degli esponenti nelle espressioni 
integrande dell’(81,9) il ruolo principale nella somma spetta soltanto 
ai termini per i quali G, — c/Llon- ck/1T. Nel caso IT/ch <&1 


1) La formula (81,9) è dedotta partendo dall'ipotesi che i due corpi siano 
isotropi. Perciò la sua applicabilità ai cristalli è legata alla’ possibilità di tra- 
scurare l’anisotropia della loro costante dielettrica. Sebbene nella maggioranza 
dei casi ciò sia completamente ammissibile, bisogna tener presente che l’aniso- 
tropia dei corpi implica, in generale, un effetto ancora più specifico, ossia la 
a di un momento di forze che fa ruotare i corpi l’uno relativamente 
all’altro. 

2) E facile convincersene osservando che per s = (e — 1 + p?)}/? (dove 
pP = 1) si verificano le disuguaglianze gp > s> p pere>{1. 

3) Parlando dell’influenza della temperatura, astraiamo da quanto è legato 
alla dipendenza dalla temperatura della costante dielettrica stessa. 
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rivestono, quindi, importanza gli n grandi per cui qnd si può 
passare dalla sommatoria all’integrazione in dn = hd) 2naT. In 
questo caso la temperatura scompare dalla formula e si ottiene] il 
seguente risultato: 


Fl=335 S| pito {[ TATA e xp (225 224} )- T+ 


(s1 + = (s$ + pes) 29} 1 
cx [Trenta tree (SI P81) (So P£o) exp (FS )— 1 | } ap di. (81,10) 


In accordo con quanto detto, questa formula è applicabile a distanze 
1< ch/T; già a temperatura ambiente ciò fornisce distanze pressap- 
poco fino a 10-* cm. La formula (81,10) consente una notevole 
semplificazione ulteriore nei due casi limite. 


$ 82, Forze di interazione molecolari fra 
solidi. Casi limite 


Soffermiamoci dapprima sul caso limite di distanze « piccole », 
con cui si intendono distanze piccole rispetto alle lunghezze d’onda 
À che caratterizzano gli spettri di assorbimento dei corpi in que- 
stione. Le temperature di cui si potrebbe trattare per i corpi conden- 
sati sono in ogni caso piccole rispetto alle 7@, importanti?qui (nella 
parte visibile dello spettro, ad esempio); questa è la ragione per cui 
la disuguaglianza 7/lic < 1 è verificabile a priori. 

Grazie all’esistenza del fattore esponenziale ai denominatori 
dell’espressione integranda, per l’integrazione in dp è importante 
il dominio in cui p&El/c =» 4. In questo caso p > 4; perciò nel definire 
il termine principale nell’integrale si può porre sj ® s, ® p. In 
questa approssimazione il primo termine fra parentesi graffa nel- 
1’(81,10) si annulla. Il secondo termine, invece, dopo l'introduzione 
della variabile di integrazione x = 2pUl/c darà 


___h (e€1-+-1) (€241) 
FD=<5R felfspta e— -—1]° dedi (82,1) 


(il limite inferiore d'integrazione su dx deve essere sostituito da zero 
in questa approssimazione) 1). 


1) L’integrale della forma 
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In questo caso la forza risulta essere proporzionale al cubo della 
distanza, il che, fra l’altro, c'era da aspettarselo in accordo con la. 
legge ordinaria delle forze di Van der Waals fra due atomi (si veda 
più avanti la nota alla pag. 416). Le funzioni £ (it) — 1 decrescoro- 
monotonamente all’aumentare di % e tendono a zero. Pertanto i 
valori di Èî, a partire da un certo $ — Lo, cessano di dare un contribu- 
to essenziale all’integrale; la condizione di / piccolo significa che 
deve essere Z< c/o. 

Mostriamo in che modo si può passare dalla formula macroscopica 
(82,1) all'interazione fra alcuni atomi nel vuoto. A tal fine suppo- 
niamo che formalmente i due corpi siano sufficientemente rarefatti.. 
Dal punto di vista macroscopico ciò significa che le loro costanti 
dielettriche sono vicine a 1, cioè che le differenze e} — 1 ed e, — 1 
sono piccole. Allora dall’(82,1) ricaviamo con la precisione richiesta. 


F=-ge | | e'e*(e:—1)(e2—1)dedt= 
0 0 


= | lesi A tesi) — 1 at. 
0 


Esprimendo e (i }) mediante Ime(@), sull’asse reale © seconde 
1’ (80,18) otteniamo 


___h fo @10, Im € (0;) Im 8, (005) 
F=-rra |\IOLE GTO Ta “ 


Im €, (01) Im 83 (00) 
01 + © 


A c0 
x dt dos don=<z-gr | | dodo. (82,2) 
0 


Questa forza corrisponde all’interazione di atomi con energia 


U (r)= sia | | Pei (07) 1n6z (0a): do, dw,, (82,3) 


8r4n,nor6 di + Oo 


al variare di « da 00 a 1 cambia poco: da 1 a 1,2. Pertanto è possibile rappre- 
sentare con precisione praticamente sufficiente la formula (82,1) come segue: 


2 nio oe cl [e, (it) — 1] [ee (i0) — 1] 
= gps © [81 (6) +4] [8» (i0)4-1] de 


La grandezza ‘@ funge da frequenza caratteristica per gli spettri di assorbimento 
di ambedue i corpi. 
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dove r è la distanza fra gli atomi; n,, n, le densità di numeri di ato- 
mi in ambedue i corpi !). Questa formula coincide con la nota formu- 
la quantomeccanica dei London, deducibile mediante la comune teo- 
tia delle perturbazioni, applicata all’interazione di dipolo fra due 
atomi (si veda il problema al $ 89 del volume III). Nel confronto si 
deve tener conto che la parte immaginaria di e (©) è legata alla 
densità spettrale delle « forze oscillatorie » f (@) dalla relazione 


2e2 
oIme (0) = 12 


nf (0) 


‘e ed m sono, rispettivamente, la carica e la massa dell’elettrone; 
si veda VIII, $ 62); quanto alle forze oscillatorie, esse si esprimono, 
come è noto, mediante i quadrati degli elementi matriciali del mo- 
mento di dipolo) degli atomi (si veda III (149,10). 

Passiamo al caso inverso di « grandi » distanze / > %. Ma sup- 
porremo, tuttavia, che le distanze non siano tanto grandi da poter 
violare la disuguaglianza I7/fic < 1. 

Nella formula (84,10) introduciamo di nuovo la nuova variabile 
di integrazione € = 2pl&/c, ma come seconda variabile lasciamo ora È, 
anziché p. Allora €, ed e, risultano essere funzioni dell’argomento 
iG = ixc/2pl. Ma, grazie all'apparizione di e" ai denominatori del- 
l’espressione integranda, sono importanti nell’integrale in dx i 
valori z — 1, e poiché p = 1, l’argomento della funzione e per 
grandi l è vicino a zero in tutto il dominio fondamentale delle va- 
riabili. Ne consegue che e; ed e, si possono sostituire semplicemente 
con i loro valori per $ = 0, cioè con le costanti dielettriche elettro- 
statiche €,0, €so- In tal modo, abbiamo infine 


F= fl Lodi (s10-+ P) Atp) (eso TE. è 
F= Sn ) p? {[ tr o TA (s10 — P) (520 — “4 + 
(Grot peso) (ro + 259) e _4]:! 
| (S10 — PE10) (S20 — PE20) ù ] } ap csi (82,4) 


La legge di decrescenza della forza con la distanza (come /74) cor- 
risponde nel dato caso alla legge di decrescenza delle forze di Van 
der Waals fra due atomi tenuto conto del ritardo (si veda più avanti). 


1) Se l'energia potenziale dell'interazione degli atomi 1 e 2 è U (r) = 
= —ar*, l'energia totale delle interazioni a coppia di tutti gli atomi nei due 
semispazi separati da una fessura di larghezza | I vale Utot = —@nnn0/121?, 
mentre la forza F = dUtot/dl = amn,n,/613. In ciò risiede la corrispondenza fra 
Je formule (82,2) e (82, 9). 
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La formula (82,4) si riduce a un'espressione molto semplice nel 
caso in cui i due corpi sono metalli. Nei metalli la funzione e (i6) + 
—- co per &“+ 0; pertanto si deve supporre per essi &, = co. Po- 
nendo €) = 20 = 00, otteniamo 


____he (ai x3dpdx _ n hc; 
5 1671214 pî (ex—-1) — 240 18° (32,9) 


(H. B. G. Casimir, 1948). Questa forza in generale è indipendente 
dalla specie di metallo (proprietà -. 

che non si verifica a piccole di- %(,) 

stanze quando la forza di inte- 70 
razione dipende dal comportamen- 

to della funzione e (iù) per tutti 088 
i valori di è e non soltanto per 
Ceo) 

La fig. 18 rappresenta il gra- 
fico della funzione @aa (0) che 
definisce la forza d'attrazione fra 04 
due dielettrici identici (&;o = 
= &09 = £0); la formula (82,4) è ), 
rappresentata nel seguente modo: 

n2 fe { Eo—-1 \2 
F=35 a (Sy) Paa (20) 0 92 04 08 08 7%, 
(32,6) 


La stessa figura dà il grafico della 
funzione am (€0) che definisce 
la forza d'attrazione fra un dielettrico e un metallo (€,9 = £o, 
Eso = 00) secondo la formula 1) 


Fig. 18 


2 h = 
F= 0-5 cri Pam (20) (82,7) 


Nell’(82,4) effettuiamo il passaggio all’interazione fra singoli 
atomi, così come abbiamo fatto sopra nella formula (82,1). Per 
to — 1 piccole abbiamo 


eo 1 


SP 


è So-P&a=< (E 1) | —p+5) 


1) Per eo + 1 le funzioni Pad ® Pam tendono rispettivamente ai valori 0,35 
e 0,46 corrispondenti alle leggi limite (82,8) e (1) del problema nel presente 
paragrafo. Per &6-+ co ambedue le funzioni tendono al valore 1 corrispondente 
alla formula (82,5). 
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e l’integrale (82,4) diventa 


hc fl sa (1-2 2 +2 p4 
F= ZIrals (210 — 1) (E20 — 1) { x°e* dx ai P» 
0 
da cui 
pets 1 4 82,8 
— 64052 (Et ) (E20— ). ( o) ) 


Questa forza corrisponde all'interazione di due atomi con energia 


U(r)=- LP aa, (82,9) 


43tr? 


dove a;, a, sono le polarizzabilità statistiche degli atomi (e, = 
= 1 + 4xna). La formula (82,9) coincide con il risultato del calcolo, 
secondo l’elettrodinamica quantistica, dell'attrazione fra due atomi, 
a distanze sufficientemente grandi quando diventano notevoli gli 
effetti di ritardo (si veda IV, $ 85). 

Infine, consideriamo distanze così grandi che sia verificata la 
disuguaglianza /7/fic > 1, inversa di quella che occorreva per poter 
trascurare l’influenza della temperatura. In questo caso, fra tutti 
i termini della somma nell’(81,9) si deve conservare soltanto il 
primo. Tuttavia non si può porre in esso nr =0 poiché compare 
un’indeterminazione (il fattore Gn si annulla, ma l'integrale in dp 
diverge). Si può superare questa difficoltà introducendo dapprima 
la nuova variabile di integrazione x = 2pinl/c in luogo di p (per 
cui il fattore $}; scompare). Ponendo in seguito &, = 0, otteniamo 


TCP lesi) (+1) 874 
Foti dei iee 1] de 2,10) 


Quindi, a distanze sufficientemente grandi la decrescenza della forza 
d’attrazione si rallenta e segue di nuovo la legge /-*, ma con un 
coefficiente dipendente dalla temperatura (tutti i termini successivi 
della somma nell’(81,9) decrescono esponenzialmente con /). La 
condizione ÎT/fic > 1 è di fatto la condizione di classicità (fo < 7, 
dove o — c/l). Quindi, è naturale che l’espressione (82,10) non 


contenga È 1). 


1) Le formule ottenute nei $$ 81, 82 si possono generalizzare in modo tale 
che esse includano in sé il caso di una fessura fra solidi riempita di liquido e il 
caso di una pellicola liquida sottile su una superficie solida; si veda /. FE. Dzja- 
loZinskij, E. M. LifSits, L. P. Pitaevskij, UFN (Successi delle scienze fisiche) 
78, 381, 1961; Advances in Physics 10, 165, 1961. 
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PROBLEMA 


Trovare la legge di interazione di un atomo con una parete metallica 
a « grandi » distanze. 

Soluzione. Si può trovare l'interazione fra un singolo atomo e un corpo 
condensato considerando soltanto uno dei corpi (che sia il corpo 2) come mezzo 
rarefatto. Ritenendo e», — 1 piccola e ponendo e, = 00, otteniamo dall'(82,4) 


0 00 
hc (€00 — 1) dp =; 3hc (€20 — 1) 
0 bi 


Se l’ene:, a dell'interazione fra l'atomo e la parete è U = —aL7*4 (essendo L 
la distanza fra l'atomo e la parete), allora l'energia dell’interazione degli atomi 
nel semispazio separato dalla parete dalla fessura l è Utot = —an/31? e la forza 
F = dUtoydl = anll*. In accordo con il valore così ottenuto, F corrisponde 


all’attrazione di un atomo singolo verso la parete con energia 
U (L) = —3a,hc/BnL* (2) 
(H. B. G. Casimir, D. Polder, 1948). 


Nel caso di interazione di un atomo con una parete dielettrica si ottiene 
con lo stesso metodo il seguente risultato: 


Ihicao tro 1 
81L4 e;0+1 


dove la funzione @aa è rappresentata graficamente nella fig. 18. Per e, +1 
essa tende al valore 23/30 = 0,77 corrispondente alla formula (82,8). 


U (L)= — Pad (E10)s 


$ 83. Andamento asintotico della funzione 
di correlazione in un liquido 


Le fluttuazioni elettromagnetiche ad onde lunghe implicano 
anche alcune proprietà specifiche della funzione di correlazione delle 
fluttuazioni di densità in un liquido omogeneo. 

Ricordiamo (si veda V, $ 116) che la funzione di correlazione 
v (r) è definita mediante la media del prodotto delle fluttuazioni 
di densità del numero di particelle n in due punti dello spazio nel 
seguente modo: 


(Sn (r.) n (r)) = né (r) + nv(r), roorj—r,. (83,4) 


La funzione di correlazione è legata all'interazione fra le particelle 
e il suo andamento asintotico alle grandi distanze è definito dalla 
parte di Van der Waals di questa interazione agente a grandi distan- 
ze. Pertanto v (r), come le forze di Van der Waals, decresce con la 
distanza secondo una legge potenziale (J. Enderby, T. Gaskell, 
N. H. March, 1965). 

Ciò incide, ovviamente, anche sulle proprietà delle componenti 
di Fourier della funzione di correlazione v (k) = v (X). Se fra le 
particelle del liquido agissero le sole forze con raggio d’azione del- 
l'ordine delle dimensioni atomiche a, la funzione v (r) decrescerebbe 
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con la distanza secondo una legge esponenziale, con esponente —r/a 1). 
Nei termini delle componenti di Fourier ciò significa che v (%) sareb- 
be una funzione regolare di Xa, sviluppabile per ka < 1 in potenze 
pari di ka. Quanto alle forze agenti alle grandi distanze, esse implica- 
no la comparsa in v (k) di un termine (indichiamolo con », (£)) che 
varia notevolmente già nel dominio %X — 1/X, (e non k- 1/a), 
dove 4, sono le lunghezze d’onda caratteristiche nello spettro del 
liquido (A, > a). Nel dominio ka < 1 il parametro KàÀ, può essere 
sia piccolo che grande; la funzione vj (X) ha in questo dominio carat- 
tere singolare. | 

Per calcolare la funzione di correlazione sfruttiamone il legame 
con la derivata variazionale seconda dell’energia libera del corpo 
rispetto alla densità. Per definizione, questa derivata è la funzione 
@ (r) che figura nell'espressione 


4 
6F=+ | @ (|r,—r,]) 6r. (r,) 6r.(r,) dr, d3x,, (83,2) 


che dà la variazione dell’energia libera dovuta alle fluttuazioni 
della densità (per una data temperatura). La componente di Fourier 
@ (k) = @ (k) di questa funzione è legata alla funzione cercata v (%) 
dalla relazione 


Tr 
aa n (k) 


(si veda V (116,14)). Sottolineiamo che questa formula suppone la 
classicità delle fluttuazioni per cui deve essere fim « 7, dove © è la 
frequenza delle oscillazioni con vettore d'onda X. Ponendo w — ku 
(dove u è la velocità del suono nel liquido), otteniamo la condizione 


hku<T (83,4) 


corrispondente alle distanze r > hu/T. | 

La parte « regolare » della funzione @ (k), legata alle forze a corto 
raggio d’azione, è sviluppabile in potenze di %; limitandoci (per 
ka < 1) al primo termine dello sviluppo e indicandolo con b, scri- 
viamo 


—1 (33,3) 


PA) db + q (4), (83,9) 
dove @; (4) è la parte « singolare » della funzione che ci interessa ?). 


1) Si tratta di un liquido a temperature :-7 - @8 (dove 8 » fu/a è la « tem- 
peratura di Debye » del liquido) e lontano dal punto critico. Nell’intorno del 
punto critico il raggio di correlazione cresce indefinitamente (si veda V, $$ 152, 
153). Esso cresce anche a temperature basse e per 7 « @ risulta essere dell’ordi- 
ne di grandezza di fu/T (si veda più avanti il $ 87). 

2) La ‘costante d si esprime mediante le grandezze termodinamiche del 


liquido secorido la formula b = 2 (25) (si veda V, $ 152) 
n\@bBn’T 
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Siccome le forze di Van der Waals sono relativamente deboli, 
1 (XK) < db e pertanto il risultato della sostituzione dell’(83,5) nel- 
1’(83,3) si può scrivere nella forma 


T T 


nb nb3 


Essendo lineare il legame fra v (k) e gp; (£), la funzione v (r) a distanze 
grandi è semplicemente 


vr)= = (1). (83,7) 


Già al primo termine (indipendente da X) nell’(83,6) corrisponde una 
funzione delle coordinate di forma costante-è (r) legata alle forze 
ad azione ravvicinata (a prescindere dal loro raggio d'azione). 

Per definire @; (r) partiamo dalla formula (80,11) che esprime 
la variazione dell’energia libera. Scrivendo in essa 


de (it,, r)= 2022 Gn (1) (83,8) 
z 
vediamo che l’espressione 


Is . de (its) 
n 4ghe? I CD (6s; r, r) i 


rappresenta la derivata variazionale prima dell’energia libera rispet- 
to alla densità. Per la derivata seconda occorre, a sua volta, far 
variare questa espressione, cioè trovare 1) 


2a I 6 n IS, (83,9) 


s=0 


La funzione £ stessa verifica l'equazione (79,8), 
P__buA+S® (its, n) 6n Dain, r' 
==- uh +3 (i6s, r) a | in (Gs r,r')= 

= — 47h6; 0 (r_r'), (83,10) 
la cui variazione fornisce la seguente equazione: 
d? / 3 se I 
[ar dA + E (16%) 8a ] Din (Gs; r, r)= 
= -— de (it, mM) Don (Cir, 1°). (83,11) 


1) Varia soltanto la funzione Z;;. La variazione della funzione e condur- 
rebbe alla comparsa di un termine della forma costante-$ (r) nella @ (r), che 
non ha niente a che fare con le forze agenti alle grandi distanze. 
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Si può scrivere immediatamente la soluzione dell'equazione (83,11) 
osservando che, in virtù dell’(83,10), la funzione « imperturbata » 
Dix è la funzione di Green di questa equazione; perciò 

2 


6D n (tap r, e) = | de (08, 1°) Dn Coi 1°, 1°) Du La 1°, niet” 


(qui si è tenuto presente anche che Di; (r, r°) = Dy (1°, r)). «nfine, 
sostituendo in essa l'(83,8) e poi l’espressione così ottenuta nell’(83,9), 
otteniamo la derivata variazionale seconda 


T _? «[ deli 2 
om=- Tra D [EE] Fm (tirar) (83,12) 
s=0 


(r = |r, — r; |). Questa formula assieme all’(83,7) dà l’espressione 
cercata della funzione di correlazione v (r) per r > fiu/T (M. P. Ke- 
moklidze, L. P. Pitaevskij, 1970). 

La condizione (83,4) fatta prima per i vettori d’onda è equivalen- 
te a quella r > Xu/T per le distanze. Se contemporaneamente a questa 
condizione si limita il dominio dei valori di r anche superiormente, 
e cioè 

hclT >r> hulT, (83,13) 


allora nella somma saranno essenziali i valori grandi s e la sommato- 
ria sulle « frequenze » discrete è, = 275/f si può sostituire con 
l'integrazione in ds = /d&/2nT: 


__T_ (14 26007? di 
vat Ja SS | CDI (tira 1) 37. (83,14) 


La funzione Z;m si ottiene dalla (77,6) per sostituzione © + it. 
Effettuando la derivazione ed elevando al quadrato, otteniamo 


2h° _ Sa 2 5) 6 3 
Dm= re (1+ i+ ateta), 


r 


w=rtV e (ib)le. 


La sostituzione dell’(83,15) nell’(83,14) conduce a un’espressione 
DLS0 complicata che, però, si rende più semplice in due casi 
miti. 

Nel caso di distanze « piccole » (r & Ao, cfr. il $ 81) nell’integrale 
ha importanza il dominio $ — c/ày; in questo caso rY/c < 1 in modo 
che nell’(83,15) si può sostituire 1 al fattore esponenziale e conservare 
nelle parentesi il solo ultimo termine. Allora troviamo 


83,15) 


3AT "" C ae(it) F dt 


i 
v (r) = SCCI, A= 165553 ) ai #3 (it) ® r& Ao- (83,16) 
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L'immagine di Fourier di questa funzione è # 
112 i 
v(k)=7 408, khoDI. (83,17) 


Nel caso inverso di distanze « grandi » (r > Ax) nell’integrale ha 
importanza il dominio È — c/r< c/Ag — 0. Pertanto è possibile 
sostituire e (it) con il suo valore elettrostatico e, e portare (de0/0n)? 
fuori dal segno di integrazione nell’(83,14). Dopo questa operazione 
l'integrazione procede in modo elementare (fra l’altro, tutti i termi- 
ni dell’(83,15) danno un contributo dello stesso ordine di grandezza). 
Come risultato abbiamo 


SII (£0), r>'%M (83,18) 


— 64n8e3/2n5? \ an 


B 
v(r)=-, 8 > 


L’immagine di Fourier di questa funzione è 


v(kK)= — 3 BH Ink, Wi<1. (83,19) 


$ 84, Espressione operatoriale per la costante 
dielettrica 


In questo paragrafo otterremo una rappresentazione utile della 
costante dielettrica di un mezzo mediante il commutatore dell’ope- 
ratore di densità di cariche (Ph. Noziéres, D. Pines, 1958). Questa 
formula è analoga a quella di Cubo e tiene conto delle caratteristiche 
del campo elettromagnetico. 

Consideriamo un mezzo omogeneo che abbia dispersione sia 
temporale che spaziale della costante dielettrica. Ciò vuol dire che 
l’induzione D (t, r) dipende dai valori dell’intensità E (t, r) non 
soltanto agli istanti precedenti, ma anche negli altri punti dello 
spazio. Questa dipendenza può essere rappresentata nella forma 
generale seguente: 


Di (t,r)=E(t,r)+ | | fin(t,r') Ex(t-t,r-r')dir'dv. (84,1) 
) | 


1) Un’integrazione immediata in coordinate sferiche nello spazio k cone 
sente di ottenere 


I,= lim | gBkr-dhrv _dÎk IT (v+2) sen (nv/2) 


A=+0 mt 2n2rV+9 ° 


L'integrale necessario per verificare la formula (83,17) è Za. Quello, invece, che 
aiuta a verificare la formula (83,19) si calcola come al/dv per v= 4. 
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Per un campo monocromatico in cui E, D cc exp [i (kr — @î)], 
questo legame si riduce a | 


Di = &nz (©, k) Ex, (34,2) 
dove 
Ein (0, k)= din + | | fin (tt, r') ei (0t-kr") g3x' di. (84,3) 
0 


Ci limiteremo al caso in cui il mezzo è non soltanto omogeneo, 
ma anche isotropo e privo di attività ottica naturale. Allora la 
costante dielettrica resta un tensore, ma formato con il solo vetto- 
re k. La forma generale di questo tensore è 


ik 
em=e1(0,k) 2 Le, (0, k)(Gn Et). (84,4) 


Le funzioni scalari e; ed €; si chiamano rispettivamente permeabilità 
elettriche longitudinale e trasversale. Se il campo E è potenziale, cioè 
E = — Vp, allora nel caso di onda piana E sarà parallelo al vettore 
d'onda (E = —ikg) esi avrà D= e;E. Se, invece, il campo è sole- 
noidale (div E = ikE = 0), allora E sarà perpendicolare al vettore 
e si avrà D= g;E. 

Ricordiamo (si veda VIII, $ 83) che per questa descrizione delle 
proprietà di un mezzo non ha senso la distinzione della media della 
densità microscopica di corrente pv (essendo p la densità delle cari- 
che) in due parti, 0P/dt e c rot M, dove P è la polarizzazione elettrica 
e M la magnetizzazione del mezzo. In altre parole, le equazioni di 
Maxwell si scrivono nella forma 


1 6B 

rtE= ———, rotB=—— 

senza introdurvi neanche il vettore H (accanto all’induzione magne- 

tica B che è l’intensità microscopica media del campo magnetico). 

Tutti i termini che compaiono in seguito all’operazione di media 

delle correnti microscopiche sono supposti inclusi nella definizione 
D=E + 4aP, pv = dP/òt. 

Nelle applicazioni presenta grande interesse la permeabilità 
longitudinale, per la quale dedurremo una espressione operatoriale. 
Questa si ottiene analizzando la reazione del sistema a un campo 
elettrico potenziale Est = — V@est collaterale (cioè creato da sor- 
genti esterne rispetto al sistema). 

L'operatore di interazione del sistema con questo campo sì 
Scrive come segue: 


P= | bt, 1) men (t, 1) d°z, (84,5) 
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dove A (é, r) è l'operatore di densità di carica nel sistema. Confron- 
tando questa espressione con la formula generale (75,8) e considerando 
Pest come « forza generalizzata » f, troviamo immediatamente in 
base alle formule (75,9-11) le componenti di Fourier rispetto al 
tempo della densità media di carica 


Po (1) = — + | {eÉ9t(0 (t,) P(0, 1°) —6 (0, 1°) P (8,1) PE" (1°) de" di. 
0 


Passando qui anche alle componenti di Fourier rispetto allo spazio 
e tenendo presente che, in virtù dell’omogeneità del sistema, la 
media del commutatore dipende unicamente dalla ESIORZa rT—r, 
otteniamo 
(est) 
Pox = % (0, k) Qok (84,6) 


dove 


6 (0, 0) F(t, r)) dr dt. (84,7) 


La densità media delle cariche è legata al vettore di polarizza- 


zione del mezzo dalla relazione p = —div P (si veda VIII, $ 6). 
Ne segue che le componenti di Fourier sono. 


Lok = — ikPox = 


D'altra parte, Agest = —4MPest, dove pes: è la densità delle cariche 
che creano il campo collaterale; l’induzione D, invece, è legata a 
questa densità dall’equazione div D = 4npest. Da queste due equa- 
zioni ricaviamo 


49 43 


Infine, sostituendo queste espressioni nell’(84,6), otteniamo l’e- 
spressione cercata della BORMIDA dielettrica longitudinale 


1 
eg =1+7 (0, 1). (84,8). 


Con gp (t, r) nell’(84,7) si deve intendere, a rigore, l'operatore di 
densità delle cariche di tutte le particelle del sistema: elettroni 
e nuclei. Tuttavia, in tutto l’intervallo essenziale dei valori di @ 
e K sono di solito soprattutto gli elettroni a contribuire alla permeabi- 
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lità; pertanto con e si può intendere e (n — n), dove n è l'operatore 
di densità elettronica e n la sua media. 

Le formule (84,7-8) si possono trasformare ancora esprimendole 
mediante gli elementi matriciali delle componenti di Fourier del- 
l'operatore p. A tal fine riscriviamo preliminarmente 1’(84,7) nella 
forma 


ce (0, k)= — 77 | e49(6x (4) bu (0)—P-x (0) x (1) di (84,9) 
0 


(essendo V il volume del sistema). Gli elementi matriciali dell'ope- 


ratore di Heisenberg Ok (t) sì esprimono mediante gli elementi 
matriciali dell'operatore di Schròdinger come segue: 


(Ok (%))mn = e'©mn! (Pic) mn- 


Sviluppando il prodotto di operatori secondo la regola di moltipli- 
cazione tra matrici e integrando secondo la (31,21), otteniamo infine 


1 47 1 | I) 
£1(0, k) SAS hk3V dI Iowa {imoTTI CITATO): (84,10) 


dove l’indice 0 si riferisce al dato stato, per il quale si cerca la per- 
meabilità dielettrica. 


$ 856 Plasma degenere 


Consideriamo un plasma completamente ionizzato, in cui gli 
ioni formano un gas classico (di Boltzmann), mentre la componente 


elettronica è già degenere. Per questo stato la temperatura deve 
soddisfare le condizioni 


Ui << T S Ues 
cioè 
h°n°P/m <T< h?n8B/m, (85,4) 


(le, Hi sono i potenziali chimici degli elettroni e degli ioni nel 
plasma; me, mi; le loro masse; n la densità del numero di particelle; 
nelle stime non si fa distinzione fra n e r;). Al tempo stesso suppor- 
remo che il plasma sia solo debolmente non perfetto. Allora l’energia 
di interazione coulombiana fra due particelle distanti l'una dal- 
l’altra { — n! deve essere piccola rispetto alla loro energia cinetica 
media e. Per gli ioni e — Te per gli elettroni e- un n°/3h8/m.. 
Di qui ricaviamo le condizioni 


met? < n < Tle. (85,2) 
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Al $ 80 del volume V è stato mostrato che per queste ipotesi la 
sorgente principale di correzioni alle grandezze termodinamiche del 
plasma (rispetto a valori per un gas perfetto) è l'interazione di scam- 
bio fra gli elettroni; l'energia di questa interazione (riferita all’unità 
di volume del plasma) risulta valere —e?n4?. La correzione di corre- 
lazione (che è fondamentale nel plasma classico) nel plasma degenere 
è, invece, piccola rispetto a quella di scambio, nel rapporto di n)/?, 
dove n = mee?l/hi?n!/* < 1. Cionondimeno, il suo calcolo per il 
plasma degenere presenta un interesse metodologico e fornisce un’il- 
lustrazione istruttiva di applicazione della tecnica dei diagrammi. 

L'operatore di interazione coulombiana fra le particelle del pla- 
sma si scrive nella forma 

Fe: 


p= S 244: fato Pista dirdir', (85,3) 


\e_-r'| 
a, è 


dove gli indici a, è enumerano le diverse specie di particelle (elettro- 
ni e le specie di ioni); ze è la carica delle particelle (per gli elettroni 
Ze = —1). Considerando gli operatori w nella rappresentazione di 
Matsubara, otteniamo così anche l'operatore di interazione in questa 
rappresentazione. La tecnica dei diagrammi per il calcolo della 


media (V) (secondo la distribuzione di Gibbs) si costruisce in seguito 
al solito modo con il passaggio alla rappresentazione dell’intera- 
zione per gli operatori di Matsubara; come risultato si ottiene una 


serie della teoria delle perturbazioni che è lo sviluppo di (V) in 
potenze di e?. 

L'espressione (35,3) non contiene variabili « libere » (sulle quali 
non si sarebbe integrato). Nella tecnica dei diagrammi questa cir- 
costanza è espressa nel seguente modo: i termini della serie della 


teoria delle perturbazioni per (V) sono rappresentati da diagrammi 
senza estremità libere. Conveniamo di mettere in corrispondenza alle 
linee .tratteggiate di questi diagrammi (con i quadrimpulsi Q = 
= (t,, q)) i fattori 1) 


—9(g)= - (85,4) 


(non dipendenti da È,) cioò la componente di Fourier cambiata di 
segno del potenziale © (r) del campo della carica unitaria. Alle curve 
continue deve essere attribuito (insieme con il quadrimpulso P = 
= (è,, p)) anche l’indice a che distingue le varie specie di particelle; 


1) Injseguito poniamo in questo paragrafo è = 1, c = 1 mentre e esprimo 
la carica elementare (e > 0). 
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a ognuna di queste curve si mette in corrispondenza il fattore 
— Sp (P), ossia la funzione di Green cambiata di segno delle 
particelle libere a. Tutte le curve continue del diagramma formano 
in questo caso dei cappi chiusi, ciascuno dei quali contiene « anelli » 
con indici a identici. A ogni vertice del diagramma, ossia al punto 
di intersezione della curva tratteggiata con quelle continue della 
specie a, si mette in corrispondenza il fattore z,e. Ogni cappio di 
fermioni fornisce un fattore complementare (—1). I diagrammi 
costruiti secondo queste regole danno i termini dello sviluppo della 
grandezza 


(85,5) 


Il fattore V a denominatore rappresenta il volume del sistema; 
questo fattore è dovuto al fatto che l’espressione integranda in cia- 
scun termine della serie dipende unicamente dalla differenza delle 
coordinate, e perciò una delle integrazioni in d*7 dà semplicemente 
il volume V. Il segno negativo nell’(85,5) è il risultato della defini- 
zione delle linee tratteggiate secondo la regola (85,4), cioè con il 
segno negativo davanti a @ (q). Il fattore 2 è comparso in seguito 
al trasporto del fattore 1/2 dell’(85,3) a primo membro dell’ugua- 
glianza. 

La teoria delle perturbazioni del primo ordine contiene diagram- 


mi di due tipi: 
9 
a) [ 3) 10) (85,6) 
Mo | 


con tutti gli a e è possibili. Diagrammi del tipo (85,6a) si ottengono 
per convoluzione di operatori p considerati in punti uguali dello 
spazio. Questi diagrammi corrispondono all’interazione coulombiana 
diretta delle particelle a e è, distribuite uniformemente nello spa- 
zio: i contributi di questi diagrammi si elidono mutuamente (som- 
mando su tutte le coppie a, è) essendo il plasma elettricamente 
neutro. Diagrammi del tipo (35,6b) si ottengono, invece, per convolu- 
zioni di operatori w di argomenti distinti e corrispondono all’intera- 
zione di scambio delle particelle di una data specie a. Il calcolo di 
questo diagiamma conduce ai risultati già ottenuti nel $ 80 del volu- 
me V 
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Nell’ordine che segue compaiono diagrammi dei tipi seguenti: 


I diagrammi (85,7a-b) rappresentano correzioni al diagramma 
(85,6a) e per la stessa ragione si elidono mutuamente sommando su 
tutti gli a, d, c. I diagrammi (89,7 c-d) rappresentano piccole corre- 
zioni all’energia dell'interazione di scambio e non presentano qui 
interesse. 

Quanto al diagramma (85,7e), esso risulta essere « grande in 
modo anomalo » per divergenza dell’integrale corrispondente. Questa 
divergenza è dovuta al fatto che gli impulsi q di ambedue le linee 
tratteggiate nel diagramma sono identici (come ciò segue con evidenza 
dalla conservazione dell’impulso nei vertici). Perciò il diagramma 


contiene l’integrale | dala divergente per q piccoli come 1/g. 
Nelle approssimazioni successive compaiono anche (oltre ai 


diagrammi dei tipi correttivi) nuovi diagrammi « anulari » con: 
divergenza ancora più forte. Così, il diagramma del terzo ordine 


a 
Z.dN 
VA 194 N 
ò Gg 
DINE 


a tre linee tratteggiate con impulsi uguali q contiene l’integrale 
| q-*d*q divergente come g7. In generale, un diagramma anulare 


dell’n-esimo ordine, formato da n cappi continui congiunti da r 
curve tratteggiate, è divergente come g7(2"-3). 

La somma di una successione infinita di diagrammi anulari 
conduce, come vedremo, al taglio efficace delle divergenze su valori 
di q dell'ordine di un infinitesimo di e; pertanto tutti questi diagram- 


mi danno in (V) un contributo comune dell'ordine di (e?)"/en-3 = 
= e. Graficamente questo contributo sarà rappresentato dalla som- 
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ma (sulle specie di particelle) dei diagrammi”a scheletro 


0 


(85,8) 


a 
2 5 


G 


a,b 


dove la linea grassetta tratteggiata rappresenta la somma dell’insie- 
me infinito di diagrammi lineari 


à n3- > see (85,9) 


con numeri diversi di cappi continui. 

Mentre la linea tratteggiata sottile esprime il potenziale @ del 
campo coulombiano di una carica isolata, quella in grassetto rappre- 
senta il potenziale del campo alterato dalla polarizzazione del pla- 
sma circostante; indichiamolo con ®. Quindi, tutto il contributo 
(35,8) fornisce la parte di correlazione cercata dell’energia media 
dell'interazione nel plasma. 

Introduciamo la notazione — (G,, q)/4n per la somma dei 
cappi continui semplici di tutte le specie di particelle ed indicheremo 
questa grandezza graficamente con un cerchietto chiaro: 


dA 
=> 5=0 (85,10) 
AA 


Notiamo che l’argomento è, di questa funzione descrive valori 
« pari » è, = 2sn7 indipendentemente dalla statistica cui ubbidi- 
scono le particelle a. Infatti, in virtù della legge di conservazione 
delle frequenze in un vertice, questo argomento è uguale alla diffe- 
renza delle frequenze delle due curve continue; questa differenza è 
< pari » per termini della differenza sia « pari » che « dispari ». 

Con la notazione (85,10) la somma (85,8) sarà rappresentata da 
un diagramma a scheletro 


RAZZI A (85,11) 
O 


< 
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Quanto alla linea tratteggiata in grassetto, essa verifica l'equazione 
ai diagrammi 


(85,12) 


(completamente analoga alle equazioni (14,4) e (79,13)). In forma 
analitica questa equazione dice che 


Ot, = -9()-9 (MEL 0, go, 


da. Cui. = Besa 
. 4 
® (5, q) cca (85,13) 


Sarebbe utile considerare queste formule da un altro punto di 
vista per stabilire un legame con i diagrammi del $ 79. Il fatto è che 
l'interazione coulombiana fra le cariche si può considerare come 
risultato dello scambio di fotoni virtuali. In questo caso, però, è 
più comodo usare non la trasformazione di gauge (705,1), bensì la 
cosiddetta trasformazione « coulombiana » (si veda IV, $ 77) in 
cui — Doo è uguale esattamente alla componente di Fourier del 
potenziale coulombiano. La parte spaziale Dx in questa trasforma- 
zione di gauge descrive il ritardo e l'interazione magnetica, cosicché 
la si può trascurare in un plasma non relativistico. Pertanto si può 
supporre che alle linee tratteggiate del diagramma (85,14) corrispon- 
da Z0 di Matsubara, mentre la funzione # non è altro che la com- 
ponente Po, dell'operatore di polarizzazione. In accordo con la 
(79,18) si può scrivere, quindi, S (è, qg) = —2? [e:(i[G |, q—1] 
(è facile vedere che in presenza di dispersione spaziale nella (79,18) 
entra proprio la permeabilità longitudinale e&;). Sostituendo questa 
espressione nell’(85,13), troviamo 

4% 

D (fa DEE 9 * Cola 
cioè, come deve essere, la componente di Fourier del potenziale 
della carica unitaria nel mezzo. 

Sviluppando il diagramma (85,11) secondo le regole generali 
della tecnica di Matsubara, troviamo 
VT y { P2 (bs, g) 


(V)cor = Rn 2° (4 p (q) D (Si q) ar a T9n\3. — 


ro P2 (bs, Q) d3q 
se 2 | qa? [a2— P (ts, )] (20) (09:49) 


Come vedremo più avanti, il ruolo principale nella somma spetta al 
termine in s = 0, mentre il corrispondente integrale è definito dal 
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dominio degli q piccoli. Quindi per il calcolo dell’(85,15) è sufficien- 
te di fatto trovare il valore limite # (0, q) per q-+ 0. È facile deter- 
minare questa grandezza partendo da considerazioni fisiche semplici, 
senza ricorrere al calcolo diretto mediante il diagramma (85,10). 

Per îè.= 0, la funzione © (0, q) rappresenta l’immagine di 
Fourier del potenziale © (r) del campo elettrostatico della carica 
unitaria nel plasma. Il potenziale imperturbato @ (r) verifica l’equa- 
zione di Poisson con la funzione è a secondo membro: Ag = —4né(r). 
Quanto all’equazione per il potenziale ® alterato dalla polarizza- 
zione del plasma, essa si ottiene sommando al secondo membro la 
variazione 6p della densità di cariche nel plasma sotto l’influsso del 
campo stesso: 


A® = —4n [8 (r) + dol. (85,16) 


D'altra parte, per q + 0 abbiamo a che fare con un campo che varia 
lentamente lungo il volume del plasma. In questo campo è valida la 
condizione di equilibrio termodinamico 


ba + ez°D = costante = u®, (85,17) 


dove ua è il potenziale chimico delle particelle della specie a, e ul” 


il valore in assenza di campo. Da questa condizione ricaviamo la 
variazione della densità di particelle nu, 


6ha= ( a Li y Pa = — eZgD 


Ona 


e, in seguito, la variazione della densità di carica: 
ca i e 2 Ona 
òp= DI e2,ÒN, = DI (ea) ( dito A yP 
a a 
Sostituendo questa espressione nell’(85,16), otteniamo l'equazione 
AD — x°D = —A4n6 (Fr), (85,18) 
dove si è introdotta la notazione 


x? = 4ne? > 25 dna 
a 


dhe )r.v° (85,19) 


Si vede dall’(85,18) che 1/x è il raggio di Debye di schermatura del 
campo nel plasma (cfr. V, $ 78). Infine, calcolando la componente di 
Fourier in ambedue i membri dell'equazione (85,18), troviamo che 


4 
®(=7T7 


e il confronto di questa espressione con 1°(85,13) dà 
P (0, go = — 3. (85,20) 
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Integrando ora con questo valore di nella formula (85,15), 
troviamo 


4 VT! 4nq? d VT 
Ve= 09 I FRI (8521) 


Notiamo innanzitutto che l’integrale è convergente nel limite infe- 
riore e che sono i valori q — * a giocare in esso il ruolo principale. 
Per la componente ionica non degenere ca plasma abbiamo Oni/ou;= 
= n;/T, e per gli elettroni 0ne/0ue — ne/ue. È facile vedere che, ir 
virtù delle condizioni (85,2), x < n!/83 e, quindi, anche g < nh, 
vale a dire che 1/9 è grande rispetto alle distanze fra le particelle; 
Ciò giustifica l’uso della condizione di equilibrio (85,17). Per giusti- 
ficare, invece, l’omissione di tutti i termini della somma nell’(85,15), 
tranne quello in s = 0, osserviamo che, secondo ]’(85,14), la polariz- 
zazione del plasma per frequenze non nulle è descritta dalla permeabi- 
lità dielettrica €, (©, q). Secondo una nota espressione asintotica 
per grandi frequenze, &;(0) = 1 — 4nncee?/me0? e pertanto 
4Tn ee? 


e. (i | |)=1+ mot? 


(si veda VIII, $ 59). In virtù delle condizioni (85,1-2), tutte le fre- 
quenze non nulle è, = 2s17 > (nee”/m.)!/? e, quindi, per esse si 
può già supporre che e (i | Z, |) = 1, cioè che la polarizzazione del 
plasma non esista e che # sia piccolo. 

La formula (85,21) è espressa in funzione delle variabili termodi- 
namiche 7, V, pa. Perciò il potenziale termodinamico £ del plasma 
può essere ottenuto per integrazione diretta dell’uguaglianza 


0 Di: -25 
| de 1A Vin, de sia 


(si veda V (80,4)). Come risultato troviamo per la parte correlativa 
del potenziale £ la seguente espressione (in unità comuni): 


ep e IDE (Fe). 5,29) 


(A. A. Vedenov, 1959). Secondo il teorema generale delle piccole 
correzioni, questa formula, espressa in funzione delle altre variabili 
termodinamiche, fornisce la correzione agli altri potenziali termodi- 
namici. 

Per un plasma non degenere, tutte le derivate 0rg/0la = nalT, 
e allora la formula (85,23) diventa 


Foor = se: ( 3 ima) (85,24) 
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e fornisce la correzione all’energia libera, coincidente con l’espres- 
sione (78,12) del volume V. 

Nel caso di forte degenerazione degli elettroni nel plasma (7 < 
< ue), la derivata dne/0ue — Nelle « nelT. Nella somma su a 
nell’(85,23) si può, in generale, trascurare il termine elettronico, e si 
riottiene la formula (85,24) con la sola differenza che la somma in 
essa è calcolata soltanto sulle specie di ioni nel plasma. In tal modo, 
per degenerazione forte gli elettroni, in generale, non incidono sul 
raggio di schermatura e sulla parte correlativa delle grandezze 
termodinamiche del plasma. 
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$ 86. Fattore di forma dinamico dei liquidi 


La funzione di correlazione delle fluttuazioni di densità, studiata 
al $ 116 del volume V, rappresenta il caso particolare di una funzione 
più generale che lega le fluttuazioni della densità non soltanto in 
vari punti dello spazio, ma anche in diversi istanti. Nella teoria 
classica questa funzione è definita come la media 


no (t; r,, r) = (Gn (t,, r) dr (t,, ro)), (86,1) 


dove t = t, — t,; alla definizione di o non partecipa il fattore n = 
= NI/V rappresentante la densità media del numero di particelle. 
Per un mezzo isotropo e omogeneo (liquido, gas) la funzione (86,1) 
dipende da r, e r, soltanto in funzione della distanza r = |r,— rj| 
fra due punti, ciò che sarà supposto più avanti. 

Nella teoria quantistica una funzione analoga è definita mediante 
il prodotto simmetrizzato degli operatori di densità dipendenti dal 
tempo (operatori di Heisenberg) nel seguente modo: 


no (t, rj)=-3-(6f(t,, 1.) 6Pt(t2, 12) +62 (t,, ra) 62 (14, r,)) (86,2) 


(in accordo con la definizione generale (118,4) del volume V). Tutta- 
via, qualche vantaggio in questo caso lo fornisce la definizione non 
simmetrica 


no (t, r)=(6n(t1, r1) dn (ta, r2)) (86,3) 


per la quale conserviamo la notazione o (#, r) !). Contrariamente 


n 


alla funzione 0 (#, r), la funzione o (t, r) non è pari rispetto alla 
variabile #;} è evidente che 


o (i, = I0(t, r)+0(—t, r)]. (86,4) 


1) Proprio questa funzione è una grandezza osservabile direttamente, ad 
onipio, nella diffusione anelastica dei neutroni in un liquido: si veda il pro- 
ema. 
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L'immagine di Fourier-della funzione 0 (t, r) rispetto al tempo 
e alle coordinate 


c(0, k)=0(0, X)= { { eitot-kn)g (t, r) dt dîxr (86,5) 


si chiama fattore di forma dinamico del mezzo. Data l’isotropia della 
funzione o (t, r), esso dipende unicamente dal modulo assoluto del 
‘vettore d'onda. Dall’(86,4) segue che l’immagine di Fourier della 


funzione 0 (tf, r) è 
o (0, #)=--[0 (0, )+0(—0, A). (86,6) 


La correlazione puramente spaziale delle fluttuazioni di densità 
del liquido è data dalla funzione (86,1) per #=0: o(r)= 
= o(t=0, r)=o(t=0, r). Questa funzione è legata alla fun- 
zione v (r) introdotta al $ 116 del volume V (e utilizzata al $ 83) 
dalla relazione o (r) = v (r) + è (r); le loro immagini di Fourier 
sono 0 (k) = v (k) + 1. Le funzioni o (X) o v (£) si dicono fattore 
di forma statico del liquido. Le funzioni o (@, £) e o (X) sono mutua- 
mente legate dalla relazione integrale 


00 


c d d 
0 (4) = | 0 (0, het | _= | o (0, 4). (86,7) 

L'operatore di densità di Schroòdinger (indipendente dal tempo) 
è dato dalla somma | 


n(rì=Y d(r—ro), (86,8) 


a 


calcolata su tutte le particelle del mezzo; le coordinate delle particel- 
le r, fungono da parametri (cfr. la (24,4)). Avremo bisogno più 
avanti delle componenti dello sviluppo di Fourier di questo operatore 
nelle coordinate 


a { n (1) ein dir = Nea, (86,9) 


Il passaggio all’operatore di Heisenberg (dipendente dal tempo) 
si effettua in base alla regola generale 


n (i, r)= exp (iHt/h) n (r)exp(— iHt/h), (36,10) 
dove H è l'operatore hamiltoniano del sistema. Questo operatore può 
essere rappresentato dalle espressioni (86,8-9) sostituendovi r, con 


ra (t), cioè con gli operatori di Heisenberg delle coordinate delle 
particelle. 
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Secondo i principi fondamentali della statistica, la media (...) 
si può intendere diversamente, a seconda da quali variabili termodi- 
namiche deve essere espresso il risultato. Così, se la funzione 0 è 
definita per energia totale e numero di particelle del sistema dati, 
la media si calcola secondo un dato stato stazionario (m-esimo), 
cioè considerando il corrispondente elemento diagonale matriciale. 
Per un sistema omogeneo (liquido) la dipendenza degli elementi 
matriciali dell’operatore èr (t, r) dal tempo e dalle coordinate è data 
dalla formula 


(m | Br. (t, r)4tY= (mt Br (0) tt) exp li (Omt— km) (86,11) 


completamente analoga all’(8,4) (a secondo membro figura l’ele- 
mento matriciale dell'operatore di Schròdinger èr (r) calcolato nel 


no (t, r)= Y} (ml6r (ty, 1,)10) (Ln (t,, ro)|m)= 
= 3 |(72]Sr2 (0)[2){? exp [i (mit — kymit)]. 


L'immagine di Fourier di questa funzione è 
no (@, k)=(2) dI |m|82(0)[2)]? 8 (0— im) 6 (k—kim)- (86,12) 
| 


La sommatoria in queste formule è estesa a tutti gli stati del sistema 
con numero di particelle (Nm) dato (poiché l'operatore èrn non cambia 
questo numero). 

Se vogliamo esprimere il fattore di forma mediante la temperatura 
e il potenziale chimico del liquido, dobbiamo calcolare ancora la 
media dell’espressione (86,12) secondo la distribuzione di Gibbs: 


no(w, k)=(2r)* Y' exp (S—Em_Em ) |(m|5r (0)|2)1? x 
l,m 


Xx è (Q— im) ò (k ua kim) (86,13) 


(dove in tutti i termini della somma N; = Nn). Scrivendo la stessa 
formula per o (0, —k)= 0(—0@, 4), permutando in essa gli 
indici di somma È, m e sostituendo nel fattore esponenziale £, = 
= Em + h0òrm = Em + fio (quest’ultima uguaglianza è dovuta 
alla presenza della funzione è), otteniamo 


o(—, k)= 0(0, k) e-t0/T (86,14) 
e in seguito, secondo l’(86,6), 
6 (0, K)}=5-(1+e-M0/7)c (0, k). (86,15) 
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E da notare che dall'(86,13) (o dall'86,12)) deriva quanto segue: 
la funzione o (@, 4) =>0 per tutti i valori dei suoi argomenti. 
Dalla relazione (86,14) segue, invece, che alla temperatura zero 


o(0, XA} =0 per o<c07=0 (86,16) 


Nel limite macroscopico (N, V-+» co per un dato rapporto N/V) 
la « palizzata » delle funzioni è nell’(86,13) viene smussata trasfor- 
mandosi in una funzione continua, ma i picchi funzionali è in 
o (0, X) rimangono per i valori © = @ (£) corrispondenti a eccita- 
zioni elementari non smorzantisi (come deve essere in accordo con 
ragionamenti simili a quelli esposti al $ 8). Questi picchi compaiono, 
però, soltanto per eccitazioni che non implicano variazione del nume- 
ro di particelle 1). | 

Mostriamo in che modo il fattore di forma del liquido può essere 
legato alle grandezze che figurano nella formulazione generale del 
i a della fluttuazione dissipativa (D. Pines, Ph. Noziéres, 

Supponiamo che su ogni particella di liquido agisca un campo 
esterno che trasmette alla particella l’energia potenziale U (t, r). 
Allora l’operatore di perturbazione agente sull’intero liquido sarà 


V (1) = AG r)U(t, r) dsx (86,17) 


Sviluppando tutte le grandezze che vi figurano in serie di Fourier 
nel tempo, rappresentiamo la reazione del sistema (cioè la variazione 
media della densità causata dalla perturbazione) con un'espressione 
della forma 


4 


sr (0, r)=— {&(0, rr) U(0, ra) dz, (86,18) 


dove la funzione « (0, r) funge da suscettività generalizzata. La 
componente di Fourier nel tempo della funzione di correlazione 


o (t, r) è, nelle notazioni del teorema della fluttuazione dissipativa, 
no (0, r)= (6r (e) dr (ra), r=T1— rs 


Secondo questo teorema, la detta funzione si esprime attraverso la 
suscettività generalizzata con la formula 


no (0, r)h=hcth Do Im a (0, r). (86,19) 
1) Così, nel liquido di Fermi o (@, X) ha una singolarità della funzione $ 


per © = ku, (essendo la velocità del suono nullo), ma non ha tali singolarità 
corrispondenti al ramo fermionico dello spettro; si veda il $ 91. 
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Mediante la stessa formula si esprime la componente di Fourier nelle 


coordinate della 0 (©, X) attraverso a (@, %); in seguito, in accordo 
con l’(86,15), troviamo il fattore di forma dinamico 


2h 


no (0, k) rr LE 


Ima(, k). (86,20) 

L'importanza di queste formule è dovuta soprattutto al fatto che 
esse consentono di stabilire il legame del fattore di forma con una 
funzione con proprietà analitiche generali note (nella variabile ©); 
per la funzione a (@®, £) queste proprietà sono state descritte al 
$ 123 del volume V. Esse permettono anche di applicare al calcolo 
del fattore di forma la formula generale (si veda la (75,11)), secondo 
la quale 
a (0, k) = | | estotto) cr (£, 1) (0, 0)—R(0, 0) (2, r)) di ade. 

0 

(86,24) 


Esprimendo gli operatori di densità in funzione degli operatori 


+ (2 = f*P), si può ridurre questa espressione alla forma di una 
funzione di Green a due componenti, al calcolo della quale è appli- 
cabile la tecnica dei diagrammi. 


PROBLEMA 


Esprimere mediante il fattore di forma dinamico la probabilità di diffu- 
sione anelastica di neutroni lenti in un liquido composto di atomi identici 
(G. Placzek, 1952). 

Soluzione. Secondo il metodo dello pseudopotenziale (si veda III, $ 154), 
la diffusione dei neutroni lenti può essere descritta come risultato dell’intera- 
zione di energia potenziale 


RR ari (1), d) 


U (r)= 


dove n (r) è l'operatore di densità (86,8); M la massa ridotta dell’atomo e del 
neutrone; a la lunghezza di diffusione di un neutrone lento su un singolo atomo 
(cioè il valore limite dell’ampiezza di diffusione preso con il segno opposto). 
La probabilità di transizione da uno stato iniziale (i) del sistema liquido + 
neutrone in quello finale (f) in un certo intervallo dv, è 


2 
dv f (2) 


1 00 
don=|1 | U;i (1) dt 
— 00 


(si veda III (40,5)); per gli elementi matriciali non diagonali U;: nella for- 
mula (1) si può scrivere ér in luogo di n. Normalizziamo in una particella nel 
volume V la funzione d’onda dello stato iniziale del neutrone (con impulso p 
ed energia e), mentre normalizziamo in una funzione 8 di p/2x la funzione 
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d’onda dello stato finale (con impulso p’ ed energia e’). Allora dv; = d*p'/(25xh)? 
e l'elemento matriciale della perturbazione è 


2rh%a 
Oy 9 = SMI (ong (0,7) 1-00 gg 
f ( ) M VT fi ( ) 
dove fik = p — p', Ro = e — e‘, e 6n;; (t, r) è l'elemento matriciale rispetto 


alle funzioni d'onda del liquido. Sostituendo questa espressione in dic;;, som- 
miamo la probabilità di transizione su tutti gli stati finali possibili del liquido. 
Inoltre scriviamo il quadrato del modulo dell’integrale in forma di integrale 
doppio (su dt dt’ d*x dz’) e osserviamo che 


DÌ On; (t, r)On;; (1°, m)*= x Oni; (0°, r')bn;i(t, r)= 
} 7 


= (ibn (t, r') Ort, ri) =no(t—t, r'—r) 
(dove o è espressa in funzione dell’energia totale del liquido nello stato i). 
L’integrazione in d (t’' — t) d* (x' — x) dà la funzione co (©, k) e un’altra 
integrazione (in dt d*x, ad esempio) dà semplicemente il volume V e l’inter- 
vallo totale di tempo t. Omettendo il fattore #, otteniamo come risultato la 
probabilità di diffusione nell’unità di tempo 


WD = 


= 6) 


Questa espressione resta, ovviamente, valida anche dopo il calcolo della media 
secondo la distribuzione di Gibbs, cioè per il fattore di forma espresso in fun- 
zione della temperatura. 

Notiamo che la proprietà del fattore di forma (86,16) nell’applicazione 
alla diffusione dei neutroni esprime il fatto che per 7 = 0 il liquido è capace 
soltanto di acquistare energia e non di cederla. La relazione (86,14) esprime, 
. invece, il principio di equilibrio dettagliato, poiché i processi di diffusione 
accompagnati dalla trasmissione dell’energia e degli impulsi (0, k)e (©, —k) 
sono mutuamente inversi. 


$ 87. Regole delle somme per il fattore 
di forma 


Il fattore di forma dinamico soddisfa a certe relazioni integrali 
(nelle frequenze ©): le regole delle somme. 
La deduzione di una di esse è basata sulla regola di commuta- 


zione fra gli operatori ny (t) e rx (t). Il commutatore fra gli operatori 
di Heisenberg calcolati in un medesimo istante coincide con quello 


fra gli operatori di Schrédinger ny e ny. L'operatore ny è definito 
dall’espressione (86,9), mentre il commutatore richiesto è dato dalla 
formula 


N 


ny — nin = — È en, (87,1) 
dove m è la massa di una particella del liquido 1). 


1) Il calcolo di questo commutatore coincide con il calcolo eseguito al 
$ 149 del volume III in relazione alla deduzione della regola delle somme (149,5); 
al posto del numero di elettroni Z ora abbiamo il numero totale N di particelle 
nel liquido. 
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Partiamo dall’espressione della componente dello sviluppo di 
Fourier della funzione o (?, r) soltanto nelle coordinate 


no (1, k)= | e-ik0t1u-r2) (8n (ty, 13) 6 (ta, ro)) d9(r1— 22). 


Tenendo presente che l’espressione integranda dipende unicamente 
dalla differenza r, — r,, sostituiamo all’integrazione in d? (x, —z3} 
quella in d3x, d*x,/V; effettuandola sotto il segno di media otte- 
niamo 


0 (t, k)= +4 (6rx (14) Sta) (87,2) 


Calcoliamò la derivata do (t, k)/0t per t =0. Poiché o (t, k} 
dipende esclusivamente dalla differenza £ = f, — t,, allora 


st I o) 


di © 2\60t, dt, 


e, sostituendovi l’(87,2) abbiamo 


90 (t, k 4 . - a a 
LEGA (Ore (t3) Ore (12) — Ore (L4) Orr_x (#2)). 
ot 2N 

Ciascuno dei due termini in questa espressione dipende soltanto 
dal valore assoluto del vettore k; tenendone conto sostituiamo nel 
secondo termine k con —k. Ponendo in seguito tz, = t, e osservando 
che n_yx = Ri, troviamo che la differenza fra parentesi quadra coinci- 
de con il commutatore (87,1). In tal modo abbiamo 


60 (t, k) ____ih Je 
dt t=0 2m ” 


D'altra parte, rappresentando la funzione o (t, X) sotto forma di 
integrale di Fourier nelle frequenze; otteniamo 


Se °°) 
dt tu0 = dt e-toto (m %) 2a lp 0 (0, È) 5 


Confrontando le due espressioni della derivata, otteniamo la rela- 
zione cercata 


00--- 


vo d hk32 
Î 00 (0, k) So=1 (87,3) 


— 00 
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(G, Placzek, 4952). Sottolineiamo che essa sussiste per ogni %. Per- 
passare in questa relazione al limite classico (£ + 0), si deve scrivere 
l’integrale al suo primo membro nella forma 


| oto (0, K)-0(—0, M)1-- 
0 
e, in accordo con l’(86,14), sostituire in esso 
0 (0, KH) =0(— 0, Ma -F-0(0, 4). 


Dopo questa sostituzione i fattori i in ambedue i membri dell’ugua- 
glianza si elidono e resta 


Î 00 (0, X) STI. 
0 


Applichiamo la formula (87,3) al liquido di Bose per 7 = 0 e 
consideriamo il dominio dei X piccoli. Per X + 0 il contributo prin- 
cipale nell’integrale proviene dal picco funzionale è del fattore di 
forma 0 (©, È) che compare nell’(86,13) per transizioni accompagnate 
dalla generazione di un fonone (poiché nello stato fondamentale del 
liquido i fononi non esistono, allora non ci sono transizioni accom- 
pagnate dall’annichilazione di un fonone per 7 = 0). Questo termine 
ha la forma A6 (@ — uk), dove Auk è l’energia del fonone (u è la 
velocità del suono). Sostituendo questo termine al posto di o (®, X) 
nell’(87,3), determiniamo il coefficiente A e, infine, troviamo 


nhk 
mu 


c(0, = 8 (0- uk). (87,4) 


o (ky) = (87,5) 


2mu 


(R. P. Feynman, 1954) 1). Poiché questa formula si riferisce al domi- 


1) La formula (87,5), scritta nella forma o (k) = &?k?/2me (k), dove e (k) 
è l’energia della quasi-particella, sussiste rigorosamente soltanto per % + 0. 
All’aumentare di k un ruolo sempre più rilevante cominciano a giocarlo i con- 
tributi in o (k), provenienti dalle transizioni accompagnate dalla generazione di 
più quasi-particelle. A prescindere da questi contributi si può supporre che la 
detta formula stabilisca un legame fra il fattore di forma e l'energia delle quasi- 
particelle nel liquido di Bose. In questo caso, al massimo di o per k — 1/a 
(a sono le distanze interatomiche nel liquido) corrisponde il minimo « rotonico » 
sulla curva 8 (k). 
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nio dei X piccoli, la sua componente di Fourier dà l’espressione 
asintotica seguente della funzione di correlazione per grandi r: 

h 
v(r)= "si (87,6) 
{per la verifica di questa formula si veda l’integrale dato nella nota 
alla pag. 423). Per 7 = 0 la formula (87,6) è valida a distanze 
grandi a piacere. A temperature basse ma finite la formula è valida 
fino a distanze r — fiu/T, alle quali le fluttuazioni cessano di essere 
puramente quantistiche. A distanze ancora più grandi la legge 
{87,6) cede il posto alla decrescenza esponenziale (se si trascura il 
contributo delle forze di Van der Waals; si veda il $ 83) 1). 

Si può ricavare ancora una regola delle somme dalla relazione 
stabilita al $ 86 fra il fattore di forma e una certa suscettività genera- 
lizzata a (@, k). Questa relazione è data dalla formula (86,20), la 
quale per 7 = 0 si riduce (se © >0) a 


no (0, kt} = 2hIma(o, k). (87,7) 
In accordo con le formule di Kramers-Kronig (si veda V (123,15)) 


Re a (0, = P | malet go. 


Ponendo 0=0 e tenendo conto che la grandezza « (0, X) è reale?), 
scriviamo 


a (0, = | i ma (0, ke. (87,8) 
0 


Nel limite KO si verifica la relazione 
| an — { dn 
x (0, k->0) = (37) 10=" (3 


Essa deriva dal fatto che in un campo statico debole U, lentamente 
variabile nello spazio, è soddisfatta la condizione yu 4 U = costante, 
cosicché l'applicazione del campo esterno equivale alla variazione 


(87,9) 


[ERE 


1) La funzione di correlazione (87,6) è negativa (il che corrisponde alla 
repulsione fra le particelle) contrariamente alla funzione di correlazione del 
gas di Bose perfetto in cui essa è positiva (si veda V, $ 117). A questo proposito 
ricordiamo ($ 25) che in un gas di Bose debolmente non perfetto lo spettro 
energetico ha la forma fononica soltanto per %X « mu/f (dove filmu > a). Le 
distanze corrispondenti sono r — 1/k > fi/mu, in modo che, passando a un gas 
perfetto (u + 0), il dominio di applicabilità della formula (87,6) si sposta 
all'infinito. 

?) La grandezza & (w = 0, r) è reale in virtù delle proprietà generali della 
suscettività generalizzata. Di qui deriva il carattere reale Sella componente di 
Fourier a (0 = 0, k), poiché la funzione « (@, r) è pari inr. 
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del potenziale chimico di — U. Pertanto, nel limite kK+0, la 
formula (86,18) dà 


sn = i = —U | a (0, r,—r;) d*(r;—x) = —Ua(0, k=0), 


da cui proviene l’espressione (87,9). 

Riunendo le formule (87,7-9) così ottenute, troviamo quindi la 
seguente regola delle somme per il fattore di forma del liquido 
per T=0: 


LC d gn 
Ta | o (0, k+0) = (87,10) 
0 


(D. Pines, Ph. Noziéres, 1958). 


PROBLEMI 


4. Trovare la funzione di correlazione v (r) per il liquido di Bose a distanze 
r>hu/T e temperature 7 < 71. 

Soluzione. La funzione di correlazione cercata è definita dal fattore di 
forma per valori k — 1/r < T/hu < 1/a, per i quali lo spettro energetico del 
liquido è fononico. Per 7 0, o (©, k), oltre a un termine in 6 (0 — ku) 
corrispondente all'emissione di un fonone, contiene un termine in è (© + ku) 
eorrispondente all’assorbimento di un fonone. I coefficienti di questi termini 
si possono determinare mediante le formule (86,14) e (87,3): 


0 (0, HE (4 ethhu/T}-1{8(0—ku)-+eTAWUTS (04+ku). (4) 


Integrando questa espressione troviamo che 


hk hku 
e, in seguito, che 
00 
dk h hku 
EE ik Re 
De (7) = | e'&"g 0) Tre = Frtimur \ ethrk®cth ST dk. 


— 00 


Chiudendo il cammino di integrazione in dk con una semicirconferenza inde- 
finitamente lontana nel semipiano superiore della variabile complessa %, ridu- 
ciamo l’integrale alla somma dei residui nei poli (disposti sull'asse immagina- 
rio). Per r > hu/T il contributo principale nell’integrale proviene dal residuo 
nel polo per fku/27 = in: 


_ 2173 2n7T 
v(= = exp (— = r). (3) 


Per la condizione a7/fiu « 41, la distanza di smorzamento caratteristica 
della funzione v (r) risulta essere di gran lunga superiore alle distanze interato- 
miche, alle quali decrescono gli effetti dovuti all'interazione diretta fra gli 
atomi. In questo caso, nella formula (3) riveste un'importanza rilevante È, 
in modo che la correlazione da essa descritta è di carattere quantistico. È da 
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notare che nella deduzione abbiamo trascurato il contributo delle forze di 
Van der Waals. Come segue dai risultati del $ 83, questo contributo ha un 
carattere di potenza ed è fondamentale a distanze sufficientemente grandi. Le 
distanze, alle quali si realizza il passaggio dalla formula (3) a quella (83,16), 
dipendono dalla relazione concreta fra i coefficienti, ma il dominio di applica- 
bilità della formula (3) esiste sempre per temperature sufficientemente basse, 
poiché sulla frontiera del dominio di applicabilità per r — Ru/T si ha, secondo 
la (3), vos 74 e, secondo l’(83,16), vo 77. 

2. Trovare la forma limite (alle grandi distanze) della funzione di correla- 
zione delle fluttuazioni della funzione d’onda condensata nel liquido di Bose 
superfluido (P. C. Hohenberg, P. €. Martin, 1965). 

Soluzione. Nel limite ad onde lunghe è la fase ® della funzione d’onda che 
_sopporta le fluttuazioni più forti, poiché esse sono legate solo da un’energia 
del moto macroscopico superfluido abbastanza piccola. Il corrispondente con- 
tributo nel potenziale total etermodinamico £ del liquido (nel volume V con 7 
e p dati) è 


i v2 = h°ps \ 2 
6a=5 | osviar= Sm? | (VD)? dV. 


Esprimendo è® in sviluppo di Fourier 
060 = Z, SD yetkr, 6D_, =i0è, 
otteniamo 


h? 
60=-—_ ps YI k3]50,1? 
k 


e di conseguenza per il quadrato medio delle fluttuazioni 
{1 6®, 1°) = Tm?/Vh?pk?; (4) 


i calcoli sono assolutamente identici a quelli fatti nel volume V, $ 146. Il cont- 
tributo di queste fluttuazioni nella funzione di correlazione simultanea 
G(r) = (62 (0)8E (r)) 
è 
G (r) = no (6O (0) 60 (r))= Tnom?/4nh?pyr. (5) 
In questo modo, G (r) decresce alle grandi distanze secondo la legge di 
potenza. Il contributo, invece, dalle fluttuazioni di densità del condensato rg 
decresce in questo dominio esponenzialmente. Ambedue i contributi si raffron- 


tano per r » rc; alle distanze r € r, essi seguono insieme la legge (alle tempe- 
rature vicine a À-punto) 


Gr) o 0449, (8) 


dove % è il corrispondente indice critico. Il raggio di correlazione r, può essere 
determinato come la distanza, alla quale la legge asintotica (5) diventa (6): 


7 SS Ps No 


Introducendo gli indici critici B e v, che determinano le dipendenze di tempe- 
ratura ny e r., in accordo con le (28,1) e (28,3), troviamo che 


ps (Ta — DEE: 


Usando i FApporti noti tra gli indici a, B, v, $ (si veda V, $$ 148, 149) è facile 
convincersi che questo risultato concorda con la (28,4). 


446 CAPITOLO IX 


$ 88. Fluttuazioni idrodinamiche 


Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato le fluttuazioni della 
densità del liquido per frequenze © e vettori d'onda k qualsiasi. È 
ovvio che era impossibile trovare la forma concreta della funzione di 
correlazione per il caso generale. Ciò si può ottenere, tuttavia, nel 
limite idrodinamico quando la lunghezza d’onda delle fluttuazioni è 
grande rispetto alle dimensioni microscopiche caratteristiche (cioè 
rispetto alle distanze interatomiche nel liquido e alla lunghezza del 
cammino libero nel gas). 

Il calcolo delle funzioni di correlazione simultanee delle flut- 
tuazioni di densità, temperatura, velocità ecc. in un liquido immo- 
bile non richiede uno studio particolare: queste fluttuazioni (nel 
limite classico, cioè non quantistico) sono descritte da formule termo- 
dinamiche comuni che sono valide per qualsiasi mezzo in equilibrio 
termico. Le correlazioni fra fluttuazioni contemporanee in diversi 
punti dello spazio si estendono a lunghezze dell’ordine di grandezza 
delle distanze interatomiche (inoltre si trascurano le forze deboli 
di Van der Waals a grande raggio d’azione). Ma queste distanze sono 
supposte infinitesime in idrodinamica. Pertanto nel limite idrodina- 
mico le fluttuazioni contemporanee in punti diversi non sono corre- 
late. Formalmente questa affermazione deriva dall’additività della 
grandezza termodinamica, il lavoro minimo Amin, necessario per la 
realizzazione della fluttuazione. Poiché la probabilità di fluttuazione 
è proporzionale a exp(—Anin/7), allora, rappresentando Amin 
in forma di una somma di termini riferiti a singoli volumi fisica- 
mente infinitesimali, troviamo che le probabilità di fluttuazioni 
in questi volumi sono mutuamente indipendenti. 

Tenendo presente la detta indipendenza, si possono riscrivere 
immediatamente le note formule per i quadrati medi delle fluttua- 
zioni delle grandezze termodinamiche in un punto dato dello spazio 
(si veda V, $ 112) sotto forma di espressioni per le funzioni di correla- 
zione. Così, secondo la formula 


((87)9y = 


PeoV : 


esprimente le fluttuazioni della temperatura nel volume V (p è la 
densità; c, il calore specifico riferito all'unità di massa del mezzo), 
scriviamo dapprima 


(87 (ra) 8T (ra) = Bab» 
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dove le fluttuazioni si riferiscono a due piccoli volumi, Va e Vi. 
In seguito, facendo tendere i volumi a zero, otteniamo 1) 


(87 (r,) 87 (r,)) == 8 (1 —-ry). (88,1) 


Analogamente si scrivono le formule per le fluttuazioni delle altre 
grandezze termodinamiche: 


(Sp (r,) 8p (r.))=pT (-£-) 8 (rr), (88,2) 
(6P (r,) SP (r,))=pT (7) B(ri-r)=pTu8 (rr), (88,3) 


(5s (r,) 85 (r,)) = se 8(r,—r,) (88,4) 


(P è la pressione; s l’entropia dell'unità di massa del mezzo); in 
questo caso, le fluttuazioni delle coppie di grandezze p, 7 e P, s 
sono indipendenti. Scriviamo anche la formula per le fluttuazioni 
della velocità macroscopica v del liquido (nulla in equilibrio): 


(8v; (14) Svx (r,)) = dind (re). (88,5) 

Per l’idrodinamica è specifica la questione delle correlazioni 
temporali fra le fluttuazioni, nonché la questione delle fluttuazioni 
in un liquido in moto. La soluzione di questi problemi richiede che 
si tenga conto dei processi dissipativi nel liquido, ossia della viscosi- 
tà e della conduzione termica. 

La costruzione della teoria generale dei fenomeni di fluttuazione 
in idrodinamica si riduce alla costruzione delle « equazioni del 
moto » per le grandezze fluttuanti. Ciò può essere realizzato mediante 
l'introduzione dei corrispondenti termini addizionali nelle equazioni 
idrodinamiche (L. D. Landau, E. M. LifSits, 1957). 

Le equazioni idrodinamiche scritte nella forma 


224 div (pv)=0, (88,6) 
dvi dvi __ op d0]% 
Par tovnga = — dr td Ra 
d 1 dvi o) ‘ 
pT (+ + vWs) = 0% ( = 3" > )- div q, (83,8) 


1) Questa e le formule successive per le correlazioni contemporanee nel 
caso dei gas sono valide per fluttuazioni di lunghezze d’onda grandi soltanto 
rispetto alle distanze intermolecolari, ma non necessariamente grandi rispetto 

a lunghezza del cammino libero. L'ultima condizione è necessaria, però, 
per le funzioni di correlazione non contemporanee nell’approssimazione idro- 
dinamica (poiché il meccanismo microscopico di propagazione delle perturba- 
cello nei gas è definito appunto dalla lunghezza del cammino libero delle parti- 
celle). 
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senza specificare la forma del tensore degli sforzi 0jx e del vettore 
del flusso di calore q, non esprimono altro che la conservazione della 
massa, dell’impulso e dell’energia. Quindi, in questa forma esse 
sono valide per qualsiasi moto, comprese le variazioni fluttuazionali 
dello stato del liquido. In questo caso, con p, P, v si deve intendere 
la somma dei valori delle grandezze 00, Po, Vo --. nel moto fonda- 
mentale e delle loro oscillazioni dovute a fluttuazioni éo, 62, év, ... 
{rispetto a queste ultime le equazioni, ovviamente, possono sempre 
essere linearizzate). 

Le espressioni ordinarie per il tensore degli sforzi e il flusso di 
calore stabiliscono il loro legame rispettivamente con il gradiente 
della velocità e il gradiente della temperatura. Nel caso di fluttua- 
zioni nel liquido compaiono anche sforzi spontanei locali a flussi 
di calore non legati ai suddetti gradienti; indichiamoli con s;, e g 
e li chiameremo «casuali ». Scriviamo così | 


p d To) 2 P , 
Cin =" ( x. # » — 3 dia div v) +6: divv4sin (88,9) 


qa=—xVT+g (88,10) 


(n, È sono i coefficienti di viscosità; x il coefficiente di conducibilità 
termica). 

Il problema consiste ora nello stabilire le proprietà di s;x e g, 
cioè nel definirne le funzioni di correlazione. Per semplicità, condur- 
remo tutte le considerazioni per il caso di fluttuazioni non quanti- 
stiche, naturale in idrodinamica; ciò significa che le frequenze delle 
oscillazioni di fluttuazione sono supposte soddisfare la condizione 
fio < T. Supporremo, inoltre, che i coefficienti di viscosità e di 
conducibilità termica siano non dispersivi, cioè indipendenti dalla 
frequenza delle oscillazioni. | 

La teoria generale delle fluttuazioni (esposta ai $$ 119-122 del 
volume V) tratta una serie discreta di grandezze fluttuanti z,, 
Zo, +... mentre nel caso in questione abbiamo a che fare con una 
serie continua (i valori di p, P,... in ogni punto del liquido). 
Supereremo questa difficoltà inessenziale dividendo il volume del 
corpo in elementi piccoli ma finiti AV e considerando alcuni valori 
medi delle grandezze in ciascuno di questi elementi; nelle formule 
definitive realizzeremo il passaggio ad elementi infinitesimali. 

Considereremo le formule (88,9-10) come equazioni 


Xa= _ 23 VarXv+-Ys (88,11) 


della teoria generale delle fluttuazioni quasi-stazionarie (si veda V 
{122,20)); fra l’altro, come grandezze x, considereremo i valori delle 
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componenti del tensore 0; e del vettore q in ciascuno degli elementi 
AV; allora le grandezze y, sOnO sig e g: 


Ta > Vik dir (88,12) 
Ya + Siks &i° 


Il significato delle grandezze termodinamicamente reciproche Xg 
può essere specificato mediante la formula esprimente la velocità. 
di variazione dell’entropia totale del liquido S. Con un procedi- 
mento comune (si veda VI, $ 49) e mediante le formule (88,8-10) 
troviamo 


de {th (da) 68419) 


Sostituendo questo integrale con la somma estesa agli elementi 
AV e confrontando in seguito il risultato così ottenuto con l’espres- 
sione 


Sa — >) DA 
a 
troviamo che 


1 | dv; 41 0T 
> ea (<< SA) AV, 7 5 AV. (88,14) 


Ora è facile trovare i coefficienti ya, che definiscono direttamente le 
correlazioni cercate secondo le formule 


(Ya (t1) Yb (t2)) = (Yad + Ya) (ft, — ta) (38,15) 


(cfr. V (122,21a)). 

Prima di tutto osserviamo che le formule (88,9-10) non hanno 
termini che potrebbero legare 0; al gradiente della temperatura 
e qai gradienti delle velocità. Ciò vuol dire che i coefficienti cor- 
rispondenti ya, sono nulli e, in virtù dell’(88,15), abbiamo 


(Sir (t1» T1) &1(t2, r2))=0, (88,16) 


vale a dire che s;x e £ non sono, in generale, correlati tra loro. 

Inoltre, i coefficienti che legano i valori g; ai valori (AV/T?)0T/0dz, 
sono nulli se queste grandezze sono prese in AV distinti, e sono uguali 
a Vin = *xT°6;x/AV se prese nel medesimo elemento. Dopo il passag- 
gio al limite AV-+0 , questi valori di y,» permettono di ottenere 
mediante la formula (88,15) 


(Gi (413 T1) &k (ta, ra)) = 2xT*626 (ra — ra) dé (4 — ta). (88,17) 
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Analogamente si ottengono le formule per le funzioni di correla- 
zione del tensore degli sforzi casuale 


(Sih (t4, Fi) Sim (ta, r2)) = 
=2T È (8:18nm + Simbn1) + (t- So) 8:x8rm | (ri — r2) é (11 t2). 
(88,18) 


Le formule (88,16-18) risolvono, in principio, la suddetta questio- 
ne del calcolo delle fluttuazioni idrodinamiche in qualsiasi caso 
concreto. Il cammino di risoluzione del problema è il seguente. 
Considerando s;, e g come funzioni date delle coordinate e del tempo, 
risolviamo formalmente le equazioni linearizzate (88,6-8) rispetto 
alle grandezze ép, òv, ..., tenendo conto delle condizioni al con- 
.torno idrodinamiche necessarie. Come risultato otterremo queste 
grandezze in forma di funzionali lineari di s;, g. Corrispondente- 
mente, ogni grandezza quadratica in dp, èv, ... si esprime me- 
diante funzionali quadratici di s;x, g; in seguito, le loro medie si 
calcolano mediante le formule (88,16-18), mentre le grandezze ausi- 
liarie sig, g scompaiono dalla risposta. 

Scriviamo le formule (88,16-18) anche nelle componenti di Fourier 
nelle frequenze e lo facciamo immediatamente nella forma che 
generalizza le formule al caso di fluttuazioni quantistiche. Secondo 
le regole generali del teorema della fluttuazione dissipativa, questa 
generalizzazione si ottiene introducendo il fattore ausiliario 
(fi 0/27) cth (10/27) che si riduce a 1 nel caso classico (fio < 7). 
In presenza di dispersione della viscosità e della conduzione termica 
le grandezze n, È, x sono funzioni complesse della frequenza; in 
questo caso, nelle formule esprimenti le fluttuazioni le grandezze 
n, È, x vanno sostituite dalle parti reali di queste funzioni: 


(si 87)o=0, (38,19) 


(ee) = Bad (rr) RoT cth SE. Rex (0), (88,20) 


(ssi) = 08 (rr) cth 59 x 
2 
X [( O:10xm + dim — 7 8ix8tm ) Re n (0) + dindim Ret (0)]. (88,21) 
$ 69. Fluttuazioni idrodinamiche in un mezzo 
illimitato 


In questo paragrafo tratteremo le fluttuazioni idrodinamiche in 
un liquido immobile illimitato. Questo problema potrebbe essere 
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risolto, ovviamente, con il metodo esposto al paragrafo precedente, 
Tuttavia, ci proporremo di risolverlo qui in un altro modo per illu- 
strare così un metodo alternativo di risoluzione dei problemi delle 
fluttuazioni idrodinamiche. 

Questo metodo parte dalla teoria generale delle fluttuazioni 
quasi-stazionarie al suo stadio iniziale, cioè prima dell’introduzione 
delle forze casuali. Ricordiamo in proposito le formule generali 
(si veda V, $ 122). Siano 


dg =— Da —_ __ (89,4) 


le « equazioni del moto » macroscopiche per un insieme di grandezze 
Za (t) descriventi lo stato non in equilibrio del sistema (in equilibrio 
sono tutte le x, = 0); queste equazioni sono valide se le grandezze xa 
sono grandi rispetto alle loro fluttuazioni medie (ma, al tempo stesso, 
così piccole che sia ammissibile la linearizzazione delle equazioni 
del moto). Allora si può affermare che le stesse equazioni sono soddi- 
sfatte (per # >0) dalle funzioni di correlazione delle fluttuazioni 


7 (ta (1) 20 (0)) = — Di aes (ep (1) 22 (0), 1>0. (89,2) 


Come condizioni iniziali per queste equazioni servono le uguaglianze 
(a (t) Le (0) ) l=+0 = (Late ), (89,3) 


dove (x,%.) è una funzione di correlazione simultanea supposta nota. 
Le funzioni di correlazione si prolungano al dominio t < 0 secondo 
la regola 


(La(t) Ze (0) ) = + (La (—t) Le (0) ), (39,4) 


dove il segno superiore riguarda il caso in cui le due grandezze z, 
e z, sono pari (o ambedue dispari) rispetto all’inversione del tempo, 
e quello inferiore si riferisce al caso in cui una è pari e l’altra dispari. 
La soluzione dell’equazione (89,2) con la condizione (89,3) si ottiene 
mediante la trasformazione di Fourier unilaterale: moltiplicando 
l'equazione per ei! e integrando su t nei limiti da 0 a co (inoltre, 
l'integrale a primo membro dell’equazione si trasforma per parti), 
otteniamo il sistema di equazioni 


— iù (Lato)o ss — 2 dab (c010)0 a (tato) (89,9) 
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per-le-grandezze (funzioni della frequenza) 
n (Cat)o = { etot (a (t) 25 (0)) di. (89,6) 
0 


Quanto alle componenti di Fourier comuni della funzione di corre- 
lazione, esse si esprimono mediante le grandezze (89,6) come segue: 


(zatslo= | e9° xa (1) 2 (0)) di= 
= (rotolo + [(Catp)o ]*= (2000) + (Cora) ld, (89,7) 


dove i segni + corrispondono ai segni nell’(89,4). 

Passando ora al problema posto delle fluttuazioni in un liquido 
immobile, prima di tutto linearizziamo le equazioni idrodinamiche 
(88,6-8) con Gir e q ottenuti dalle espressioni (88,9-10) (senza gli 
ultimi termini). Ponendo gf = py + de, v = $v, ... e rigettando 
i termini non lineari, otteniamo 


De Lp divv=0, (89,8) 
= véP+nAv+(t+3)vdivy, (89,9) 

; 06s “% 
= 46 (89,10) 


(dopo la linearizzazione omettiamo l’indice 0 delle grandezze costan- 
ti po, - - .). Nelle equazioni (89,8-10) è comodo dividere immediata- 
mente la velocità nella parte potenziale (« longitudinale ») vl) e 
rotazionale (« trasversale ») v‘ secondo la definizione 


— ve vWkby0®, 89,11) 


divv©®©=0, rotv®=0. 


Nell'(89,8) resta la sola velocità longitudinale 


E 1 pdivv®=0, (89,12) 


mentre l’(89,9) si scinde in due equazioni 


eX'102) __n t 
200 2 Ave, (89,13) 


ave 
dt 


— — VP + (+3) V div vl). (89,14) 
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L'equazione per la velocità trasversale è indipendente dalle altre 
equazioni. Rispettivamente, anche per la funzione di correlazione 
delle sue Tapi abbiamo una sola equazione 


© vs” (£, x) v£” (0, 0)) — vA (vi! (#, r) ve (0, 0)) =0, (89,15) 


dove v = n/p è la viscosità cinematica. Sottoponendola alla trasfor- 
mazione di Fourier unilaterale, otteniamo 


— io (°° (r (r ) vi pid (0) — vA (pid (r) pi» (0))P = vid (r) DIP (0)) 


{dove a secondo membro figura la funzione di eur simulta- 
nea) oppure, passando alle componenti di Fourier nelle coordinate, 


di (CHI) DD) 
(ee eni er 
La funzione di correlazione simultanea della velocità è data dalla 
formula (88,5); passando alle componenti di Fourier e separando la 
parte trasversale, abbiamo 
Po (dn). (89,16) 
Sostituendo questa duci in quella precedente, otteniamo 
finalmente 1) 
T = vk2 

(05°06”) ox = 2 Re (01900) = a (nt) Ta: (39,17) 

Per le altre variabili abbiamo il sistema di equazioni mutuamente 
connesse (89,10), (89,12), (89,14). Tuttavia, questo sistema si rende 
più semplice nei casi limite di frequenze grandi o piccole. Il fatto 
è che le perturbazioni della velocità longitudinale e della pressione 
si propagano nel liquido alla velocità del suono vu, mentre le pertur- 
bazioni dell’entropia seguono l’equazione della conducibilità termi- 
ca. Quest'ultimo meccanismo richiede un tempo —1/yk?, perché la 
perturbazione si propaghi a distanza —1/k (y = */pcp è la conduci- 
bilità di temperatura del mezzo). Quindi, per le frequenze che soddi- 
sfano (per un dato valore del vettore d’onda) la condizione 


Yk° < @ — ku (89,18) 


si può supporre che fluttuino soltanto v°® e P a entropia costante. 
Contrariamente, per 
xk? — 0 < ku (89,19) 


avvengono fluttuazioni isobare dell’entropia ?). 


1) È facile vedere che integrando l’espressione (89,17) in d0/2x, riottenia- 
mo, come deve essere, la funzione di correlazione simultanea. 

2) La ga lay xk? < ku si verifica sempre nel dominio idrodinamico. 
Così, nei gas abbiamo u — vr e y = vr I, dove vr è la velocità termica media 
delle particelle e : la lunghezza del loro cammino libero medio. Pertanto la 
disuguaglianza yxX < u è equivalente alla condizione obbligatoria %! « 1. 
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_ ‘Consideriamo anzitutto il primo dominio delle alte frequenze 
(89,18) e definiamo, ad esempio, le fluttuazioni della pressione. 

L'equazione (89,14) riscritta per le funzioni di correlazione ha la 
forma _ 


2 (v° (4, r) SP (0, 0)) = — grad (6P (t, r) 82 (0, 0)) + 
LL (+3) grad div (v° (#, r) $P (0, 0)) 


e come condizione iniziale serve l'annullamento della correlazione 
simultanea fra vl e 8P. Applicando la trasformazione di Fourier 
unilaterale nel tempo e una trasformazione totale nelle coordinate, 
ricaviamo 


— iop (v°8P)s = — ik (629 —(6+-T- SI) k (kvP6P)cg. (89,20) 
In seguito, nell'equazione (89,12) scriviamo 
60=(35),6P+(3),ds=276P—p*(37),8 


ed esprimiamo la derivata 06s/0t mediante l'equazione (89,10) scritta 
nella forma 

dòs x 

di TT (3 dP ), AGP 
(in virtù della condizione xk? < © trascuriamo a secondo membro 
il termine in As rispetto a 08s/0t). Ciò conduce all’equazione 


1 P 
Led 27 \'ABP+p divv®=0. 


L’equazione corrispondente per le funzioni di correlazione si ottiene 
di nuovo di qui sostituendo SP e v°‘° rispettivamente con 
(SP (t, r) SP (0, 0)) e (vl (t, r) 8P (0, 0)), mentre l’(88,3) serve 
come condizione iniziale. Dopo l’applicazione della trasformazione 
di Fourier questa Lon dà 


[5 io 2. ( E) j (SP) + io (kv28 2) = OT (89,21) 


Dalle due vquazioni para ricaviamo dopo alcune trasforma= 
zioni 


; k3pTus (i+ 2yr0/uk3 
(5P3) x =2 Re ($P?) = 2 Re ina (89,22) 


dove 
= (1+3+"#°(5).] (89,23) 
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è il coefficiente di assorbimento del suono nel mezzo (si veda VI, 
$ 77) e vyr la sua parte legata alla conducibilità termica. Scriviamo 
la risposta finale per il dominio di frequenze in prossimità dei 
valori © = +ku, dove le fluttuazioni sono particolarmente grandi: 


i pTu?y 
(6P)a= TTT (89,24) 
Questa formula è valida per | Fku|< uy!) 

Nel dominio delle basse frequenze (89,19) è sufficiente considera- 
re, come è stato detto, le fluttuazioni dell’entropia a prescindere da 
quelle della pressione. Ciò vuol dire che nell’equazione (89,10) si 
può porre i = 


67 = (3) 6s= È 65 
0s }P Cn 

(il calore specifico cp si riferisce all’unità di massa). Quindi, per la 

funzione di correlazione cercata abbiamo un'equazione dello stesso 

tipo dell’(89,15), mentre la condizione iniziale è data dall’espres- 

sione (88,4). Come risultato otteniamo 


2c k2 
(65°) 0k “ a La ° (89,25) 


PROBLEMI 


1. Trovare la funzione di correlazione per le fluttuazioni del numero di 
particelle disciolte in una soluzione debole. 
Soluzione. La densità n del numero di particelle disciolte verifica l’equa- 
zione di diffusione 
dn 
Elimi dal 
D è il coefficiente di diffusione). In una soluzione debole i valori contemporanei 
della densità in punti distinti dello spazio non sono correlati tra loro (così 
come per la densità di un gas perfetto non esiste correlazione simultanea); 
pertanto la funzione di correlazione simultanea è 


(Sn (rj) 6n (r)) => nò (ri — rs). 
Analogamente alla formula (89,25) troviamo 


2nk2D 
a 0+kID : 


In questa soluzione trascuriamo la diffusione termica, per cui le fluttua- 
zioni di n si possono considerare indipendentemente dalle fluttuazioni della 
temperatura. 

2. Trovare la funzione di correlazione per le fluttuazioni di pressione in un 
liquido che ha grande viscosità seconda dispersiva, È (0), dovuta al rilassa- 
mento lento di un certo parametro. 


1) Ricordiamo (sì veda VI, $ 77) che il coefficiente idrodinamico di assorbi- 
mento del suono è sempre piccolo nei gas (la disuguaglianza y « X segue auto- 
maticamente dalla condizione k! « 1); esso è piccolo nei liquidi in cui non 
esiste dispersione rilevante del suono. 
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ESSI 


c(o= E (2 — ud), 


dove 7 è il tempo di rilassamento; uv, la velocità d’equilibrio del suono; usw la 
velocità del suono per valore costante del parametro di rilassamento (si veda VI, 
$ 78). Le equazioni (89,20-21) e con esse l’(89,22) sono ugualmente valide in 
presenza di dispersione. Ponendo $ = © (#) e trascurando i termini provenienti 
da n e x, otteniamo dopo il calcolo 


2Ttpui (uz — ug) 
CP TETTE, ST - 


$ 90. Espressioni operatoriali per i coefficienti 
cinetici 


Alle formule (88,20-21) dedotte al $ 88 si può conferire un aspetto 
nuovo leggendole « da destra a sinistra », cioè considerandole come 
espressioni per i coefficienti di conducibilità termica e di viscosità. 
In questo caso, le funzioni di correlazione ai primi membri delle 
uguaglianze si possono esprimere, per loro definizione, mediante gli 
operatori di alcune grandezze aventi significato microscopico; come 
risultato, questi operatori consentono di esprimere i coefficienti 
cinetici del liquido. 

Prima di tutto bisogna tener presente che la mancanza difcorrela- 
zione fra le fluttuazioni dei flussi « casuali » di energia e di impulso 
in punti diversi dello spazio (l’esistenza della funzione è (rj — rp) 
nelle formule (88,20-21)) è una conseguenza dell’approssimazione 
idrodinamica; quest’ultima è valida soltanto per valori piccoli del 
vettore d’onda. Per esprimere questa condizione in forma esplicita, 
scriviamo le formule nelle componenti dello sviluppo di Fourier 
rispetto alle coordinate spaziali (il che si riduce alla sostituzione dei 
fattori è (r, — ro) con f)e passiamo al limite k + 0. Così, la formula 
(88,20), alla quale è applicata una convoluzione sulla coppia di 
indici i, £ 

(eg) =38 (ri— rg) RoT cth 37 «Re x (0), 


la scriveremo nella forma 


1 h F : 
Re x (0) === th 3r LR (2°)ok- (90,1) 


È facile vedere che, con questa scrittura, nella detta formula sì 
può sostituire il flusso « casuale » di calore g con il flusso totale di 
energia, che indichiamo con Q. Quest'ultimo, come è noto dal- 
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l’idrodinamica, rappresenta la somma del flusso di trasporto convet- 
tivo di energia e del flusso di calore q: 


Q=(-+w)pv+a= puv—xVT+g (90,2) 


(w è la funzione termica dell’unità di massa di liquido; nell’ultima 
espressione è omesso il termine contenente la potenza più elevata 
della velocità di fluttuazione v). Ma per k piccoli le fluttuazioni 
delle grandezze fisiche reali (v, 7, p ecc.), a differenza delle flut- 
_tuazioni dei flussi casuali, contengono una potenza superflua di k 
per cui, nel limite k + 0, le fluttuazioni di g coincidono con quelle 
di Q. Questa conclusione è già evidente dal fatto che i flussi g e sig 
entrano nelle equazioni del moto delle fluttuazioni idrodinamiche 
(88,6-8) soltanto sotto il segno delle derivate spaziali, mentre ile 
suddette grandezze fisiche vi figurano anche sotto forma di derivate 
temporali; quindi, dopo il passaggio alle componenti di Fourier, 
le derivate temporali risultano essere dell’ordine di k/@ rispetto 
alle derivate spaziali. 

A differenza di g, il flusso totale di energia Q è una grandezza 
avente un significato meccanico diretto e le corrisponde l'operatore 
quantomeccanico @ (t, r) che viene espresso mediante gli operatori 
delle variabili dinamiche delle particelle del mezzo. Ricordando la 
definizione della funzione di correlazione attraverso gli operatori 
(di Heisenberg) della grandezza corrispondente, arriviamo così 
alla formula 


i ho 
Re % (0) =77G7 th 7 X 


x lim | eitot-k) (0 (#, r)0(0,0)+0(0, 0) G(t, r))did8r (90,3) 
k-+0 
(M. S. Green, 1954). 

Tuttavia, si può ottenere una rappresentazione ancora più comoda 
della funzione x (©) ricorrendo alla formula che esprime la funzione 
di correlazione mediante il commutatore degli operatori corrispon- 
denti. 

Se xa (r) e x» (r) sono due grandezze fluttuanti (che sono nulle in 
equilibrio e che si comportano allo stesso modo nei confronti del- 
l'inversione del tempo), la loro funzione di correlazione, in accordo 
con le formule (76,1) e (75,11), può essere rappresentata nella forma 


(Pe) =cth 37 Ro | ei0t {2a (t, 11), 23 (0, r2)}) dt, 
ò 
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dove la parentesi {...} indica il commutatore. Passando allo sviluppo 
di Fourier nelle coordinate r = rj — r,, otteniamo la formula 


(s.°j 


(totr)ox =cth 30.Re { | ettor-tm ({£, (t, e), 2, (0, 0)}) di dz. (90,4) 
0 


Applicando questa formula alla funzione di correlazione (0Q*)ok 
e sostituendo il risultato nella (90,1), otteniamo 


De 


Re x @= 77 lim Re | | eitot-km) :£Q (#, r), O (0, 0)}) dé dîr. 
0 


In ambedue i membri di questa formula sotto il segno Re figurano 
funzioni di © che tendono a zero per © + co e sono prive di qualche 
singolarità nel semipiano superiore della variabile complessa @. 
Dall’uguaglianza delle parti reali di queste funzioni sull’asse reale @ 
deriva che le funzioni sono anch'esse uguali, e noi otteniamo così 
la formula finale seguente:—- 


x (0) = iz lim | f ettorto (Qt, 7), (0 OPdtdtz. (90,5) 


0 


Per ottenere il valore statico del coefficiente di conducibilità termica, 
occorre in seguito passare al limite ®@ +0. 

Analogamente si può trasformare la formula (88,21) ed ottenere 
un'espressione operatoriale per i coefficienti di viscosità. 

Se introduciamo il flusso totale dell’impulso, 0;x = —Pò;r + 
+ vir (dove 0, è preso dall'(88,9)), allora nel limite k + 0 le flut- 
tuazioni di tutti i termini, tranne s;x, si annullano, cosicché in 
questo limite si può sostituire la funzione di correlazione (SizSim)ok 
CON (0;:101m)vk-. Infine otteniamo la formula 


n (0) ( 6,10xm + Bimbi = 3 8:nb1m ) +t(0) è xdm = 


= i lim \ ei(@t_kr) {0% (è, r), Tim (0, 0)}) di dz, (90,6) 
k+0 O 


dove 0, (t, r) è l'operatore di densità di flusso dell'impulso (H. Mo- 
ri, 1958). Applicando a questa uguaglianza la convoluzione sulle 
coppie di indici i, Xe , m oppure i, Le k, m, otteniamo espressioni 
distinte rispettivamente per 9% o 10n + 38. 
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$ 91. Fattore di forma dinamico del 
liquido di Fermi 


A un liquido di Fermi sono inapplicabili le formule (87,4-6) 
esprimenti il fattore di forma per 7 = 0, poiché la loro deduzione 
è basata sull’ipotesi che (per © e k piccoli) esista soltanto il ramo 
fononico dello spettro delle eccitazioni elementari. Neanche la 
teoria idrodinamica delle fluttuazioni sviluppata ai $$ 88, 89 è 
‘applicabile al liquido di Fermi. Questa teoria richiede che sia sod- 
disfatta la condizione %. <« 1 (essendo / la lunghezza del cammino 
libero medio delle quasi-particelle) che è evidentemente violata nel 
© liquido di Fermi, poiché / o 7?, e tende all’infinito per 7-0. 
Quindi, per calcolare il fattore di forma del liquido di Fermi si deve 
ricorrere a un'equazione cinetica. 

In questo caso è comodo partire dalle formule (86,17-20) che 
stabiliscono un legame fra il fattore di forma e la suscettività gene- 
ralizzata rispetto all’influsso sul liquido di un certo campo U (t, r). 
Nelle componenti di Fourier anche nelle coordinate la definizione 
(86,18) si scrive come segue: 


Sn (0, k) = —a (©, kK) Vor (94,4) 


Ci limitiamo al caso 7 = 0. Allora il fattore di forma dinamico si 
esprime mediante a (®, k) secondo la regola 


2hIma(0,k), 50, 
0 s OZ. 


Quanto alla perturbazione della densità 6r (0, k), essa si calcola 
mediante un'equazione cinetica, e in essa si può trascurare (per 
T + 0) l'integrale degli urti. Questi calcoli differiscono da quelli 
effettuati al $ 4 per il suono nullo solo per il fatto che all’energia 
della quasi-particella si aggiunge il termine 


U (t, r) = Uoyeitkt-90!), 
Rispettivamente alla derivata de/0r nella (4,3) si aggiunge il termine 


9U/òr = ikU, e al primo membro dell’equazione cinetica (4,8) 
il termine 


no (0, k)= | (94,2) 


d 


— ikU di — ikvUS (e — Ep). 


Cerchiamo la soluzione dell’equazione cinetica nella forma 
On (p) = òrox (p) e'tkr-0d), 
12 }% 


Brox (P)= —8(e— er) ox (N), n= 


m*Ppp 


hi (91,3) 
“ 

È la componente di Fourier della perturbazione della distribuzione 
dell’impulsn delle quasi-particelle. La variazione cercata della densi- 


460 CAPITOLO IX° 


tà del numero totale di quasi-particelle (coincidente con la densità 
del numero di particelle autentiche) è data Pensi 


* 2d3 1 
òr (0, k)= { 8rax (P) cha xl (n) 77 mo. U ou 


La definizione della funzione Y (n) nella (91,3) differisce dalla defi- 
nizione di v (n) nella (4,9) per la normalizzazione, che è fatta in 
modo tale che la formula (91,2) diventi 


no (0, k)= Im | x(n), o>0. (91,4) 
Per la funzione stessa (n) otteniamo così l’equazione 
,, do' 2p 
(0 — vekn) X (n) — vekn | F(0)x(m°)_=—kn - , (91,9) 


che differisce dalla (4,11) per il suo secondo membro. 

L'equazione (91,5) non contiene in forma esplicita grandezze 
immaginarie. La comparsa della parte immaginaria nella sua solu- 
zione Y (n) è dovuta quindi soltanto all’aggiramento dei poli negli 
integrali che compaiono nel corso della risoluzione. Le regole di 
questi aggiramenti sono date dalla condizione che il campo imposto 
al sistema U co e-i@t sia incluso adiabaticamente a partire da t = 
= —o0; a tal fine è necessario sostituirne la frequenza © + @ + i0. 

La forma concreta della soluzione dipende dalla forma della 
funzione di interazione delle quasi-particelle / (9). Mostriamo l’an- 
damento della soluzione e le sue proprietà sull'esempio più semplice 
della funzione F = costante = 7. 

In questo caso la soluzione dell’equazione (91,5) ha la forma 

ua vpkn 
x(n=C ao (91,6) 
dove C è una costante, che può essere definita con la sostituzione 
inversa della (91,6) nella (91,5), il che dà 
2 
C (141) = PE, (94,7) 
dove 
I= | kn’ 2 do' 
kn'vp — i0 4n ° 
L'espressione integranda dipende unicamente dall’angolo fra n’ e k 
e dopo una sostituzione evidente troviamo 


1 
isn/2 1, 
1(9=4 (E =1-il [+] aaa (91,8) 
21 


sì, s>fi, 
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dove s = @©/kvp (la parte immaginaria dell’integrale si separa se- 
condo la regola (8,11)). 
Sostituendo la funzione Y (n) dalle (91,6-8) nella (91,4), otteniamo 
il fattore di forma dinamico 
aa __ 2m*pp I (s) 
no (0, k) = 7a Im MIFIO (91,9) 
(A. A. Abrikosov, I. M. Chalatnikov, 1958). In virtù della (91,8) 
esso è diverso da zero per s < 1, cioè per tutti i valori di 0 < kvp. 
Se Fo >D, allora in un liquido di Fermi è possibile la propaga- 


zione del suono nullo a velocità u, definita dall’equazione (4,15): 
1 + Fol (So) == 0, So = Uol p. 


Peri valori di s nell'intorno di s, l’espressione (91,9) diventa 


costante- Im o ; 
SA S_-So 

dove, in accordo con quanto detto sopra, con s = ©w/kvp si deve 

intendere s + i0. Ciò vuol dire che in 0 (©, X) compare ancora un 

termine funzionale è della forma costante-ò (s — so), oppure 


0 (0, X) = costante-Kò (0 — ku) (91,10) 


Questo termine rappresenta il contributo nel fattore di forma pro- 
veniente dal ramo del suono nullo dello spettro energetico del liquido 
di Fermi; esso è completamente analogo al contributo fononico 
(87,4) nel fattore di forma del liquido di Bose. 

L'esistenza di questo termine non è legata, ovviamente, all’ipote- 
si Y = costante e rappresenta una proprietà generale del liquido 
di Fermi, in cui è possibile la propagazione del suono nullo; dalla 
legge di interazione delle quasi-particelle dipende soltanto il valore 
del coefficiente nella (91,10). Senza membro destro l'equazione 
(91,5) coincide con l’equazione del suono nullo; perciò la soluzione 
dell’equazione non omogenea ha un polo per w/k = uo. 

Dalla forma dell’equazione (91,5) risulta con chiarezza che la 
sua soluzione dipende dai parametri © e % soltanto sotto forma di 
capporto w/k. Quindi, il fattore di forma dinamico sarà anch’esso 
funzione di questo rapporto. Il fattore di forma statico, invece, 


00 


0 (4) = | 0 (0, 4) e 


avrà, quindi, la forma 
o (k) = costante-È. (91,11) 
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Ciò significa che la funzione di correlazione spaziale simultanea delle 
fluttuazioni di densità per 7 = 0 nel liquido di Fermi (così come in 
quello di Bose) segue la legge v (r) co 4. 

È da notare, infine, che il fattore di forma dinamico per il gas 
di Fermi perfetto può essere ricavato dalla (91,9) mediante il passag- 
gio al limite F° +0: 


c(0, =, 0<0<kr. 


In questo caso il fattore di forma statico è 


PI i 1) L° _prh 
0 (k)= 0 (0, 8) 7 = Tar 


(in accordo con î risultati del problema 1 al $ 117 ‘del volume V). 
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